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  آموزان گرامي دانش

ها كه از مجموعـه   دهيم. اين كتاب را در اختيار شما قرار مي» پايا«هاي رياضي  بسيار خرسنديم كه كتاب
كنند. ايـن مجموعـه، بـراي     موفقيت تحصيلي شما را تضمين ميآيند،  به حساب مي» مرشد«هاي  كتاب
هـاي مهندسـي يـا علـوم پايـة       نـد در بهتـرين رشـته   كه مايل است آموزاني به رشتة تحرير درآمده دانش

شما را براي شركت » پايا يازدهم هندسه«كتاب  ور يا خارج از ايران تحصيل كنند.نام كش هاي به دانشگاه
  كند. آماده مي دسهنهدر درس  ها هاي ورودي دانشگاه در مسابقات، امتحانات و آزمون

دهند كـه   ر، بانك سؤال كاملي را در اختيار شما قرار ميپس از ارائة درسنامة مختصهندسه پايا مؤلفان 
، مسائل مسـابقات معتبـر   هاي آزمايشي رياضي و تجربي گروهاي كنكور  هاي چهارگزينه شامل پرسش

اين . استهاي تأليفي  هاي اخير) و پرسش ها در سال رياضي (با توجه به استفادة طراحان كنكور از آن
  اند. شده بندي طبقههاي كتاب درسي  ها و بخش اساس فصلها بر پرسش

  هاي كليدي و آموزنده، موفقيت شما را تسهيل خواهد كرد. نامة تشريحي همراه با نكته مطالعة پاسخ

مرتضـي خمـامي ابـدي و كيـان     اين كتاب، آقايـان:   دانيم از مؤلفان محترم در پايان، وظيفة خود مي
آقاي مهندس هادي عزيززاده، كه كتاب زيـر نظـر ايشـان     ،جموعهكريمي خراساني و دبير محترم م

  تأليف شده است، تشكر كنيم.

انـد و از   آقايان حميدرضا بيات و سعيد بياتي كه در تأليف اين كتـاب همكـاري داشـته   همچنين از 
كـه   نـرگس سـربندي  خـانم   ،آرايـي  كه زحمت حروفچيني و صـفحه  مليحه محمدي آندرس خانم

انـد، بسـيار    را برعهده داشته ، و خانم بهاره خدامي كه زحمت طراحي كتابها زحمت ترسيم شكل
  كنيم. ممنونيم و براي همة اين عزيزان آرزوي موفقيت مي

  انتشارات مبتكران    
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  ها در دايره مفاهيم اوليه و زاويه
دهنـد.   اند، تشكيل يك دايره مـي  نقاطي از صفحه كه از يك نقطه به يك فاصله 

  دايره نام دارند.اين نقطه مركز دايره و اين فاصله شعاع 
C(Oرا به صورت  rو شعاع  Oاي به مركز  معمولاً دايره ,r) دهيم. نشان مي  

  

  وضعيت نقطه و دايره
تـر از   نقطه داخل دايره است. در اين صورت فاصلة نقطه تا مركز دايـره كـم   حالت اول:

  شعاع دايره است.

  OP r  
  

نقطه روي دايره است. در اين صورت فاصلة نقطه تا مركـز دايـره برابـر بـا      حالت دوم:
  شعاع دايره است.

  OP r  
  

تـر از   دايره است. در اين صورت فاصله نقطه تا مركز دايره بيش حالت سوم: نقطه بيرون
  شعاع دايره است.

  OP r  
  وضعيت خط و دايره

  باشد، سه حالت ممكن است رخ دهد: hباشد و فاصلة يك خط تا مركز دايره  rاگر شعاع دايره 
  
  
  
  
  
  

تر از شعاع باشد، خط و دايره در دو نقطه برخورد دارند. اگر فاصلة خط و دايره برابر با شعاع باشد، خـط و   اگر فاصلة خط تا دايره كم
  تر از شعاع باشد، خط با دايره هيچ نقطة برخوردي ندارد. هستند و اگر فاصلة خط و دايره بيشمماس  دايره
 شود. ماس دايره و خط وصل كنيم، بر خط عمود ميوقتي از مركز دايره به نقطة ت 

اي است كه رأس آن بر مركز دايره واقع باشد. اندازة زاويه مركـزي   زاويه زاوية مركزي:
  آن برابر است. يرو با اندازة كمان روبه

   O AB  
  

  هاي متفاوت داشته باشند. هاي مساوي، طول هاي با اندازه ممكن است كمان 

   AB CD  
Aطول كمان  CDطول كمان    B   
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 طول كمان 9
 دايرهمحيط 

  كنيم: براي به دست آوردن طول كمان، از نسبت زير استفاده مي طول كمان:
ـــان  اندازة كم

360 
  

  هاي برابر، با هم برابرند و برعكس. كمانبه رو  روبههاي مركزي  زاويه 

     AOB COD AB CD    
     AB CD AOB COD     

  

  هاي نظيرشان برابرند و برعكس. اگر در يك دايره دو وتر برابر باشند، كمان 
  

   AB CD AB CD    
   AB CD AB CD     

  
  كند. قطر عمود بر يك وتر، آن وتر و كمان نظير به آن را نصف مي 

   
AH HB

OH AB
AC CB

  
   

  

شود بر آن وتر عمـود اسـت و    در هر دايره، خطي كه از مركز به وسط وتر وصل مي 
  كند. كمان نظير به آن را نصف مي

 
OH AB

AH HB
AC CB

  
   

  

شود بـر آن وتـر عمـود     در هر دايره خطي كه از مركز دايره به وسط كمان وصل مي 
  كند. است و آن وتر را نصف مي

  
OH AB

AC CB
AH HB

     
  

  اند و بالعكس. در هر دايره، وترهاي مساوي از مركز دايره به يك فاصله 
  

  AB CD OH OH    
  
  

  تر است و بالعكس. تر به مركز بزرگ در هر دايره، وتر نزديك 
  

  OH OH AB CD    
 

  

  چه هستند؟ Pترين وتر گذرنده از  ترين و كوچك درون دايره است. بزرگ Pنقطة  
  قطر دايره است.، Pترين وتر گذرنده از  بديهي است كه بزرگ 
  است. P، وتري عمود بر قطر دايره، در نقطه  Pترين وتر گذرنده از  كوچك

  OH OP CD AB   
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هـاي آن، وترهـاي دايـره باشـند.      اي كه رأس آن روي دايره و ضلع زاويه زاوية محاطي:
  رو به آن است. اندازة زاوية محاطي برابر با نصف اندازة كمان روبه

  
 AB
M  2  

  

  ها برابر خواهند بود و بالعكس. هاي بين آن اگر دو وتر موازي رسم كنيم، كمان 

   AB ||DC AD BC   
   AD BC AB||DC    

  

اي كه رأس آن روي دايره، يكي از اضلاع آن، وتر دايره و ضلع ديگر،  زاويه زاوية ظلي:
  مماس بر دايره باشد.

   MN
M  2  

  
  

  كنيم. وصل مي Nبه  Pقطع كند، از  Pدهيم تا دايره را در نقطة  كنيم و امتداد مي به مركز دايره وصل مي Mاز  
  بر خط مماس عمود است. Mدر نقطه  OMاست و  90پس  ،رو به قطر است روبه Nزاوية 

  
 




  
2 1 2

1 2

90
90

2
2

M M
P M

MNP M MMN
P





   
    

 







  

  هاي بين دو وتر دايره زاويه
  

  

2
AB CD

M
  

  
  
  

  
  

2
AB CD

M
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  

2
AB AC

M
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    

2
ACB AB

M
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  را به دست آوريد. Mزاوية  
  
  

  

  

 


x y
P y x

x
y x

O y x

 



 

            

 70 1402 40
30 602


  

  
 x
M   20

2  
  

 
  

  را به دست آوريد. Oزاوية  
  
  

  

  

    N AB M      130 60 30  
     M M CD O       2 1 30 60 60  

  
  

  

  
  

  روي خط راست هستند. Cو  A ،Bنشان دهيد نقاط  
  
  

  

     :رو به قطر هستند. درنتيجه روبه A2و  A1هاي  زاويه 
     A A A A     1 2 1 290 180   

A  ،B  وC روي خط راست هستند.  

  
  

  
  

 B 1 30 ،C  BXو  20 ||MAة. زاوي  .را به دست آوريد  
  
  

   
 

 
 

AB
B

B C
AB

C




   

 

2 2 2

2

20  

  
  

 B BMA ||BX

B ,B


 

    
  

1 2
1 2

5030 20  
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 M B  وMC  مماس بر دايره هستند وAB AC زاويه .A .را به دست آوريد  
  
  
  

  

   
   AB AC AB AC    
    AB AC x , BC y     

   x y
M x y

y
x y

2 100 2 200 802
2 360

 




       
  

   

  
 y
A 40

2
 

   
  

  

  

  
 چند درجه است؟ Bرو اندازة زاوية  در شكل روبه .1

  1( 20    
  2( 30    
  3( 40    
  4( 50   

  

 چند درجه است؟ xرو  در شكل روبه .2

  1( 45   
  2( 55   
  3( 65   
  4( 75   

  

 چند درجه است؟ xرو، اندازة  در شكل روبه  .3

  1( 20   
  2( 25   
  3( 30   
  4(  35   

رو، اگر  در شكل روبه .4 110B   و 95E گاه زاوية  ، آنCAD چند درجه است؟ 

  1( 20   
  2( 25   
  3( 40   
  4( 50   
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ABC (ABالساقين  مثلث متساوي .5 AC) اي به مركز  در دايرهO   محاط شده است. اگـرA  چنـد   Mگـاه انـدازة زاويـة     ، آن40
 درجه است؟

  1( 40   

  2( 50   

  3( 60   

  4( 70   

Bرو، اگر  در شكل روبه  .6   درجه است؟چند  Mگاه اندازة زاوية  ، آنCD||ABو  70

  1( 40   

  2( 50   
  3( 60   
  4( 70   

Aرو،  در شكل روبه .7 B  بر دايره مماس است. اگر 3BC   ، 5BD    و 4CD   اندازة زاوية ،A چند درجه است؟ 

  1( 30   
  2( 45   
  3( 60   
  4( 75   

 (كتاب درسي)  برقرار است؟ Cو  A ،Bاند. كدام رابطه بين زواياي  بر دايره مماس Cو  Bهاي  رو، اضلاع زاويه در شكل روبه  .8

  1(   A B C   180   

  2(   B C
A

 2   
  3(   A B C   2 360   
  4(   B C A    90   

  
ABمركز دايره است،  Oرو،  در شكل روبه .9 120 ، 20ED  ، 80CD  اندازة زاوية .P چند درجه است؟ 

  1( 20   
  2( 30   
  3( 60   
  4( 90   

  
Aبر دايرة با وتر  ACدر شكل مقابل، مماس  .10 B  از دايره برابرند. اگر كمانDMB  درجه باشـد. زاويـة    222برابرC    چنـد درجـه

 است؟

  1( 21   
  2( 22   
  3( 2 3   
  4( 24   
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M

D

40
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M
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Aاي به قطر  دايره رو، نيم در شكل روبه  .11 B   رسم شده است. اگـرBC CD  وA D D E    انـدازة زاويـة .A    چنـد درجـه
 است؟

  1( 24   
  2( 30   
  3( 36   
  4( 42   
بر دايره مماس است و  PDقطر دايره است،  ABرو،  در شكل روبه  .12 110C   اندازة زاوية .P چند درجه است؟ 

  1( 50   
  2( 60   
  3( 45   
  4( 55   
Aرو،  در شكل روبه .13 E  بر دايره مماس است وOD  باAC  موازي است. اندازة زاويةCBD چند درجه است؟ 

  1( 15   
  2( 20   
  3( 25   
  4( 30   

  
بر دايرة كوچك مماس است. اگر  CDرو،  در شكل روبه  .14 100BAD گاه اندازة زاوية  ، آنBEC چند درجه است؟ 

  1( 80   
  2( 100   
  3( 40   
  4( 50   

  

 )92(سراسري رياضي ـ   برابر كدام است؟ AODاست. زاوية  ABCهاي مثلث  محل تلاقي ارتفاع Oرو،  در شكل روبه  .15

  1( OBC   
  2( CAD   
  3( OAC   
  4( ADO   

  

، داريم ABCدر مثلث   .16 50B   و 60C   نيمساز داخلي زاويهA  و عمودمنصف ضلعBC در نقطه M  انـد.   متقـاطع
 چند درجه است؟ MBCزاويه 

  1(  25   2( 30   3( 35  4 (40  
AB)الساقين  در مثلث متساوي  .17 AC)ABC  نقطةO  در امتدادAC اي است كه در نقطـة   ، مركز دايرهB    بـر ضـلعA B 

 )94(سراسري رياضي ـ   چگونه است؟ OCDقطع كرده است. مثلث  Dاين دايره را در  BCمماس است. امتداد 

  غيرمشخص )4  الساقين الزاويه و متساوي قائم )3  الزاويه قائم )2  الساقين متساوي )1  
2روي محيط دايره قرار دارد. مقـدار   Mاست و نقطة دلخواه  3و  2يك مستطيل به اضلاع  ABCDرو،  در شكل روبه .18 2MA MC 

 كدام است؟

  1( 9  2( 11  
  3( 13  4( 15  

A O B

C

D

E

AOB

C
D

P

110

A

O

B C

D

E
50

A
B

CD

E

A

O
B D

C

A

D C

B

M
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كنـد. فاصـله    واحـد، دو ضـلع مربـع را قطـع مـي      5/2اي به مركز يك رأس آن و شـعاع   واحد، دايره 2در مربعي به ضلع   .19
 )95(سراسري رياضي ـ   ترين رأس مربع تا نقطه تقاطع، كدام است؟ نزديك

  1( 1
4   2( 1

2   3( 2
2   4( 3

2   

   كدام است؟ CDو مماس بر ضلع  Bو  Aواحد، مفروض است. شعاع دايرة گذرا بر دو رأس  4به ضلع  ABCDمربع   .20

 )95 ـ (سراسري خارج از كشور رياضي        

  1( 25/2  2( 5/2  3( 2 2   4( 3  
Aواحد است، فاصلة وسط كمان  2ر شكل مقابل، ضلع مربع برابر د  .21 B ترين رأس مربع چقدر است؟ از نزديك   

  1( 2 2   
  2( 4 2 2   
  3( 2   
  4( 1 2   

6ABدر شكل مقابل، اگر  .22  ،8BC  ،CD  و  3 AE CDگاه اندازة  ، آنAM 93 ـ (سراسري خارج از كشور رياضي  كدام است؟( 

  1( 2   
  2( /2 25   
  3( /2 5   
  4( /2 75   

Aرو،  در شكل روبه .23 D  وBC اي به قطر  بر دايرهA B  مماس هستند. اگرA D x  وBC y طول قطر دايره با كدام برابر است؟ ، 

  1( x y

2
   

  2( xy   
  3( xy

x y
   

  4( x y2 2
2   

بر مماس دلخواه دايره، عمـود   Bدهيم. از نقطة  امتداد مي Bرا به اندازة خود تا نقطة  OA، شعاع Oدر يك دايره به مركز   .24
BD آوريم. اگر  را فرود مي 34ADB   باشد، زاويةOAD 94 ـ (سراسري رياضي  چند درجه است؟( 

  1( 68  2( 73  3( 102  4( 146  
رو،  در شكل روبه  .25 70A   و 50B  از نقطة .O  مركز دايره، بر اضلاعA B  ،AC  وBC    به ترتيـب عمودهـايOP ،

OQ  وOR (كتاب درسي)  شود. كدام درست است؟ رسم مي 
 

  1( OP OR OQ    
  2( OP OQ OR    
  3( OQ OR OP    

4( OQ OP OR   

,2C(Oدر دايرة   .26 2وتر  ( 3AB   رسم شده است. كمانAB (كتاب درسي)  چند درجه است؟ 

  1( 60   2(90    3( 120   4( 150   

A B

M

A
M

B

C

D

E

A

O

B C

D

A B

C
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  رابطه هاي طولي در دايره

  گاه: ديگر را قطع كنند، آن (درون يا بيرون دايره) يك Mاي مانند  در نقطه CDو  ABاگر دو وتر  
  

  

  MA .MB MC.MD  
  
  

  
  MA .MB MC.MD  

  
  

  بر دايره رسم شده است. MTخارج دايره، مماس  Mاز نقطة  
  
  

  MT MA.MB2  
  

  

  گيريم. در نظر مي rو شعاع دايره را  dتا مركز دايره را  Mفاصلة نقطة  
  

  MC d R
MC.MD d r

MD d R

       
2 2  

  MT MA.MB MC.MD d r   2 2 2   
  
 

  

  MC R d
MC.MD r d

MD R d

       
2 2  

  MA.MB MC.MD r d  2 2   
  
  
  ظ

  چند است؟ MTدر شكل مقابل، طول مماس  
  
 

   

  

MT MA.MB MC . MD

MA.MB ( x) ( x) ( x) x x

MC.MD ( x)

 
            
   

2

6 12 6 12 8 8 2 8 4
8 8   

  MT MA.MB MT ( ) MT MT         2 2 26 12 4 16 6 4 6   
  

  
  

A

B

C

D

M

M

B

T

O

A

C

D

M
B

O

A

C

D

M

B

x

A

C

T

D

x+6

6

8

M
B

T

A

A

B

C

D

M
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  را به دست آوريد. y مقدار در شكل مقابل، 
  
  

   
  NA.NB NC.ND x x    2 20 10   

  MT MA.MB ( ) y (y ) y y y y           2 2 2 26 3 12 12 108 12 108 0   
  

y

(y )(y )

y



    


18  
0

 غيرقابــــــل قبــــــول 
18 6

6
  

  

  
 

  

بـر دايـره رسـم     Mاست. طول مماس كه از نقطه  9و  5برابر  (C)از محيط دايرة  Mترين فاصله نقطة  ترين و بيش كم 
  شده، چند است؟

dترين فاصله يك نقطه تا محيط دايره برابر با  بيش  R  است كه در آنR  شعاع دايره وd .فاصلة نقطه تا مركز دايره است  
dترين فاصله يك نقطه (خارج دايره) تا محيط دايره برابر با  كم R .است  
  

MT d R MT (d R)(d R) MT MT MT2 2 2 2 2 25 9 45 45             

  
  

  
  

C(Oهاي  رو، دايره در شكل روبه  ,R)  وC (O , )    Cبر دايرة  PTاند و  متقاطع Bو  Aدر  3
PTمماس است. اگر   O، اندازة 4 P چقدر است؟  

  
  

  
  گيريم. در نظر مي dرا  POاست و طول  3برابر با  Cشعاع دايرة  

  

  C (O , ) :PA.PB d
d d d

C(O,R) :PA.PB PT

          
  

2 2
2 2 2

2
3 3 3 16 25 5

16
  

  

  

  

  
Mخط  رو، طول پاره در شكل روبه  .27 D   كدام است؟ 

  1( 8  
  2( 9  
  3( 12  
  4( 16  

A
M

B

C

D

4

6 6

MN

B x

A
y

C

T

D

2

4

5

6
3

E

B

T

O

A

C
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Oʹ
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M
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10ACرو،  در شكل روبه  .28 خط  ، طول پارهMC  كدام است؟(MA MC)  

  1( 5  
  2( 6  
  3( 8  
  4( 9  
 كدام است؟   xرو، مقدار  در شكل روبه .29

  1( 4  
  2( 5  
  3( 6  
  4( 7  
Pواحد است. قاطع  8برابر  Pواحد تا نقطة مفروض  5اي به شعاع  ترين نقطه از دايره نزديك  .30 A B     نسبت بـه دايـره طـوري

2Pرسم شده است كه  A A B  اندازة ،A B 90(سراسري رياضي ـ   است؟قدر  چه( 

  1( 9  
  2( 6  
  3( 7  
  4( 5  
 رو، شعاع دايره كدام است؟ در شكل روبه  .31

  1( 3 6   
  2( 5 2   
  3( 2 7   
  4( 2 5   
PAرو،  در شكل روبه .32  BCو  6   كدام است؟ PBخط  . طول پاره5

  1( 3  
  2( 4  
  3( 5  
  4( 6  
 )91(سراسري رياضي ـ   چند واحد است؟ xدر شكل مقابل، اندازه   .33

  1( 3 2   
  2( 2 5   
  3( 2 6   
  4( 5  
x)در شكل مقابل، مقدار  .34 y) كدام است؟ 

  1( 1  
  2( 2  
  3( 3  
  4( 4  
Aواحد فاصلة مركز دايره از وتر  12اي به قطر  در دايره .35 B  واحد اسـت، نقطـة    2برابرC   در امتـدادA B    2بـه فاصـلة 2CB  

  )92(سراسري خارج از كشور رياضي ـ   بر دايره رسم شود، كدام است؟ Cانتخاب شده است. طول قطعة مماسي كه از 

  1( 2 10   2( 3 5   3( 7   4( 5 2   

A
M
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C

D

3

8
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x+4
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x-4

A

P
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2 12
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Cو  C(O,R)دو دايرة   .36 (O ,R )    در نقاطP  وQ اند. از نقطة دلخواه  متقاطعM  واقع بر امتدادPQهـاي    ، مماسM T  و
MT هاي  را به ترتيب بر دايرهC  وC 2كنيم. اگر  رسم ميR R   باشد، حاصلMT

MT

 كدام است؟ 

  1( 1  2( 2   3( 1
  بستگي دارد. Mبه محل نقطة  )4   2

4Pبر هر دو دايره مماس است. اگر  PTرو،  در شكل روبه  .37 A   ،10PC   6وBD گاه اندازة  ، آنPB كدام است؟ 

  1( 2  
  2( 4  
  3( 6  
  4( 8  
Aخط  .38 B 6اي به قطر  بر دايرهBC   4مماس است. اگرCD خط  ، طول پارهA D كدام است؟ 

  1( 3  
  2( 5  
  3( 7  
  4( 9   

1Aدانيم كه  است. مي PCوسط  Bمماس بر دايره است و  PAدر شكل زير،   .39 B  طول .AC چقدر است؟ 

  1( 3
2   

  2( 2   

  3( 2 2
2   

  4( 2   

3Rهايشان  مركز هستند كه شعاع رو، دو دايره هم در شكل روبه .40   5وR  2. مقدار 2PT PT كدام است؟ 

  1( 8  
  2( 12  
  3( 16  
  4( 20  

Aاست، وتر  6اش تا مركز دايره  قرار دارد و فاصله 10اي به شعاع  درون دايره Pنقطة   .41 B  از نقطةP گذرد بـه طـوري    مي
20ABكه   طول ،PA تواند باشد؟ كدام مي 

  1( 12  2( 14  3( 16  4( 18  
   برابر كدام است؟ MB.MCرسم شده است. مقدار  OAاي به قطر  مماس بر دايره BCوتر  OAاي به شعاع  در دايره  .42

 )94ـ  رياضي (سراسري خارج از كشور        

  1( MO2   
  2( MA2   
  3( OA2   
  4( MA.MO   
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Aرو، وتر  ر شكل روبهد  .43 D تر را در نقاط  تر، دايرة كوچك از دايرة بزرگC  وB  4قطع كرده است. اگرA B   و
5BC  ،گاه مساحت ناحية رنگي كدام است؟ آن 

  1( 20   2( 36   
  3( 16   4( 25   

  

Aبه روي وتر  Pنقطة   .44 B  تقسيم كرده اسـت.   4به  1اي چنان قرار دارد كه آن وتر را به نسبت  واحد از دايره 15به طول
 )82رياضي ـ (سراسري   كدام است؟ Pترين وتر از دايره گذرنده بر نقطة  طول كوتاه

  1( 8  2( 9  3( 12  4( 15  
6BCرو،  در شكل روبه  .45  هاي  قطر دايره و ميانهBM  وCN  در مثلثABC اند تا دايره را در نقاط  امتداد يافتهP  وQ 

BM.MPقطع كنند. مقدار  CN.NQ ا كدام است؟برابر ب 

  1( 4  
  2( 9  
  3( 16  
  4( 36  

  
2چهار تا مستطيل   .46 4 اند. طول قطر دايره كدام است؟ رو در يك دايره قرار گرفته مطابق شكل روبه 

  1( 84   2( 85   
  3( 86   4( 87  
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