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به نام خدا م سلا  ، م ه ا ید د نا ب  ست خو و د
در تهیه کاغذ این کتاب هیچ درختی قطع نشده است و در فرایند تولید آن نیز از مواد شیمیایی مضر استفاده 

نگردیده است. این کاغذ در کشور عزیزمان ایران تولید می شود و ماده اصلی تشکیل دهنده آن با گاس یا 

وزه در خیلی از کشورها رنگ کاغذ مصرفی کتاب، تیره است و این تیرگی به  همان تفاله نیشکر است. امر

علت انعکاس نور کمتر باعث می شود چشم ها هنگام مطالعه خستگی کمتری را احساس کنند. اما بدانیم 

سایت   وب  در  را  آن  حاضر  کتاب  مطالعه  از  بعد  دارم  تقاضا  لذا  بالاست،   کتاب  تولید  هزینه های  که 

سایر  تا  برسانید  وش  بفر دوم  دست  کتاب  عنوان  به  کمتر  باقیمت  و  دهید  قرار   www.mygaj.com

دوستانتان بتوانند با هزینه کمتر از آن استفاده کرده و از تولید مجدد آن جلوگیری و در نهایت در مصرف 

تمند شما کاغذ صرفه جویی شود.  د را ا
ر کا جو لفضل  بوا ا  

    تعداد عناوین چاپ شده تا امروز           تعداد جلدهای چاپ شده تا امروز                  تعداد مؤلفین همکار   

telegram.me/medabook_com   www.medabook.com 

مشاوره و راھنمای انتخاب بھترین منابع کنکور : 021-28425210



I g
. .

Dr.Viktor FranklMilan.Kundera Neil.Gaiman

Ali.Monsef Shokri

+

+

IR-MCI   LTE 00:00 AM 100%

701.2 M36

IR-MCI   LTE 00:00 AM 100%

Steven Paul Jobs 

Home Collections Recent

. 1 min agoWikpedia

More

استیو جابز نابغۀ بزرگ در مراسم رونمایی از اولین گوشی آیفون پس از بیان تفاوت های 
اساسی و مهم گوشی آیفون نسبت به تمام گوشی های تلفن همراه تا آن روز اعلام کرد:

»ما تلفن را دوباره اختراع کردیم«
 ما در سال 1381  برای اولین بار کتاب هایی تحت عنوان کتاب های محوری ارائه 
دادیم که به واکاوی تست های کنکور و انطباق آن بر صفحات کتاب درسی می پرداخت 
و بسیار زیاد مورد توجه معلما ن و دانش آموزان آن روزگار قرار گرفت در ادامه در سال 
1382 کتاب های میکروی سفید را تولید کردیم که الگوی جدیدی در طبقه بندی 
تست ها محسوب می شد و سلیقۀ جدیدی برای دانش آموزان و معلمان آن زمان به 
وجود آورد.  در سال 1390 با یک پوست اندازی کامل نسل جدید کتاب های میکرو 
]مشهور به میکروی نقره ای[ وارد بازار شد که رکوردهای فروش در عرصۀ نشر 

ایران را فرسنگ ها جابه جا کرد ....

اکنون سال 1399 است و با افتخار اعلام می کنیم که ما آموزش به روش سُنتی که پاسخگوی نیازهای دانش آموزان نسل های قبلی بود را به طور کامل دگرگون 
ارائه کردیم که به جرأت می توان گفت شاید  5G کردیم و آمورشی مدرن و هوشمند روی صفحات کاغذ مطابق با سلیقۀ دانش آموزان عصر سرعت و اینترنت
استفاده از هر کتاب دیگری به غیر از این نسل از کتاب همانند این است که شما در عصری که گوشی های آیفون جهان را تسخیر کرده از گوشی نوکیای نسل 
اول با دکمه های پلاستیکی و سایزی مشابه یک گوشت کوب برقی استفاده کنید و همان بها را نیز عیناً برای خرید آن بپردازید که در این صورت نه تنها متحمل 
 ضررهای مالی خواهید شد بلکه ضرر بزرگ و هنگفت دیگری نیز در کمین شما خواهد بود که با هیچ بهایی قابل خرید نیست و آن بهای سنگین همان  
» زمان از دست رفته است« که مارسل پروست نویسندۀ بزرگ در کتاب مهم و تأثیر گذارِ  » در جستجوی زمان از دست رفته « از دیدگاه فلسفی به واکاوی 

اهمیت این موضوع می پردازد!
امروز ما نیز اگر بخواهیم به تفاوت های عمده و اساسی این کتاب با سایر کتاب های آموزشی که از آغاز تا به امروز نوشته شده اشاره کنیم باید اعلام کنیم 

که ما نه تنها کتاب های میکرو و کتاب های کمک آموزشی را دوباره اختراع کردیم، بلکه :
»ما آموزش روی کاغذ را دوباره اختراع کردیم ، کتابی که در دست شماست پنج سال از تمام کتاب های فعلی جلوتر است...« 

                                                                                ]مدیر واحد نوآوری و استراتژی تألیف[

حاضرم تمام دستاوردم ازتکنولوژی را از دست بدهم تا بتوانم یک بعد از ظهر با سقراط صحبت کنم !!!    استیو پاول جابز
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  تعداد عناوین تألیفی از این مؤلف           تعداد جلدهای چاپ شده تا امروز                   تعداد مؤلفین همکار   

بد نیست بدانید تألیف این کتاب تقریباً چند روز برای من ،  چند هفته برای من و مهندس حسینی فرد برای تکمیل برخی تست ها و درسنامه ها، چند ماه برای من 
و مهندس اسمعیلی برای ارتقاء کیفیت محتوا و پوشش تمام نقاط تاریک کتاب درسی، متجاوز از یک سال برای من و خانم جلال برای مرتب سازی و صفحه آرایی 

و مجموعاً  76 سال برای من و استیو جابز برای طراحی ساختار و رسیدن به این معماری زمان برده است!!!   

دکتر ویکتور فرانکل در نامه ای خطاب به معلمان سراسر جهان 
برای تمام تاریخ این گونه می نویسد: من اتاق های گازی را دیدم 
پزشکان  من  می شدند،  طراحی  مهندسین  بهترین  توسط  که 
راحتی  به  را  بی گناه  و  معصوم  کودکانی  که  دیدم  را  ماهری 
مسموم می کردند، من پرستارانی کاربلد را دیدم که انسان ها را 
این دلایل  قتل می رساندند و مجموع  به  با تزریق یک آمپول 
مرا به آموزش مشکوک کرد. از شما تقاضا می کنم که تلاش 
کنید قبل از تربیت دانش آموزانتان به عنوان یک دکتر  یا یک 
به جانوران  مهندس از آن ها یک انسان بسازید تا روزی تبدیل 

روانی دانشمند نشوند !!! 

به دانش آموزان خود بیاموزید بهترین ثروت آن ها انسانیت است.

من فهرستی از آن چه در مدرسه به ما یاد نمی دهند را تهیه کرده ام:
آن ها به ما یاد نمی دهند که چگونه کسی را دوست بداریم.

آن ها به ما یاد نمی دهند که چگونه در شهرت به درستی زندگی کنیم.

آن ها به ما یاد نمی دهند که چگونه در گمنامی، از زندگی لذت ببریم.

آن ها به ما یاد نمی دهند که چگونه از کسی که دوستش نداریم 
جدا شویم.

آن ها به ما یاد نمی دهند که به کسی که در حال مرگ است چه بگوئیم.

آن ها به ما هیچ چیزی را که ارزش یاد گرفتن داشته باشد، یاد نمی دهند.

هیچ وسیله ای برای تشخیص تصمیم درست وجود ندارد، زیرا هیچ 
مقایسه ای امکان پذیر نیست.

در زندگی با همه چیز برای نخستین بار برخورد می کنیم، مانند 
هنرپیشه ای که بدون تمرین وارد صحنه شود اما اگر اولین تمرین زندگی،  

خود زندگی باشد ، پس برای زندگی چه ارزشی می توان قائل شد؟
این است که زندگی همیشه به یک »طرح« شباهت دارد اما حتی طرح 
هم کلمۀ درستی نیست، زیرا طرح همیشه زمینه سازی برای آماده کردن 

یک تصویر است،

 اما طرحی که زندگی ماست طرح هیچ چیز نیست! طرحی بدون 
تصویر است !!! 
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  ا م آوردا و ی  یا م آد و و روزی 
    ا ا ا ا   ب ،ا و �د��� � د،ای  م  د و ت و صد  م ر و ور      �  د ر   ر رگ

... �� آوردم، ��

A.Monsef Shokri
MESSAGESNow

یادآوري

مقایسه دوچیز

بهنگاهی  آینده

زیرعنوان

ترکیب باگذشته

-مثال تمرین

هنکات اصلی جر توک -ذ نتیجه گیريراه میان برت

ترکیب باآینده

اثبات -پاسخ

عمق مفاهیمبیشتر بدانیمپاورقیاشتباه متداول

گاهی‌و‌دانایی‌می‌دانند، سیب‌را‌در‌افسانه‌ها‌نماد‌دانش،‌آ
سیبی‌که‌با‌سقوط‌از‌درخت‌و‌خوردن‌به‌سَرِ‌نیوتن‌موجب‌کشف‌قوانین‌جاذبه‌شد،‌آدم‌آن‌را‌برداشت،‌گاز‌زد،‌

سیب دیگری ساخت،‌پشت‌گوشی‌تلفنش‌چسباند
کرد ...                                                               و جهان را تسخیر 

]مدیر تألیف[
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    ا ا ا ا   ب ،ا و �د��� � د،ای  م  د و ت و صد  م ر و ور      �  د ر   ر رگ
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مقایسه دوچیز

بهنگاهی  آینده

زیرعنوان

ترکیب باگذشته

-مثال تمرین

هنکات اصلی جر توک -ذ نتیجه گیريراه میان برت

ترکیب باآینده

اثبات -پاسخ

عمق مفاهیمبیشتر بدانیمپاورقیاشتباه متداول

همکارانی که تجربۀ فراوان آن ها در تدریس و تألیف پشتوانۀ این کتاب شد :

N. O. Shojaee ................................ مهندس نوید اورازانی شجاعی

M.alae nasab ................................... مهندس مجید علائی نسب

 M. Arbab bahrami ........................ مهندس محمد ارباب بهرامی

H. khazaee ............................................ مهندس حسین خزائی

H. Pirzad .................................................. مهندس حسین پیرزاد

S. Roshani ............................................... مهندس سوگند روشنی

M. Hoseyni fard  .......................... مهندس محمد رضا حسینی فرد

M . Esmaeili  ...................................  مهندس محسن اسمعیلی

B . Jalali  ...................................................  مهندس بهرام جلالی

M . Vaezin ...................... مهندس محمد حسین حشمت الواعظین

M. Sehat kar  ........................................ مهندس محمد صحت کار

K . Darabi ................................................. مهندس کیوان دارابی

M. Sasani .......................................... مهندس مریم ساسانی

Dr . P. tayoub .......................................... دکتر پیام طیوب

Dr . A. Ashtab ........................................ دکتر آرمان آشتاب

A . KHavanin Zadeh .................... مهندس امین خوانین زاده

E . Vahabi .......................................... مهندس ایمان وهابی

M. Deh haghi ................................. مهندس مرجان ده حقی

کارشناسان خبره ای که دانش و تجربۀ خود را با ما به اشتراک گذاشتند :

طوفانی از کتاب های حرفه ای در راه است ...  

  virastarni ke ba deghat va hoseleye bimanand satr be satr ketab ra khandand  :
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Johan Forbes Nash

اما عمری  باور داشتم،  به عقلانیت منجر می شود  اعداد، معادلات و منطق که  به  من همیشه 

جستجود در این راه مرا به این پرسش رساند: منطق واقعاً چیست و عقلانیت کدام است؟  

I’ve always believed in numbers and the equations and logics that lead to reason . But after a life time 
of such pursuits , I ask, «What truly is logic? Who decides reason?»

درس اول : ..................................................مفاهیم اولیه و زاویه ها در دایره 
درس دوم : ........................................................ رابطه های طولی در دایره 

درس سوم : ............................................. چند ضلعی های محاطی و محیطی 

پرفسور جان نش ریاضیدان نابغه و برجستۀ آمریکایی و برندۀ جایزۀ نوبل در اقتصاد بود وی به مدت بیش از چند دهه به بیماری اسکیزوفرنی مبتلا بود، 

گذشت. فیلم ذهن زیبا بر اساس زندگی این دانشمند ساخته شده است ...    سرانجام در 23 می 2015 بعد از نیم قرن مبارزه با بیماری در 86 سالگی در 
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چند ضلعی های محاطی و محیطی
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گر یک n ضلعی بر یک دایره محیط شود ]همۀ اضلاع آن بر دایره مماس شود[، آنگاه مرکز دایره، محل   ا

همرسی نیمسازهای زاویه های داخلی n ضلعی است. به این nضلعی، چندضلعی محیطی می گویند.

گر نیمسازهای زوایای داخلی آن همرس باشند. گر و تنها ا n 1 ضلعی محیطی است ا

از نقطۀ همرسی می گذرد و  نیمساز همرس باشند، آنگاه n اُمین نیمساز نیز  ( )n −1 گر در یک nضلعی، 2 ا

که همۀ نیمسازها همرسند. گرفت  می توان نتیجه 

 مساحت هر n ضلعی محیطی برابر است با حاصل ضرب شعاع دایرۀ محاطی در نصف محیط n ضلعی:

    
S r p= .

گر یک n ضلعی درون دایره محاط شود ]یک دایره از همۀ رأس های آن بگذرد[ آنگاه مرکز دایره محل   ا
همرسی عمودمنصف های اضلاع n ضلعی است. به این nضلعی، چندضلعی محاطی می گویند.

گر عمودمنصف های اضلاع آن همرس باشند.                                                                گر و تنها ا 1 یکn ضلعی محاطی است ا

) عمودمنصف همرس باشند، آنگاه n اُمین عمودمنصف نیز از نقطۀ همرسی  )n −1 گر در یک n ضلعی 2 ا

که همۀ عمودمنصف ها همرسند. گرفت  می گذرد و می توان نتیجه 


2
α


2
α

A B

C

D

E
O

r

O

Test در یک شش ضلعی محدب نیمسازهای 5 تا از زاویه های داخلی در یک نقطه همرس شده اند، در این صورت ............. .

1( دایره ای وجود دارد که از همۀ رأس های این شش ضلعی می گذرد.

2( نقطۀ همرسی از وسط های اضلاع به یک فاصله است. 

3( نقطۀ همرسی از رأس ها به یک فاصله است.

4( نقطۀ همرسی از اضلاع به یک فاصله است.

4 نقطۀ همرسی نیمسازهای پنج زاویه روی نیمساز زاویۀ ششم نیز قرار دارد و نتیجه می گیریم این نقطه مرکز دایرۀ محاطی در شش ضلعی است و باید از همۀ اضلاع 

به یک فاصله باشد.

گر اندازۀ محیط این پنج ضلعی برابر با 24 باشد، آنگاه مساحتش چقدر است؟. 104 یک پنج  ضلعی محدب بر دایره ای به شعاع 3 محیط شده است. ا

 72 )2   36 )1

48 )4   24 )3

که مجموع طول اضلاع آن برابر  18 است بر دایره ای به قطر 4 مماس شده است. مساحت محصور بین 7 ضلعی و دایره چقدر است؟. 105 تمام اضلاع یک 7 ضلعی 

 9 2− π )2   18 4− π )1

26 4− π )4   72 16− π )3

ABCDمستطیل است. شعاع دایره چقدر است؟. 106 در شکل مقابل

 8 )1

  8 5/ )2

 9 )3
D

A
15

8

B

C

  10 5/ )4

L n .e 3sso

telegram.me/medabook_com   www.medabook.com 

مشاوره و راھنمای انتخاب بھترین منابع کنکور : 021-28425210



ی
یط

ح
 م

 و
ی

اط
ح

 م
ی

ها
ی 

لع
ض

ند 
چ

  
ره 

دای
 |  

ل 1
ص

ف

35

در
ن 

لای
 آن

ید
خر

ث
مثل

ی 
یط
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ۀ م
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 عمود منصف های اضلاع در هر مثلث همرسند و نقطۀ همرسی، نقطه ای است یکتا 
که از سه رأس به یک فاصله است. این نقطه، مرکز دایرۀ محیطی مثلث است.

ج مثلث است. گر مثلثی زاویۀ منفرجه داشته باشد، مرکز دایرۀ محیطی آن، خار 1 ا

2 در مثلث قائم الزاویه مرکز دایرۀ محیطی، وسط وتر است.

که همۀ زوایای آن حاده است، مرکز دایرۀ محیطی داخل مثلث است. 3 در مثلثی 

مثلث حاده الزاویهمثلث قائم الزاویهمثلث منفرجه الزاویه

گر اندازۀ یک ضلع از مثلث و زاویۀ روبه رو به آن معلوم باشد، شعاع دایرۀ محیطی و فاصلۀ مرکز دایرۀ محیطی تا ضلع BC برابر است با:  ا

OBH c
OH

R

∆
: osα =

OH R A
BC

A
= =.cos

tan2

OBH s

BC

R

∆
: inα= 2

R
BC

A
=

2sin

در مثلث قائم الزاویه مرکز دایرۀ محیطی وسط وتر و شعاع دایرۀ محیطی، نصف وتر است؛ پس فاصلۀ مرکز دایرۀ 
محیطی تا وتر مثلث، صفر است.

 درهر مثلث دلخواه نیمساز هر زاویۀ داخلی و عمودمنصف ضلع مقابل به آن زاویه، روی دایرۀ 

محیطی مثلث یکدیگر را قطع می کنند ]مطابق شکل مقابل نقطۀ E وسط کمان BC است[.

70 و طول ضلع بین آن ها برابر 4 است. شعاع دایرۀ محیطی این مثلث چقدر است؟ و 65 Test اندازه های دو زاویه از مثلثی برابر

 2 2 )2   4 )1

4 2 )4   8 )3

را  �A است. حال می توانیم اندازۀ شعاع دایرۀ محیطی  � � � �= − − =180 65 70 45 معلوم است، بنابراین  C� �=70 و B� �=65 ABC دو زاویۀ از مثلث   2

2 4
2
2

8
2
4 2 2 2R

a

A
R= = = = ⇒ =

sin

به دست آوریم: 

کجاست؟. 107 متناسب است، محل تلاقی عمود منصف ها  2 3 5, , زاویه های یک مثلث با اعداد

2( روی یکی از رأس های مثلث 1( داخل مثلث  

ج مثلث 4( خار 3( وسط یکی از اضلاع مثلث 

است. شعاع دایرۀ محیطی این مثلث چقدر است؟. 108 2 3 3 3, , طول اضلاع مثلثی برابر

1 )4  2 )3  3 )2  32 )1
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، مساحت دایرۀ محیطی چقدر است؟ . 109 2 2 و 2 3 در مثلث قائم الزاویه با اضلاع قائمۀ

9π )4  5π )3  10π )2  6π )1

BOCچقدر است؟ . 110 به یک فاصله است. زاویۀ  C� �== 20 و B� �== 30 که در آن  ABC از رأس های مثلث O نقطۀ

150 )4  130 )3  100 )2  50 )1

MBCچقدر است؟. 111 وعمود منصف  ضلع BC در نقطۀ M متقاطعند، زاویۀ  A ، نیمساز داخلی زاویۀ  C== °°60 و B == °°50 در مثلث ABC، داریم

40°  )4  35°  )3  30°  )2  25°  )1

Test در مثلث قائم الزاویه ای به اضلاع قائم 3 و 4واحد، شعاع دایرۀ محاطی داخلی چقدر است؟

3
2 )4  2 )3  12 )2  1 )1

3 4 5 12+ + = 12 است. از طرفی طول وتر این مثلث برابر 5 و در نتیجه محیط آن برابر 3 4 6× × = 4 برابر 3 و  1 مساحت مثلث قائم الزاویه به اضلاع قائم 

r
S

p
= = =66 1

است، پس نصف محیط آن برابر 6 است و خواهیم داشت: 

ی
خل

دا
ی 

اط
ح

 م
رۀ

دای
ع 

عا
ش

نقطه مرکز دایرۀ محاطی  این  به یک فاصله است.  از سه ضلع مثلث  آن ها  نقطۀ همرسی  و  زوایای داخلی هر مثلث همرسند  نیمسازهای   
داخلی است.

 شعاع دایرۀ محاطی داخلی مثلث ABC با مساوی قرار دادن مجموع مساحت مثلث های رنگ شده با مساحت مثلث اصلی به صورت زیر 
به دست می آید:

       
r

S

p
= =

مساحت مثلث
نصف محیط مثلث

کدام است؟. 112 9شعاع دایرۀ محاطی داخلی  12 15, , در مثلثی به اضلاع 

1/5 )4  6 )3  3 )2  2  )1

در شکل زیر AH ارتفاع است. شعاع دایرۀ محاطی داخلی چقدر است؟. 113

 72 )2   3 )1

4 )4   9
2 )3

لاع
ض

الا
ی 

او
س

مت
ث 

مثل
در 

ها 
اع 

شع

 در مثلث متساوی الاضلاع بین شعاع دایرۀ محاطی داخلی »r «، شعاع دایرۀ محیطی »R « و ارتفاع مثلث »h « رابطۀ 
زیر برقرار است:

       

r R h

1 2 3= =

1 ارتفاع  است.
3

ارتفاع و شعاع دایرۀ محاطی برابر با 2
3

گفت در مثلث های متساوی الاضلاع شعاع دایرۀ محیطی برابر با با توجه به رابطۀ فوق می توان 

گر شعاع دایرۀ محاطی داخلی برابر 2 باشد، شعاع دایرۀ محیطی چقدر است؟ Test در مثلث متساوی الاضلاع ABC ا

4 )4  2 3 )3  4 3 )2  2 )1

دایرۀ  شعاع  برابر   2 همواره  متساوی الاضلاع  مثلث  در  محیطی  دایرۀ  شعاع  یعنی   است،  r R h

1 2 3= = همواره متساوی الاضلاع  مثلث  در  4 می  دانیم 

Rخواهد بود. r= =2 محاطی داخلی است،بنابراین4
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کدام است؟. 114 است، محیط این مثلث  6 شعاع دایرۀ محیطی یک مثلث متساوی الاضلاع برابر

12 3 )4  3 6 )3  9 2 )2  6 3 )1

که درون دایره به شعاع 6 محاط شده، چقدر است؟ . 115 مساحت مثلث متساوی الاضلاعی 

24 3  )4  18 3 )3  36 3 )2  27 3 )1

که بر دایره ای به شعاع واحد محیط شده، چقدر است؟ . 116 محیط مثلث متساوی الاضلاعی 

2 3 )4  6 6 )3  3 3  )2  6 3  )1

کدام است؟. 117 شعاع دایرۀ محیطی  2 3 در مثلث متساوی الاضلاع ABC به ضلع

4  )4  3 )3  2 )2  1 )1

کدام است؟. 118 در مثلث متساوی الاضلاع ABC شعاع دایرۀ محاطی 2 است، مساحت مثلث 

4 3 )4   3 3 )3  12 3 )2  6 3  )1

ی
خل

دا
ی 

اط
ح

 م
رۀ

دای
ط 

وس
ه ت

شد
د 

جا
 ای

ی
ها

عه 
قط

بۀ 
اس

ح
م

ج دایره بر آن رسم می شود با هم برابر است«. بنابراین  که از یک نقطه خار  می دانیم »طول دو مماسی 
کنیم، برای محاسبۀ اندازۀ قطعه های ایجادشده توسط  گر دایرۀ محاطی داخلی مثلث ABC  را رسم  ا
اندازۀ  گر  ا یعنی  استفاده می کنیم.  نکته  این  از  رأس ها،  از  کدام  در هر  روی اضلاع مثلث،  دایرۀ محاطی 

کرد: اضلاع مثلث ABC معلوم باشد و اندازۀ قطعه ها را بخواهند، می توان به صورت زیر عمل 

 

x y c

x z b

y z a

x p a y p b z p c

+ =
+ =
+ =






⇒ = − = − = −, ,       

در روابط فوق p نصف محیط مثلث ABC است.

 در مثلث های قائم الزاویه، شعاع دایرۀ محاطی داخلی مطابق شکل به صورت زیر قابل محاسبه است:
                                                       

r p a= −
       

Test محیط یک مثلث قائم الزاویه برابر 14 و طول وتر آن 6 است. شعاع دایره محاطی داخلی آن چقدر است؟

 0/5 )2   1 )1

7 )4   8 )3

1 چهارضلعی مشخص شده مربع است، بنابراین:

    r p a= − = − =14
2 6 1

در شکل مقابل با توجه به اندازه های داده  شده، شعاع دایرۀ  محاطی چقدر است؟. 119

 6 )1

 5 )2

 3 )3
B

A

C
A�

B�

C�

۵

۱۲

۳

 4 )4
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با توجه به اندازه های داده  شده در شکل مقابل، محیط مثلثABCچقدر است؟. 120

 15 )1

18 )2

 21 )3
B

A

C
۳ ۴

۲

 24 )4

کوتاه ترین پاره خط چقدر است؟. 121 7دایرۀ محاطی داخلی در نقاط تماس روی ضلع ها 6 پاره خط به وجود آورده است. طول  5 4, , در مثلثی با اضلاع

 2 )2   1
2 )1

3
2 )4   1 )3

8 کوچک ترین ضلع مثلث را در نقطۀ تماس، به دو قطعه تقسیم می کند. نسبت اندازه های این دو قطعه چقدر است؟. 122 9 13, , دایرۀ محاطی داخلی مثلثی به اضلاع

 3 )2   3/5 )1

2 )4   2/5 )3

CF==4،طول ضلع AB چقدر است؟. 123  ,AF==2  ,BC==7 گر  Dنقاط تماس دایرۀ محاطی با اضلاع مثلث است. ا E F, , در شکل مقابل

 7 )2   4 )1

A

B C
D

E F

 5 )4   6 )3

کدام است؟ 4، شعاع دایرۀ محاطی خارجی  3 Test در مثلث متساوی الاضلاع به مساحت 

 3 )2   2 3 )1

2 )4   4 3 )3

  34 4 3 16 42 2a a a= ⇒ = ⇒ = Sبه دست می آید، بنابراین :  a= 3
4

2 می دانیم مساحت مثلث متساوی الاضلاع از رابطۀ  1

r h a
a a
= = = × =3

2
3
2 4 2 3 که برابر با شعاع دایرۀ محاطی خارجی است:  حال باید طول ارتفاع مثلث را به دست آوریم 

ی
رج

خا
ی 

اط
ح

 م
رۀ

دای

 در هر مثلث، هر دو نیمساز خارجی و یک نیمساز داخلی همرسند. در شکل مقابل، نقطۀ O نقطۀ همرسی نیمساز 
AC به یک فاصله  AB و  BC و امتداد اضلاع  C است.این نقطه از ضلع  B و  A و نیمسازهای زوایای خارجی  زاویۀ 
BC و امتداد دو ضلع دیگر مماس است. به این دایره، دایرۀ محاطی  بر ضلع  که  بنابراین مرکز دایره ای است  است، 

خارجی نظیر رأس A می گویند.

A

B
C

O

دایره ها  این  شعاع  باشد،  مثلث  محیط  نصف   p گر  دارد.ا خارجی  محاطی  دایرۀ  سه  شکل،  مطابق  مثلث  هر   
به صورت های زیر به دست می آید:

r
S

p aa
= −

             
r

S

p bb
= −

             
r

S

p cc
= −

                                                                                     

 

p کوچک تر شده و شعاع دایرۀ محاطی خارجی بزرگتر می شود، پس بزرگ ترین دایرۀ محاطی خارجی متناظر با بزرگ ترین ضلع  a− هرچه ضلع مثلث بزرگتر باشد
یا روبه رو به بزرگ ترین زاویه از مثلث است و کوچک ترین دایرۀ محاطی خارجی روبه رو به کوچک ترین زاویۀ مثلث است.

مثلث  در  اندیس دار  چیزهای  همۀ  عبارتی  ]به  است.  برابر  مثلث  ارتفاع  با  خارجی  محاطی  دایره های  شعاع   ، a ضلع  به  متساوی الاضلاع  مثلث  در   
متساوی الاضلاع برابرند.[

r r r h m d
a b c a a a

= = = = =
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Caucher Birkar

وقتی عکس برندگان مدال فیلدز را در ایران می دیدم به خودم میگفتم آیا می توانم روزی با آن ها 
از نزدیک ملاقات کنم؟  

I looked at them [Fields medalists ] in Iran and said to myself : ‘will I ever meet one of these people?’

درس اول : ....................................................................تبدیل های هندسی 
درس دوم  : ....................................................................... کاربرد تبدیل ها 

کمبریج، برندۀ مدال فیلدز در 2018 واندیشمند برتر سال 2019 جهان.    کوچر بیرکار متولد روستای نی در مریوان، استاد دانشگاه  پرفسور 
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درس دوم

ص 52 تا 60   هندسه یاز دهم

کاربرد تبدیل ها

 

ل [
 او

پ
 تی

ن ]
رو

 ه
له

سئ
م

d بلغزد برای پیدا کردن کم ترین  M روی خط مفروض اند، اگر نقطۀ d در یک طرف خط B و A  دو نقطۀ
B وصل  A′ به A′ را پیدا کنیم و از d یعنی A نسبت به خط طول خط شکستهAMB کافیست بازتاب نقطۀ

M قطع کند، در این صورت:  d را در کنیم تا خط

 

A B

M
d

H

A′           
Min AMB A B( ) | |= ′

BMرا بخواهیم باید  AMیا گر طول پاره خط های این مسئله به مسئله هرون مشهور است. دراین تیپ از مسائل ا
کنیم. از تشابه دو مثلثAHMو′BMH استفاده 

A B

M
d

H

A′

H′

β

α
α

α
β

          
MB

MA

BH

AH

MH

MH
= ′ = ′

ABM است و در ضمن زاویه های ساخته شده در طرفین نقطۀ M از مثلث d نیمساز خارجی رأس  در این حالت خط

نیز با هم برابرند. M

A

B

M
d

α
α

α

کدام است؟  AMB کم ترین اندازۀ خط شکستۀ x ها می لغزد،  روی محور M مفروض اند، نقطۀ B
8
5

و A
2
3

Test  نقاط

12 )2    1 )1

A B

M
o

x

y

 10 )4   8 )3

A′ را به دست آوریم: B کنیم و اندازۀ را پیدا  ′A xها یعنی نسبت به محور A 4 کافیست بازتاب نقطۀ

 | | ( ) ( )( )′ = − + − − =A B 8 2 5 3 102 2             
                                                 

A B

M

A′

8
53

2

3−
2

            

 بازتاب یک نقطه نسبت به چهار خط مشهور صفحه

است. ′ −A a b( , ) Aتحت بازتاب نسبت به محور x ها نقطۀ  a b( , ) 1 تصویر نقطۀ

است. ′ −A a b( , ) Aتحت بازتاب نسبت به محورyها نقطۀ a b( , ) 2 تصویر نقطۀ

است. ′A b a( , ) ]نیمساز ربع اول و سوم[ نقطۀ y x= Aتحت بازتاب نسبت به خط  a b( , ) 3 تصویر نقطۀ

است.  ′ − −A b a( , ) ]نیمساز ربع دوم و چهارم[ نقطۀ y x=− Aتحت بازتاب نسبت به خط a b( , ) 4 تصویر نقطۀ

گزینه‌درست‌است؟6 309 MAکم‌ترین‌مقدار‌ممکن‌باشد،‌کدام‌ MB++ که، گرفته‌باشد‌ ‌ گر‌نقطۀ‌‌Mطوری‌روی‌خط‌‌dقرار در‌شکل‌زیر‌ا

  M M M  1 2 3+ = )1

d

B
A

1
3

2
M

 M M 3 22= )2

  M M 3 12= )3

M M 1 2= )4

L n.e 2sso
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کم‌ترین‌مقدار‌6 310 B و Aدو‌نقطه‌ که‌مجموع‌فاصله‌های‌آن‌از ‌dدر‌یک‌طرف‌خط‌مفروض‌اند.‌برای‌یافتن‌نقطه‌ای‌بر‌روی‌خط‌ B و Aو‌دو‌نقطۀ‌dدر‌صفحه‌خط‌
کار‌می‌رود؟ کدام‌تبدیل‌هندسی‌به‌ را‌داشته‌باشند،‌

2( تجانس  1( بازتاب  

4( انتقال 3( دوران  

کار‌می‌رود؟6 311 کدام‌تبدیل‌به‌ ∆∆باشد‌و‌محیط‌مثلث‌حداقل‌مقدار‌ممکن‌باشد،‌ ‌آن‌روی‌خط‌ ‌از C که‌رأس‌ ‌ABC در‌شکل‌زیر‌برای‌رسم‌مثلث‌

2( تجانس 1( بازتاب  
A

B

∆ 4( دوران  3( انتقال  

AMBکدام‌است؟6 312 کم‌ترین‌اندازۀ‌خط‌شکستۀ yها‌می‌لغزد،‌ روی‌محور M B|23در‌صفحۀ‌محورهای‌مختصات‌مفروض‌اند،‌نقطۀ A|51و نقاط
)مشابه داخل - 98(    4 )1

 5 )2

  6 )3M

A

B

o
x

y

 8 )4

)مشابه داخل - 98(6 313 AMBکدام‌است؟‌ ‌ناحیۀ‌اول‌می‌لغزد،‌کمترین‌اندازۀ‌خط‌شکسته روی‌نیمساز M B|61در‌صفحۀ‌مختصات‌مفروض‌اند،‌نقطۀ A|42و نقاط
  4 )1

 6 )2

  5 )3
M

A

B

o

x

y =y
x

 10 )4

کدام‌است؟6 314 ‌BMC کم‌ترین‌طول‌خط‌شکستۀ ‌روی‌ساق‌قائم‌می‌لغزد،‌ M ‌ذوزنقۀ‌قائم‌شکل‌مقابل‌طول‌ساق‌قائم‌‌8و‌قاعده‌ها‌‌5و‌‌10هستند.‌نقطۀ در

 16 )2   17 )1

10

A B

CD

5

M

 14 )4   15 )3

که‌قایق‌ها‌هنگام‌6 315 ‌ M کردن‌جایگاه‌اسکلۀ مطابق‌شکل‌مشخص‌است،‌برای‌پیدا‌ B و A ‌رودخانه‌ها‌سه‌اسکله‌بسازیم،‌جای‌دو‌اسکلۀ کنار می‌خواهیم‌

کدام‌تبدیل‌مناسب‌است؟ کنند،‌ MABMکوتاه‌ترین‌مسیر‌را‌طی‌ طی‌مسیر

   L
→

1( انتقال به اندازۀ بردار

 B حول نقطۀ A °180نقطۀ 2( دوران

 B نسبت به نقطۀ A نقطۀ 3( تجانس با نسبت1−

A B

M
d

1

d
2

d
4 d

3

L

 d
1

نسبت به خط A 4( بازتاب نقطۀ

به‌سمت‌دیگر‌خیابان‌آزادی‌رفته‌و‌سپس‌به‌نقطۀ6 316 A ‌نقطۀ کارگر‌با‌عرض‌‌8و‌‌12را‌نشان‌می‌دهد،‌شخصی‌می‌خواهد‌از شکل‌زیر‌دو‌خیابان‌متقاطع‌آزادی‌و‌

کدام‌است؟ کوتاه‌ترین‌مسیر‌طی‌شده،‌توسط‌شخص‌ برود،‌طول‌ B

  10 )1

 20 )2

  15 )3
A B

M
d

1

d
2

8

21

كاريالگر

آزادي

 25 )4
گیشا‌به‌آن‌طرف‌6 317 ‌انتهای‌خیابان‌ در A ‌نقطۀ کرده‌اند،‌شخصی‌می‌خواهد‌از °°60همدیگر‌را‌قطع‌ گیشا‌و‌اتوبان‌جلال‌آل‌احمد‌با‌زاویۀ مطابق‌شکل‌دو‌خیابان‌

باشد،‌ 108 گیشا گر‌عرض‌اتوبان‌جلال‌آل‌احمد‌‌8و‌عرض‌خیابان‌ گیشا‌برود.‌ا ‌انتهای‌دیگر‌خیابان‌ در B رفته‌و‌سپس‌به‌نقطۀ M ‌نقطۀ اتوبان‌جلال‌آل‌احمد‌در

کدام‌است؟ کند،‌ که‌این‌شخص‌می‌تواند‌طی‌ کم‌ترین‌طول‌مسیری‌

  20 )1

 25 )2

  15 )3

A B

M

8

60

108

احچمد آل جلال

شا
گ�

 24 )4
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AMBکدام‌است؟6 318 ‌گرفته‌باشد‌که‌خط‌شکسته‌‌AMBکم‌ترین‌طول‌را‌داشته‌باشد،‌زاویۀ گر‌نقطۀ‌‌Mطوری‌قرار دو‌نقطۀ‌‌Aو‌‌Bدر‌یک‌طرف‌خط‌‌dمفروض‌اند،‌ا

 50° )2   40° )1A
B

10x3 − 20x2 +
M

 20° )4   60° )3

کدام‌است؟6 319 ‌AMBگرفته‌باشد،اندازۀ‌خط‌شکسته‌ ‌ ‌xها‌قرار )Bو‌نقطۀ‌‌Mمطابق‌شکل‌روی‌محور , )5 3 )Aو , )2 1 گر ا

4 )2   5 )1

8 )4   6 )3
M

A

B

αα
O

y

x

چگونه‌است؟6 320 MB MC
AB AC

++
++

‌دارد.‌نسبت قرار A روی‌نیمساز‌خارجی M در‌شکل‌مقابل،‌نقطۀ

2( کوچکتر از 1 1( بزرگتر از 1  
A

B

M

C

α
α

4( نامشخص  3( برابر با 1  

AMکدام‌است؟6 321 MB++ کم‌ترین‌مقدار کنیم‌نقطۀ‌‌Mروی‌خط‌‌dواقع‌است،‌ BD.‌فرض‌ AC CD== == ==3 2 5, , در‌شکل‌زیر

3 2 )2   2 5 )1

 5 5 )4   5 2 )3

‌را‌داشته‌باشد.‌طول‌‌AMچقدر‌است؟6 322 کم‌ترین‌مقدار ‌AM BM++ که در‌شکل‌زیر‌نقطۀ‌‌Mرا‌روی‌خط‌‌dطوری‌به‌دست‌می‌آوریم‌

  7 )1

6 )2

  4 )3

5 )4

HAMکدام‌است؟6 323 AMبرابر‌‌32باشد،‌زاویۀ MB++ کم‌ترین‌مقدار گر‌ در‌شکل‌مقابل،‌نقاط‌‌‌Aو‌‌Bثابت‌هستند.‌ا

  15°  )1

30°  )2

  45°  )3

A

B

MH H′

12

4

 60°  )4

 
م [

دو
پ 

 تی
ن ]

رو
 ه

له
سئ

 م
رد

ارب
ک

روی خط N و نقطۀ d
1
روی خط M مطابق شکل مفروض اند، اگر نقطۀ B و A و نقاط ثابت d

2
و d

1
 دو خط متقاطع

بنامیم،  A
1
پیدا کرده و d

1
را نسبت به A AMNBکافیست قرینۀ بلغزد، برای پیدا کردن کم ترین طول خط شکستۀ d

2

AMNBاست. Aبرابر با کم ترین طول خط شکستۀ B
2

بنامیم، A
2
پیدا کرده و d

2
را نسبت به خط A

1
حال اگر قرینۀ

A

B

M

O N

A1

A2

d
2

d1

Min AMNB A B( ) | |=
2

      
′B و ′A یعنی نقاط d

2
نسبت به B و بازتاب d

1
نسبت به A که بازتاب  یک راه دیگر برای حل این مسئله این است 

AMNBکوتاه ترین  کنند. در این صورت خط شکستۀ قطع  N و M کنیم تا این دو خط را در وصل  ′B به ′A کرده و از را پیدا 
برابر است. | |′ ′A B طول را دارد و اندازۀ آن با

A

B
M

N

B′

A′

d
2

d1

N باید با هم  M و زاویه های طرفین  AMNBکوتاه ترین طول را دارد زاویه های طرفین   در هر یک از دو روش فوق وقتی 
برابر  d

2
و d

1

برابر باشد و برعکس ]هر گاه این زاویه ها با هم برابر باشد، این کوتاه ترین طول است. در ضمن در این حالت زاویۀ دو خط

x
y z= +

2

AMNBاست یعنی با میانگین زوایای داخلی خط شکسته 

A

B
M

N
d

2

d1

α α
β

β

z

y

x

d نیز می توان تعمیم داد.
2

و d
1

 قضیۀ فوق را برای بیش از دو خط
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N همواره روی دو محور می لغزند.  M و  B در صفحۀ محورهای مختصات مفروض اند، دو نقطۀ  9
11 و  A 3

5 نقاط   Test

)داخل - 98( کم ترین اندازه خط شکسته AMNB، کدام است؟ 
 19 )2   18 )1

  21 )4   20 )3

B′ را به هم  و ′A کنیم و نقاط  گر نقطۀ A را نسبت به محور y و نقطۀ B را نسبت به محور x قرینه  3 ا

وصل کنیم تا محور xها و y ها را در N و M قطع کند، در این صورت خط شکستۀ AMNB کم ترین اندازه را 

′ است. ′A B خواهد داشت چون برابر 
Min AMNB A B| | | |= ′ ′ = + =12 16 202 2                             

 

مه
دا

. ا
..

)مشابه داخل - 98(6 324 ‌ناحیۀ‌اول‌می‌لغزند،‌کمترین‌محیط‌مثلث‌‌AMNکدام‌است؟‌ A|3مفروض‌است،‌نقطۀ‌‌Mروی‌محورyهاو‌نقطۀ‌‌Nروی‌نیمساز
1

نقطۀ‌

  4 2 )1

2 3 )2

  10 )3
N

A

o

x

y =y
x

M

 2 5 )4

‌برخورد‌با‌محورهای‌‌xو‌‌yبه‌نقطۀ‌‌Bبر‌6 325 ‌نقطۀ‌‌Aبه‌طوری‌که‌پس‌از کوتاه‌ترین‌مسیر‌حرکت‌از در‌شبکۀ‌شطرنجی‌زیر‌دو‌نقطۀ‌ثابت‌‌Aو‌‌Bمفروض‌اند.‌اندازۀ‌
)مشابه داخل - 98( کدام‌است؟‌ سیم،‌برابر‌

  71  )1

72  )2

  73  )3

A

B

x

y

 74  )4

کم‌ترین‌6 326 DCبلغزند،‌ ADو بر‌اضلاع N و M BCباشند‌و‌نقاط ABو وسط‌اضلاع Q و P گر‌نقاط ABCDبه‌اضلاع‌‌8و‌‌6مفروض‌‌است.‌ا مستطیل
)مشابه داخل - 98( PMNQکدام‌است؟‌ طول‌خط‌شکسته

  16 )1

 20 )2

  18 )3

A B

CD

M

N

P

Q

 15 )4

کم‌ترین‌6 327 ‌ناحیۀ‌اول‌در‌حال‌لغزش‌هستند،‌ روی‌نیمساز N ‌ناحیۀ‌دوم‌و‌نقطۀ روی‌نیمساز M B|97در‌صفحۀ‌مختصات‌مفروض‌اند،‌نقطۀ −−A|32و نقاط
)مشابه داخل- 98( AMNBکدام‌است؟‌ طول‌خط‌شکسته

  20 )1

 13 )2

  10 )3
O

x

y

=y
xA B

M

N

=y

x−

 8 )4

xها‌می‌لغزند،‌کم‌ترین‌طول‌خط‌6 328 روی‌قسمت‌مثبت‌محور N ‌ناحیۀ‌دوم‌و‌نقطۀ روی‌نیمساز M B|11در‌صفحۀ‌مختصات‌مفروض‌اند،‌نقطۀ −−A|32و نقاط
)مشابه داخل - 98( AMNBکدام‌است؟‌ شکسته

  4 )1
 5 )2

  6 )3
O

x

y

A

B

M

N

=y x−  10 )4
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329 6′′A گر‌ ا دارد.‌ را‌ AMNBکمترین‌طول‌ که‌خط‌شکسته می‌لغزد‌ طوری‌ d2 روی‌خط‌ N نقطۀ‌ و‌ d1 روی‌خط‌ M نقطۀ مفروض‌اند،‌ B و A ثابت نقاط‌

کدام‌است؟ ′′ ′′A B باشد،‌اندازۀ‌پاره‌خط‌ d 2 بازتاب‌‌Bنسبت‌به‌خط ′′B و‌ d1 بازتاب‌‌Aنسبت‌به‌

12 )2   14 )1

A

BM

N
d

2

d1

8 3

5

 18 )4   16 )3

AMNBکم‌ترین‌طول‌را‌داشته‌باشد‌،‌زاویۀ‌6 330 بلغزد‌به‌‌طوری‌که‌خط‌شکسته‌ d 2 ‌و‌ d1 گر‌فقط‌‌Mو‌‌Nروی‌خطوط‌ مطابق‌شکل‌مفروض‌اند،‌ا B و A نقاط‌

ααکدام‌است؟ ββ++

70° )2   75° )1

A

B
M

N

d
2

d1

α −
10

β +20
30

50
 85° )4   80° )3

 

م[
سو

پ 
]تی

ن 
رو

 ه
له

سئ
 م

رد
ارب

ک

به فاصلۀ d روی خط N و M مفروض اند، نقاط d در یک طرف خط B و A نقاط
AMNBبه صورت  از هم قرار دارند، برای پیدا کردن کوتاه ترین طول خط شکستۀ L

زیر عمل می کنیم:
را پیدا می کنیم. ′A یعنی d نسبت به خط A 1 بازتاب نقطۀ

به دست آید. ′B انتقال می دهیم تا نقطۀ A به سمت L
→

را به اندازۀ بردار B 2 نقطۀ
A

B

d
M N

A′

B′ L

L

 L به اندازۀ M قطع کند با معلوم شدن M را در d وصل می کنیم تا خط ′B به ′A 3 از

می رسیم در این صورت  حداقل طول خط شکستۀ N به سمت راست می رویم و به نقطۀ

AMNBبرابر است با:     
Min AMNB A B L( ) | |= +′ ′

                                                
N باید با هم برابر باشند. و زاویۀ M در این حالت زاویۀ

A

B

d
M

L

N

α α

A
B

d
M

L

N

کنار ساحل  کیلومتر از این جاده باید در  که 4  B احداث شود به طوری  A به  Test در شکل زیر قرار است جاده ای از 

باشد،  داشته  را  ممکن  طول  کوتاه ترین  جاده  کل  که  طوری  به  ساحلی  جادۀ  محدودۀ  موقعیت  کردن  پیدا  برای  باشد. 

کار می رود؟ کدام تبدیل به 
2( بازتاب و انتقال 1( بازتاب و دوران  

4( دوران و تجانس  3( انتقال و تجانس  

2  باید نقطۀ B را به اندازۀ 4 واحد به سمت A انتقال دهیم وهمچنین بازتاب A نسبت به خط ساحلی را 

گر به اندازۀ 4 واحد از M به سمت راست حرکت  B′ وصل کنیم تا نقطۀ M به دست آید ا به ′A پیدا  کرده و از

کنیم به N می رسیم و از N به B وصل می کنیم، مسیر AMNB کوتاه ترین مسیر است. 

A

B

d
M N

A′

B′ 4

4

331 6‌AMNBگرفته‌باشند،‌حداقل‌طول‌خط‌شکسته‌‌ ‌xها‌قرار گر‌نقاط‌Mو‌‌Nبا‌فاصلۀ‌‌3واحد‌روی‌محور در‌صفحۀ‌مختصات‌مفروض‌اند،‌ا B|18 ‌A|32و‌ ‌نقاط

)مشابه داخل -99( کدام‌است؟‌

  5 )1

6 )2

  7 )3

 8 )4
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اعداد بر جهان فرمان می رانند.  

Number rules the univeres

درس اول : .....................................................................قضیۀ سینوس ها 
درس دوم  : ................................................................. قضیۀ کسینوس ها 

درس سوم : .................قضیۀ نیمسازهای زوایای داخلی و محاسبۀ طول نیمسازها 
درس چهارم : ........................... قضیۀ هرون )محاسبۀ ارتفاع ها و مساحت مثلث ( 
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کوتاه ترین میانه چقدر است؟ 6 403 است، طول  10 7 7, , طول اضلاع مثلثی

 6 )2   6 )1

5 )4   2 6 )3

باشد، محیط مثلث چقدر است؟6 404 105
2

گر مجموع مربعات میانه ها برابر ا 2x , 5 , x در مثلثی با اضلاع

 15 )2   17 )1

14 )4   12 )3

باشند، طول بزرگ ترین میانۀ مثلث چقدر است؟6 405 x x++ 1 5, , گر میانه های مثلث برابر با می باشد، ا 184 در مثلثی مجموع مربعات اضلاع برابر با

8 )4  7 )3  6 )2  5 )1

باشد، محیط مثلثABCکدام است؟6 406 37 AMبرابر با گر میانۀ در مثلث شکل مقابل، ا
 40 )1

 41 )2

 42 )3

A

B C
M 2x

3x+2
x

2x  43 )4

باشد مجموع مربعات اضلاع این مثلث چقدر است؟6 407 10 7 5, , گر اندازه  های سه میانۀ مثلثی ا

 174 )4   256 )3   232 )2   284 )1

طول اضلاع یک متوازی الاضلاع 4 و 5 است. مجموع مربعات قطرها در این متوازی الاضلاع چقدر است؟6 408

72 )4  90 )3  82 )2  100 )1

Test در شکل مقابل، طول AP چقدر است؟ 

9 )2   11 )11017

9 12

A

B C
P

 10 )4   12 )3  

کمک‌رابطۀ‌استوارت،‌طول‌‌APرا‌به‌دست‌می‌آوریم: 4  به‌

                    AP
xb yc

x y
xy AP

2
2 2

2
2 29 10 12 17
9 12 9 12= +

+ − ⇒ = × + ×
+ − ×( ) ( )

⇒ = × + × − = × + × −AP
2

2 2
3 4

7

9 10 12 17
21

108 3 100 4 289
7 108( ) ( ) ( ) ( )

 ⇒ = − ⇒ = − = ⇒ =AP AP AP
2 21456

7 108 208 108 100 10

 

ت
وار

ست
ه ا

بط
را

کند،‌با‌توجه‌به‌شکل،‌رابطۀ‌استوارت‌به‌صورت‌زیر‌برقرار‌است: گر‌نقطۀ‌دلخواه‌‌Pضلع‌‌BCرا‌به‌دو‌قطعۀ‌‌xو‌‌yتقسیم‌ ‌در‌مثلث‌ABC،‌ا

   
AP

xb

x
x

yc

y
y

2

2 2

= +
+ −

  

           CB

A

P

c b

y x=اون =ا�ن

که‌رأس‌مثلث‌را‌به‌نقطه‌ای‌از‌ضلع‌مقابل‌وصل‌می‌کند،‌به‌دست‌آوریم. کمک‌رابطۀ‌استوارت‌می‌توانیم‌طول‌هر‌پاره‌خطی‌ ‌بنابراین‌به‌

ضرب‌این‌و‌اون

جمع‌این‌و‌اون

این‌در‌مربع‌اون‌ضلعاون‌در‌مربع‌این‌ضلع

چقدر است؟6 409 AA′′ در شکل زیر طول
  9 )1

5 6 )2

  6 5 )3

    12 )4
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درس سوم

ص 70 تا 72 هندسه یازدهم

قضیۀ نیمسازهای زوایای داخلی و محاسبۀ طول نیمسازها

 

ها
ساز

یم
ۀ ن

ضی
ق

‌در‌هر‌مثلث،‌نیمساز‌یک‌زاویۀ‌داخلی،‌ضلع‌مقابل‌به‌آن‌زاویه‌را‌به‌نسبت‌اضلاع‌مجاورش‌تقسیم‌می‌کند.

       
D

D

A

A

B B

C C
=

CB

A

D

bc

kbkc

α α

به‌ مجاور«‌ دو‌ضلع‌ اندازه‌های‌ »مجموع‌ نسبت‌ به‌ نیمسازها‌ همرسی‌ محل‌ در‌ مثلث،‌ داخلی‌ نیمساز‌ هر‌ ‌
گر‌ »مجموع‌اندازه‌های‌دو‌پاره‌خط‌مقابل«‌]یعنی اندازۀ ضلع سوم[‌تقسیم‌می‌شود.‌به‌عبارت‌دیگر،‌در‌شکل‌مقابل‌ا

‌و‌پاره‌خط‌‌DI،‌همان‌مضرب‌از‌ضلع‌‌aاست: b c+ I نقطۀ‌همرسی‌سه‌نیمساز‌باشد،‌پاره‌خط‌‌AIمضربی‌از

     
AI
DI

b c
a

= +
CB

A

D

bc

I

a

k
(
b

c
)

�
k

a

AIباشد،�محیط�مثلث��ABCکدام�است؟ DI= 3 �در�شکل�مقابل،�اگر�نقطۀ��Iنقطۀ�همرسی�نیمسازهای�مثلث��ABCو

CB

A

D

bc

I

k

3k

a 5=

    AI
DI

b c
a

b c= + ⇒ = +3
1 5 ⇒ + =b c 15 محیط  = + + =a b c 20

کدام است؟  x ،نیمساز است AD در شکل زیر Test

 5 )2   4 )1

3 5/ )4   4 5/ )3

1  ‌طبق‌قضیۀ‌نیمساز،‌نسبت‌پاره‌خط‌های‌ایجاد‌شده‌را‌می‌نویسیم:
   

9 6 2
3 6 4k k x k= ⇒ = ⇒ = =

DCکدام است؟6 418 BD−− BCباشد، حاصل AC AB== == ==5 6 4, , گر در مثلث ABC مطابق شکل ا

1 )2   0 5/ )1

 2 5/ )4   1 5/ )3

کوچکتر ایجاد می کند، چقدر است؟6 419 که نیمساز وارد بر ضلع  کوتاه ترین پاره خطی  طول  9 6 5, , در مثلثی با اضلاع

 2 )2   5
3 )1

10
9 )4   5

6 )3

در شکل مقابل AD نیمساز است و محیط مثلث برابر 21 می باشد، طول AC چقدر است؟6 420

9 )2   6 )1

 12 )4   8 )3

)مشابه داخل _ 98(6 421 کدام است؟   DH قطع می کنند، اندازۀ D و H 8ارتفاع و نیمساز نظیر بزرگ ترین ضلع، آن را به ترتیب در 7 3, , در مثلث ABC به اضلاع 

  1 )2   1/2  )1

0/9 )4   0/8  )3

L n .e 3sso
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4متناسب است. نیمساز داخلی زاویۀ متوسط را رسم می کنیم. مساحت کوچک ترین مثلث حاصل، چند برابر مساحت مثلث اصلی 6 427 3 2, , اضلاع مثلثی با اعداد
)خارج ریاضی - 85( است؟ 

 14 )2   2
9 )1

2
5 )4   1

3 )3

AB. نیمساز زاویۀ A قطر BD را در M قطع می کند، مساحت مثلث ADM چه کسری از مساحت متوازی الاضلاع است؟6 428 AD== 2 در متوازی الاضلاع شکل زیر

 16 )2   1
4 )1

3
10 )4   2

9 )3

 

ساز
یم

ل ن
طو

طه 
راب

‌در‌هر‌مثلث،‌مربع‌اندازۀ‌هر‌نیمساز‌داخلی،‌برابر‌است‌با‌حاصل‌ضرب‌اندازه‌های‌دو‌ضلع‌مجاور‌منهای‌حاصل‌ضرب‌اندازه‌های‌دو‌پاره‌خط‌
گر‌در‌شکل‌زیر،‌‌ADنیمساز‌زاویۀ‌‌Aباشد‌آنگاه‌رابطۀ‌طول‌نیمساز‌به‌صورت‌زیر‌خواهد‌بود: که‌روی‌ضلع‌سوم‌ایجاد‌شده‌است.‌به‌عبارت‌دیگر‌ا

                  AD bc xy
2 = −

کمک قضیۀ نیمساز، طول پاره خط ها ]یعنی x  و y [ را به دست می آوریم، سپس به سراغ  گر سه ضلع مثلث را داشته باشیم، برای استفاده از رابطۀ بالا، ابتدا به  ا

طول نیمساز می رویم.
قابل‌محاسبه‌است،‌‌ d A bc

b ca
= × +cos

2

2 گر‌دو‌ضلع‌و‌زاویۀ‌بین‌آن‌ها‌معلوم‌باشد،‌طول‌نیمساز‌وارد‌بر‌ضلع‌سوم‌از‌رابطۀ‌ ‌در‌مثلث‌ABC،‌ا
d ‌طول‌نیمساز‌زاویۀ‌‌Aاست.

a
که‌در‌این‌رابطه

سه حالت خاص مهم در محاسبۀ طول نیمساز 

d
A

b
c

b
c

a
=

×
+

c
o
s

2

2

A = °120A = °90A = °60

d
bc

b ca
= +d

bc

b ca
= × +2d

bc

b ca
= × +3

حاصل‌ضرب‌اضلاع‌زاویهحاصل‌ضرب‌قطعه‌ها

6 طول نیمساز وارد بر ضلع متوسط چقدر است؟ 7 8, , Test در مثلثی با اضلاع

 30 )2   6 )1

4 2 )4   5 )3

کمک‌قضیۀ‌نیمساز،‌طول‌پاره‌خط‌های‌ایجاد‌شده‌روی‌ضلع‌متوسط‌را‌به‌دست‌می‌آوریم،‌سپس‌از‌رابطۀ‌طول‌نیمساز‌استفاده‌ ‌ابتدا‌به‌ 1

می‌کنیم:
α α BD

DC

AB

AC

x

x
x x x x= ⇒ − = ⇒ = − ⇒ = ⇒ =7

8
6 6 56 8 14 56 4     

AD bc BD DC AD AD
2 2 6 8 4 3 36 6= − ⋅ ⇒ = × − × = ⇒ =       

کدام است؟6 429  AD در شکل زیر طول نیمساز

7 )2   6 2 )1

 2 15 )4   8 )3
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کمان ها نسبت شعاع های دو دایره معلوم می شود: 3 57 از تساوی طول 
 

90
360

2 45
360

2 2
°

°

°

°= ′ ⇒ ′=( ) ( )π πR R R R

بنابراین نسبت مساحت دو دایره مجذور نسبت شعاع ها است:
S

S

R

R

R

R

1

2

2 22 4= ′ = =( ) ( )  

120 90 60° °, , متناظر با زاویه های 3 2R R R, , 1 58 کمان های

هستند، بنابراین:
AD CD BC� � �� � �= = =60 90 120, ,  

AB� � � � � �= − − − =360 60 90 120 90  

DCXاست، بنابراین DCروبه زاویۀ ظلی β کمان α= 2 4 59 با فرض

ADC است،  در نتیجه  AC روبه زاویۀ محاطی DCو همچنین کمان  = 4α  

 DC و   AB بودن  AC در ضمن از موازی  = 2α
طرفی  از  بود،  BDخواهد  = 2α می گیریم نتیجه 
کمان  باشد  دایره  باشعاع  برابر  وتر  یک  اندازۀ  گر  ا

60 است، بنابراین:  روبه رو به آن 

2 60 2 4 360 8 300 2 75α α α α α+ + + = ⇒ = ⇒ = =� � � ��BD

در نظر بگیریم  4x و x MBرا برابر AMو گر طول پاره خط های 2 60 ا

AMMB CMMD x x x x. . ( )= ⇒ = × ⇒ = ⇒ =4 4 9 9 32 داریم: 

با معلوم شدن مقدار x اندازۀ پاره خط های AM و MB و در نتیجه AB معلوم 

AM x MB x AB= = = = ⇒ = + =3 4 12 3 12 15, می شود: 

AM پاره خط کنیم طول  فرض  x برابر پاره خطMBرا  گر طول  2 61 ا

x−11خواهد بود و با توجه به روابط طولی در دایره داریم: برابر

3 6 11 11 18 0 2
9

2× = − ⇒ − + = ⇒{ =
=x x x x
x

x
( )

9به دست می آید.  2 7− = MBبرابر MA− بنابراین تفاضل

1 62 روابط طولی را برای نقطۀ P می نویسیم:

PA PB PC PD x x x

x x x

. . ( ) ( )( )= ⇒ + = +
+ +

4 2 5 1 2
8 20 2 22
��� �� ��� ��

 

2 6 20 0 3 10 0
5
2

2 2x x x x
x
x

− − = ⇒ − − = ⇒
=
= −{  

AB x= + =2 1 11 حال می توانیم طول AB را به دست آوریم: 

3 63 از نقطۀ B یک مماس و یک قاطع رسم 

به توجه  با  کنیم  کامل  را  دایره  گر  ا است.  شده 

OAداریم: OD= =10
   

xx

6 6

10 10

B

A

EF

20 2x−

D

BA BE BF x x x x x
x

x
x x

2 2 2

2 18

6 20 2 20 36 0 2
1= ⇒ = − + ⇒ − + = ⇒ =

=
− −

. ( )

( )( )

� �� �� 88{

1 64  از روابط طولی برای دو نقطه در دایره داریم:

1 x x( )3 1 6 2= × ⇒ =                             

2 y y
y

y
( )+ = ⇒ =

= −{5 6 1
6                  

خواهد بود. y x− = −1 بنابراین 

3 65 برای دو نقطه روابط طولی در دایره را استفاده می کنیم:

1 6 4 4 52 = + ⇒ =( ) yy            
              

      2 x y
2 3 3 24= + =( ) ⇒ =x 2 6     

M متقاطع اند، رابطۀ طولی را  CD که در  AB و  ابتدا برای دو وتر   66 3

1 MA MB MC MD x x. .= ⇒ = × ⇒ =3 1 6 2 می نویسیم: 
حال برای امتداد دو وتر AB و DE  که در F متقاطع اند، رابطۀ طولی را می نویسیم:

2 FB FA FE FD y y y y y

y

. . ( ) ( )= ⇒ + + = + ⇒ = ⇒ =
×

4 4 2 3 3 9 3
4 9 4

2

2
� �� �� ��� ��

مشخص  زاویه های  به  توجه  با   67 4

 ABD و   ABC مثلث  دو  شکل،  در  شده 
گر نسبت اضلاع متناظر را برای  متشابه اند؛ ا

آن ها بنویسیم، خواهیم داشت:     

  
         ABC ABD

BC

BD

AC

AB

BC
BC

∆ ∆
⇒ = ⇒ = ⇒ = = 6

4
5

24
5 4 8/

می کنیم،  وصل   C به   E از   68 1

برابر  زاویۀ  دو  با   ACEو  ABD مثلث های 

متشابه اند. بنابراین:

                                           AB
AE

AD

AC
AD AE AB AC= ⇒ =. . ⇒ AD AE. = × =5 6 30

در  باشد.   d R R> + ′ باید باشند  ج  دایره متخار این که دو  برای   69 1

8 5 3> + ⇒ <R R نتیجه داریم: 

ج اند و  2 70 دو دایره دارای 3 مماس مشترک هستند، پس مماس خار

برقرار است، یعنی: d R R= + ′ رابطۀ

d R R x x x x= + ′ ⇒ = + + − ⇒ = ⇒ =7 2 1 2 6 3

ج اند،  متخار پس  هستند،  مشترک  مماس  چهار  دارای  دایره  دو   71 2

Oباشد: O R R1 2 1 2> + بنابراین باید

1 O O a a1 2
2 24 0 0 0 4 4 2 16 16 2= − + − = ⇒ > + − ⇒ − <( ) ( )

16 4 12− < ⇒ >a a
از طرفی شعاع دایره ها نیز باید عدد حقیقی باشد، بنابراین:

2 16 0 16− > ⇒ <a a
12 16< <a 2 خواهیم داشت:   1 و  ک گیری از روابط  با اشترا

X
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دو  بر  مماس  دایرۀ  بزرگ ترین  قطر  72 4

MNاست: d R r= + + دایره همواره برابر با 
 

MN= + + =1 7 2 10
                            

بنابراین شعاع بزرگ ترین دایرۀ مماس بر هر دو دایره برابر 5 است. 

با: است  2 73 قطر  کوچک ترین دایرۀ مماس بر دو دایره همواره برابر با 

MN d R r= − − = − − =| | | |1 7 2 4
کوچک ترین دایرۀ مماس بر هر دو دایره برابر 2 است. بنابراین شعاع 

ج اند، بنابراین  4 74 دو دایره مماس خار

دو  شعاع  مجموع  برابر  طول خط المرکزین 
دایره است:

  OO r r r r′ = + ⇒ + = + ⇒ =3 2 1 3 2  
بیش ترین فاصلۀ بین نقاط دو دایره برابر است با:

AB d R r= + + = + + =5 3 2 10

 OAT 2 75 مطابق شکل مثلث 
یک مثلث قائم الزاویه است به  طوری که

 AT = 4 OTپس = 3 OAو = 5

است، از طرفی TH  ارتفاع وارد بر وتر است،  

                  بنابراین:  

  TH OA AT OT TH TH. . /= ⇒ × = × ⇒ = =5 4 3 12
5 2 4                                                           

حال اندازۀ پاره خط واصل بین نقاط تماس قابل محاسبه است:                     

TT TH′ = =2 4 8/

پس  است،  3π برابر دایره  مساحت   76 3

است. حال در مثلث قائم الزاویه  3 شعاع دایره

 رنگ شده خواهیم داشت:

tan( )
M OT

MT

M
M

� � �� �
2

3
3 2 30 60= = ⇒ = ⇒ =  

′MTTمتساوی الاضلاع است، بنابراین داریم:
∆

TT MT MT′ = = ′ = 3  

3 77 می دانیم طول مماس های رسم شده از یک نقطه بر دایره برابرند 

نقاط از  که  مماس هایی  به  پس 

Mبر دایره رسم شده توجه  N P, ,

 می  کنیم:

M

N P CD

A B

E F

PF PC NE ND MA ME MB MF= = = =, , ,

ABبرابر است. CD+ پس محیط مثلث MNP با مجموع 

AB CD AB CD= = ⇒ + =17 34

ج  O خار 4 78 از روابط طولی برای نقطۀ 

از دایرۀ بزرگتر استفاده می کنیم:

 
OT OP

2 4 25 100 10= = = ⇒ =.OQ ( ) OT

4 79 برای به دست آوردن طول مماس بر 

OP را  OAP مقدار  ابتدا در مثلث  بزرگتر  دایرۀ 

OP = + =6 2 402 2 پیدا می کنیم :  

دست  به  را  PBفیثاغورس کمک  به  و  OPB می رویم  حال به سراغ مثلث 

PB PO OB= − = − = =2 2 40 16 24 2 6 می آوریم:   

که به مرکز  4 80 بلندترین وتر، وتری است 

که در P بر دایرۀ  دایره  نزدیکتر باشد، پس وتری 

کوچکتر مماس باشد، بلندترین وتر است.                              

AP AO OP AB= − = − = ⇒ =2 2 2 25 1 2 6 4 6     

Lبه  d R R= − + ′2 2
( ) مشترک داخلی از رابطۀ مماس  طول   81 3

دست  می آید:
TT′= − + = − = =17 10 5 289 225 64 82 2

( )

نمایش دهیم، داریم: d گر طول خط المرکزین را با 4 82 ا

9 7 5 81 144 225 152 2 2 2= − + ⇒ = − ⇒ = ⇒ =d d d d( )

نشان دهیم، داریم: θ گر زاویۀ بین مماس مشترک های داخلی را با 3 83 ا

sin sin
θ θ θ θ2 2

7 5
24

1
2 2 30 60= + ′

′
⇒ = + = ⇒ = ⇒ =° °R R

OO

Lبه  d R R= − − ′2 2
( ) مماس مشترک خارجی از رابطۀ طول   84 4

12 9 4 132 2= − − ⇒ =d d( ) دست می آید: 
بنابراین بیش ترین فاصلۀ نقاط دو دایره برابر است با:

d R r+ + = + + =13 9 4 26

باید طول خط المرکزین را با مجموع و تفاضل دو شعاع مقایسه کنیم: 85 2

TT d R R R d R R′ = − − ′ ⇒ = − −2 2 2 24 4( ) ( ) ⇒ =d R5

d است، ]طول خط المرکزین با مجموع شعاع ها برابر است[، پس دو  R R= +4 چون
ج هستند. دایره مماس خار

دایره  دو  خارجی  مشترک  مماس  طول  برای  شده  داده  رابطۀ  از   86 3

استفاده می کنیم:
L d R R d d= − − ′ ⇒ = − − ⇒ =2 2 2 215 14 6 17( ) ( )  

 

1 87 به کمک زاویۀ بین مماس مشترک های خارجی دو دایره، طول خط المرکزین 

sin
60
2

1
2
13 3 20



= − ′ ⇒ = − ⇒ =R R

d d
d را پیدا می کنیم: 

A

B

P O O′
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1 177 بررسی تک تک موارد:

A همۀ اضلاع دو مثلث نظیر به نظیر موازی نیست، پس تبدیل T شیب پا نیست. 

دو مثلث همنهشت اند، یعنی تبدیل T طول پا است.  B

2 ساعتگرد است پس تبدیل T جهت پا نیست. 1 پادساعتگرد و شکل  C شکل 

F′ الزاماً هم مساحت یا هم هم جهت نیستند و حتی  F, 4 178 دو شکل

ممکن است اضلاع آن ها موازی نباشد اما در هر شرایطی زوایای دو شکل با هم 

برابر است.

نداشته  نگه  ثابت  نیز  را  اضلاع  شیب  و  نیست  ایزومتری   T 1 179 تبدیل 

عوض شده است. ′F F, است، ولی در تبدیلT جهت شکل

تبدیل  این  بنابراین  کرده،  تغییر   T تبدیل  توسط   1 شکل  اندازۀ   180 4

ایزومتری یا طول پا نیست، همچنین جهت شکل نیز توسط این تبدیل عوض 

شده بنابراین این تبدیل جهت پا نیست در ضمن شیب اضلاع نظیر در دو شکل 

با هم یکسان نیست، در نتیجه این تبدیل شیب پا نیز محسوب نمی شود. پس 

4 صحیح می باشد. گزینۀ 

3 181 در تبدیل طول پا، اندازۀ پاره خط، فاصلۀ بین نقاط و مساحت شکل 

کرد. ثابت می ماند ولی در مورد شیب خط نمی توان اظهارنظر 

موازی نیستند،  M
2

با اضلاع نظیرشان در مثلث M
1

3 182  اضلاع مثلث

پس تبدیل T شیب پا نیست.

4 183  مطابق شکل، نقطۀ A با بازتاب نسبت 

به قطر BD روی C تصویر  می شود یعنی داریم:
  

AH HC= AB BC

AD DC

=
={                                      

بنابراین چهار ضلعی ABCD محیطی است.

که محور بازتاب باید عمود منصف پاره خطی باشد  کنیم  3 184 باید توجه 

3 چنین چیزی رعایت  گزینۀ  که هر نقطه و تصویرش را به هم وصل می کند. در 

نشده است.

2 185 باید نقطۀ A روی B تصویر شود، پس خط بازتاب باید عمود منصف 

AB باشد. این خط از مرکز دو دایره می گذرد.

وصل  ′A را به A 3 186 مطابق شکل نقطۀ

اندازۀ  و  است  ایزومتری  بازتاب  چون  می کنیم، 

زاویه را حفظ می کند پس:

′ = =
′ = + =





A B AB

ABA

4
45 45 90� � � �

S
ABA′ = × =4 4

2 8       

بازتاب   AB امتداد ضلع  به  را نسبت  3 187 مطابق شکل، 8 ضلعی منتظم 

می دهیم، بنابراین ضلع AB بر خودش منطبق است و شیب آن عوض نمی شود، 

ضلع EF نیز بر خطی موازی با خودش تصویر می شود، دو ضلع CD و GH بر محور 

بازتاب عمودند پس در تصویر آن ها شیب عوض نمی شود، پس در مجموع شیب

دقیقاً 4 تا از اضلاع تحت بازتاب، ثابت می ماند. 

]بازتاب تنها در صورتی شیب خط را حفظ می کند که 

خط موازی محور بازتاب یا عمود بر آن باشد.[

2 188 بررسی هر دو حالت:

1 در شکل مقابل دو ضلع AF و CD اضلاع 

با  که  هستند  منتظم  شش ضلعی  از  مقابل 
BE روی یکدیگر  بزرگ  به قطر  بازتاب نسبت 

تصویر می شوند.

AB و  در شکل مقابل نیز دو ضلع مجاور   2

AD ] که نیمساز زاویۀ  AF نسبت به قطر بزرگ 
بین این دو ضلع مجاور است[ ، روی یکدیگر تصویر 

می شوند. 

را  پاره خط هایی باشد که هر نقطه  باید عمودمنصف  بازتاب  محور   189 3

یافته  تغییر  جهت های  دارای  شکل  دو  همچنین  می کند،  وصل  تصویرش  به 

هستند بنابراین خط بازتاب باید در امتداد AO باشد.

شـکل را رسـم می کنیـم کـه بـا توجـه   190 2

قائم الزاویـه   OO O′ ′′ مثلـث اندازه هـا،   بـه 

بنابرایـن:  اسـت،     2 متساوی السـاقین بـه ضلـع 

S
OO O′ ′′ = × =2 2

2

2

                                               
O′′

O′

O

1

D C

BA

11

1

2 191 مطابق شکل خط بازتاب عمودمنصف 

A می گذرد همچنین دو مثلث  BC است که از 
ABD و ACE هم نهشت اند، بنابراین داریم:

AB AC

D E

BAD CAE

= =
= =

= =









4
45

15

� �
� �

�

�

ABC ACB� � �= = 60

بنابراین مثلث ABC متساوی الاضلاع است و طول ضلع BC نیز برابر 4 است.

زوایای  داخلی  1 192 می دانیم مجموع 

°180است، بنابراین: هر مثلث 

ACB� � � � �= − − =180 67 78 35
از طرفی محور بازتاب نیمساز زاویۀ بین خط 

و تصویرش است، پس AC نیمساز زاویۀ بین 

است و داریم: ′B C BC و
      

ACB� �′ = 35 ⇒ = − =′BB C� � � �90 35 55  
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کنون مماس مشترک  d ا 2 193 خط 

محسوب  ′′C C, دایرۀ دو  خارجی 

طول  رابطۀ  سراغ  به  بنابراین  می شود، 

فرضی  ]شکل  مماس مشترک  می رویم: 

است[

C′′

O′

C

5 1
d

C′

L d R R d d d= − − ′ ⇒ = − − ⇒ = + = ⇒ =2
1

2 2 2 23 5 1 9 16 25 5( ) ( )

M با بازتاب نسبت  3 194 نقطۀ 

C′ تصویر  و ′A CD روی AB و  به 
عمودمنصف   AB پس  شده است،  
  CD پاره خط  همچنین  ′MAو 
′MC  است،    بنابراین: عمود منصف

 ′ ′= ′ + ′= + ′= + ′ =A C ADA M MC MH MH MH MH2 2 2 2( )

′ است ، حال می توانیم نسبت مساحت ها را به  ′ =B D AB2 به همین ترتیب

دست آوریم:

 
S

S

A C B D

AB AD

AD AB

AB AD

A B C D

ABCD

′ ′ ′ ′ =
′ ′ ′ ′

= =
1
2

1
2 2 2

2
.

.

( )( )

.

حاصل ضرب  نصف  با  هم،  بر  عمود  قطرهای  با  چهارضلعی  هر  مساحت 

اندازۀ قطرها برابر است.

′ −A ( , )3 4 و بازتاب  ′ −A ( , )3 4 )Aنسبت به محور xها  , )3 4 2 195 بازتاب 

را  مثلث  ضلع  سه  طول  باید  حال  است.  ′′ − −A ( , )3 4 محورyها  به  نسبت 

AAبه دست آوریم:
A A
AA

′= + =

′ ′′= + =

′′= + =

0 8 8
0 6 6
6 8 10

2 2

2 2

2 2

محیط  = + + =8 6 10 24

و بازتاب ′A ( , )1 2 بع اول و سوم )Aنسبت به نیمساز ر , )2 1 1 196 بازتاب

است، بنابراین: ′ −B ( , )4 2 بع دوم وچهارم  )Bنسبت به نیمساز ر , )2 4−
′

′ −

A

B

( , )

( , )

1 2

4 2
| | ( ) ( )′ ′ = − + + =A B 4 1 2 2 52 2

2 197 چون عرض دو نقطه قرینۀ هم است، بنابراین نقطۀ A تحت بازتاب 

تصویر می شود. ′A نسبت به محور xها روی نقطۀ

است، بنابراین شیب آن عکس قرینۀ  AA′ 3 198 خط d عمود بر پاره خط 

است: AA′ شیب 
m

y

x
m

AA d′ = = − +
− = − ⇒ =∆

∆
6 4
3 2 2 1

2

2 199 محور بازتاب عمود منصف پاره خط AB است:

m
y

xAB
= = − −

− = −∆
∆

3 1
1 5 1( )                                    

M B

d

 
M

A B= + = + − =2
1 3 5 1

2 3 1( , ) ( , )
( , )

                 

بنابراین  M می گذرد،  از نقطۀ  و  AB است  قرینۀ شیب  و  d عکس  شیب خط 
y x y x− = − ⇒ = −1 1 3 2( ) معادلۀ آن به صورت مقابل است: 

1 200 باید وسط پاره خط  AB بر خط D منطبق شود.

M
A B a a a a= + = + − = − +
2

3 5
2

3
2

5
2

( , ) ( , )
( , )

a a a a+ = − + ⇒ + = − +5
2

3
2 2 5 3 4⇒ = ⇒ =2 2 1a a

Q تبدیل می شود، پس  M به  AC نقطۀ  4 201 در بازتاب نسبت به قطر 

3 درست نیست. در بازتاب نسبت به قطر BD نقطۀ Nبه نقطۀ  , 1 گزینه های 

2 درست نیست. اما  M تصویر می شود، پس گزینۀ 
PQ است، یعنی در بازتاب  BD عمودمنصف  قطر 

نسبت به قطر BD نقطۀ P به Q تبدیل می شود، 

4 درست است.  گزینۀ  پس 

گزینۀ   L ممکن است متقاطع نیز باشند، بنابراین  
2

و L
1

3 202 خطوط
 d هستند،خط  موازی   L

2
و L

1
که حالتی  در  ضمن  در  است.  نادرست   1

2 نیز نادرست است. از طرفی گزینۀ  L نیست، یعنی گزینۀ 
2

و L
1

نیمساز زاویۀ

بر هم منطبق باشند؛ پس  L
2

و L
1

4   تنها در حالتی می تواند درست باشد که

موازی   d خط  با  L
2

یا L
1

خط دو  از  یکی  گر  ا اما  است.  نادرست  نیز   4 گزینۀ

گزینۀ  قبول،  قابل  گزینۀ  تنها  بنابراین  است،  موازی  آن  با  نیز  دیگر  خط  باشد، 

3 است.

2 نادرست  ) هم اندازه نیست، پس گزینۀ  )b 4 203 پاره خط AB با پاره خط

) می تواند تصویر پاره خط AB باشد، )d گزینه ها نیز  فقط پاره خط است. در سایر 

 ′B و ′A ) را با )d گر دو سر پاره خط زیرا با توجه به شکل ا

و AA′ پاره خط دو  عمودمنصف های  نام گذاری  کنیم،  

′BB بر هم منطبق هستند ولی برای بقیۀ پاره خط ها، این 
اتفاق نمی افتد.

′d و d وسط که  خطی  فقط   204 1

قرار دارد و با آن ها موازی است می تواند خط 

بازتاب باشد. بنابراین فقط یک محور بازتاب 

وجود دارد. 

2 205 هر کدام از نیمسازهای زاویه های 

بین دو خط می توانند خط بازتاب باشند. 
پس دو خط بازتاب وجود دارد. 

2 206 دو خط داده شده دارای شیب های مختلف هستند، بنابراین متقاطع 

تصویر  هم  به  خط  دو  نیمسازهای  به  نسبت  بازتاب  تحت  نتیجه  در   هستند، 
می شوند. یعنی دو خط مختلف .

یکسان است و تحت بازتاب   y x y x= + = −3 5 3 1, 1 207 شیب دو خط 

بر هم تصویر می شود. یعنی یک محور بازتاب  y x= + + −3 5 1
2
( ) نسبت به خط

وجود دارد.
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که به نسبت  k تقسیم شده باشد،  از تجانس  2 359 برای رسم پاره خطی 

استفاده می شود.

که دو  DEFG را درون مثلث چنان در نظر می گیریم  2 360 مربع دلخواه 

رأس  D و E روی اضلاع AB و AC باشد و ضلع DE موازی قاعدۀ BC باشد 

 k مانند  مناسبی  ضریب  با  را  مربع  این 

F به روی  G و   منبسط می کنیم تا دو رأس 

این  در  واقع  در  شود،  منطبق   BC قاعدۀ 

نسبت با  و   A مرکز  به  تجانس  از  ما  فرآیند 

کرده ایم. استفاده  k G F

GF
= ′ ′

2 361 چون صحبت از رسم یک پاره خط با اندازۀ مشخص و موازی راستای 

 بخصوص است، انتقال جواب است. ] دایرۀ C را به طول داده شدۀ a در امتداد
وضعیت جدید  ′′C انتقال می دهیم. فرض کنیم
باشد.  ′C با ′′C C باشد و A و B نقاط تقاطع
که یکی از نقطۀ A بگذرد و   دو خط موازی با
دیگری از نقطۀ B، جواب های مسئله هستند.[

C

B

A

a

C′

C′′

a
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  3 2 1, , را شده  داده  خطوط  و   ABC را  شده  داده  ]مثلث  می شود.  استفاده 

  3 2 1, , می نامیم. مثلث LMN را طوری رسم می کنیم که ضلع هایش موازی با

 AB و CN نقطۀ برخورد خط های ′N باشد و L روی BC و M روی CA قرار بگیرد. اگر

، مثلث LMN را به مثلث مطلوب k CN

CN
= ′ باشد، آنگاه تجانس به مرکز C و نسبت

تبدیل می کند.[ ′ ′ ′L M N

                   

3 363 برای رسم پاره خط به طول معلوم و موازی راستای به خصوص از 

ABانتقال داده ایم تا دایرۀ
→

C را با بردار انتقال استفاه می شود. ]در شکل زیر دایرۀ 

 Nبه دست آید. دو دایره در نقطۀ ′ ′C O R( , )

BA رسم کنیم 
→

متقاطع اند و اگر از N موازی با

MN وتری  پاره خط  و  به دست می آید   M نقطۀ 

موازی و مساوی با AB است.[

می شود.  استفاده  دوران60° از  متساوی الاضلاع  مثلث  رسم  برای   364 2

به   60دوران با  را   ′d خط مقابل  ]در شکل 

d در  A تصویر کرده ایم، این تصویر با خط  مرکز 
AC را ضلع مثلث  C متقاطع است و اگر  نقطۀ 
B سومین  متساوی الاضلاع در نظر بگیریم، نقطۀ 
رأس از این مثلث است و مثلث رسم می شود.[

از  به خصوص  راستای  موازی  و  معلوم  طول  به  پاره خط  رسم  برای   365 4

انتقال استفاده می شود. 

تجانس  تبدیل  از  دیگر  شکل  یک  در  محاط  شکل  یک  رسم  برای   366 3

استفاده می شود.

که به نسبت  k تقسیم شده باشد،  از تجانس  3 367  برای رسم پاره خطی 

به  تجانس  در  را   d ]خط  می شود.  استفاده 

′d 2- تصویر می کنیم تا خط P و نسبت   مرکز 

d′ و دایره در نقطۀ M متقاطع اند.  به دست آید،  خط

اگر MP را امتداد دهیم تا خط d را در نقطۀ N قطع 

کند، طبق ویژگی های تجانس داریم[ :

 MP
NP

MP NP= ⇒ =2 2

d′ ، دایره را در نقطۀ  گر دقت کنید متوجه می شوید که در شکل فوق خط ا
هم دقیقاً صادق  ′M نیز قطع می کند که همۀ داستان ها برای ′M دیگری مانند
d′ و دایره نگاه می کنیم.  است. در مورد تعداد جواب های مسئله به وضعیت خط
d′ و دایره  گر خط و دایره متقاطع باشند،  مسئله دارای دو جواب و ا ′d گر خط ا

دایره را قطع نکند،  ′d گر خط مماس باشند، مسئله دارای یک جواب است و ا

مسئله بدون جواب است.

که نقطۀ وسط آن معلوم است  کنیم  4 368 چون قرار است پاره خطی رسم 

استفاده می شود.  البته این تبدیل دوران  k=−1از تجانس معکوس با نسبت

°180نیز به حساب می آید.
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کوچکتر  3 369  مطابق شکل، C زاویۀ 

کردن آن باید ابتدا AH را  است، برای پیدا 

به  دست آوریم سپس تانژانت زاویۀ C را در 

کنیم:  مثلث AHC محاسبه 

AH BH HC AH AH
2 2 36 6= ⇒ = ⇒ =.  

حال در مثلث AHC اضلاع مقابل و مجاور به زاویۀ C معلوم است، بنابراین:

tanC
AH

CH

 = = =69
2
3

کمک رابطۀ فیثاغورس طول اضلاع را به دست می آوریم: 3 370  ابتدا به 

x x x x x
x

x
x x x x x

2 2 2 2

2 1 4 4

1 2 2 3 0 3

2 2 2

+ + = + ⇒ − − = ⇒ =
= −

+ + + + +

( ) ( )� �� �� ��� 11{   

3خواهد بود و داریم: 4 5, , xطول اضلاع مثلث برابر = به ازای3

α
 sin /α = =35 0 6  
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را‌به‌دست‌‌می‌آوریم: C ابتدا‌زاویۀ 371 4

A B C C C� � � � �� � � � �+ + = ⇒ + + = ⇒ =180 45 75 180 60 ‌
حال‌با‌استفاده‌از‌قضیۀ‌سینوس‌ها‌داریم:

BC

A

AB

C

AB
AB

sin sin
= ⇒ = ⇒ =4

2
2

3
2

2 6 ‌

کردن‌زاویۀ‌ چون‌نسبت‌دو‌ضلع‌و‌یک‌زاویه‌معلوم‌است،‌برای‌پیدا‌ 372 2

دیگر‌از‌قضیۀ‌سینوس‌ها‌استفاده‌می‌کنیم:

AB

C

AC

B

AB

AC

C

B

C

sin sin

sin

sin

sin= ⇒ = ⇒ =2 1
2

‌

sinC
C

C A

A
= ⇒

= ⇒
= ⇒ =





=2
2

45
135 15

105�
� �

��

� �

�
‌

کردن‌دو‌ یک‌ضلع‌و‌تمام‌زاویه‌های‌مثلث‌معلوم‌است،‌برای‌پیدا‌ 373 3

ضلع‌دیگر‌می‌توانیم‌از‌قضیۀ‌سینوس‌ها‌استفاده‌‌کنیم:
‌

AC

B

AB

C

AC

sin sin sin sin
= ⇒ =

° °45
6
30

AC= × = × =6
1
2

2
2 12 2

2 6 2

با‌معلوم‌بودن‌دو‌زاویه،‌زاویۀ‌سوم‌قابل‌ 374 2

به‌دست‌آوردن‌است:

4575
3

CB

A

‌A� � � � �= − − =180 45 75 60 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
حال‌طبق‌قضیۀ‌سینوس‌ها‌داریم:

BC

A

AB

C

AB
A

sin sin
= ⇒ = ⇒ =3

3
2

2
2

6B ‌

با‌معلوم‌بودن‌دو‌زاویه،‌زاویۀ‌سوم‌قابل‌به‌دست‌آوردن‌است: 375 1

A C B� � �� � �= = ⇒ =120 15 45, ‌
حال‌طبق‌قضیۀ‌سینوس‌ها‌داریم:

AC

B

BC

A

AC
AC

sin sin
= ⇒ = ⇒ =

2
2

2 3
3
2

2 2 ‌

‌ابتدا‌به‌کمک‌قضیۀ‌سینوس‌ها‌طول‌ضلع‌‌ACرا‌به‌دست‌می‌آوریم: 376 4

AC AB AC
AC

sin sin45 30 2
2

2
1
2

2 2
° °

= ⇒ = ⇒ = ‌

‌است،‌ارتفاع‌‌AHرا‌ A= °105 حال‌چون

رسم‌می‌کنیم:

H

AHB BH AB

CH ACAHC

∆

∆
: .cos

: .cos

= =

= =

45 2

30 6





‌ ‌ BC= +2 6 ‌

بودن‌ معلوم‌ به‌ نیاز‌ ‌x محاسبۀ‌ برای‌ 377 4

ابتدا‌ بنابراین‌ داریم.‌ ‌ABD مثلث‌ از‌ ‌BD ضلع‌

‌BDرا‌به‌ ‌BDCمی‌رویم‌و‌ضلع‌ به‌سراغ‌مثلث‌

دست‌می‌آوریم:‌

‌‌‌ ‌DBC� � � � �= − − =180 60 75 45

طبق‌قضیۀ‌سینوس‌ها‌در‌مثلث‌‌BDCداریم:

BD CD BD
BD

sin sin60 45 3
2

2 2
2
2

2 3
 

= ⇒ = ⇒ = ‌

حال‌‌در‌مثلث‌‌‌ABDداریم‌:

sin60 3
2

3
2 2 3 3° = ⇒ = = × =x

BD
BDx ‌

105° ‌این‌مثلث زاویۀ‌‌Mدر 378 3

است،‌پس‌ارتفاع‌‌MHرا‌رسم‌می‌کنیم،‌

MHباشد،‌ x= کنیم‌ فرض‌ گر‌ ا حال‌

در‌این‌صورت:
BA

30 45

3 x

2x

H

M

2x

x

x

MH x

AH x AM x

BH x MB x

AMH

BMH

= ⇒




= =

= =

∆

∆
: ,

: ,

3 2

2
‌

با‌توجه‌به‌روابط‌فوق‌طول‌ضلع‌‌‌ABبر‌حسب‌‌xقابل‌محاسبه‌است:‌

AB x x x= + = ⇒ =
+

× −
−

= −3 20 20
3 1

3 1
3 1

10 3 1( )

‌
بنابراین‌فاصلۀ‌هواپیما‌تا‌نزدیک‌ترین‌ایستگاه‌برابر‌است‌با:

MB= − × = −10 3 1 2 10 6 2( ) ( )

‌ابتدا‌اندازۀ‌زاویۀ‌‌Aرا‌به‌دست‌می‌آوریم: 379 2

A B C A A� � � � �� � � � �+ + = ⇒ + + = ⇒ =180 45 60 180 75
‌است‌از‌رأس‌A،‌ارتفاع‌‌AHرا‌رسم‌می‌کنیم.‌ A� �= 75 حال‌با‌توجه‌به‌این‌که

است‌و‌ضلع‌‌AHرو‌به‌ 30° در‌مثلث‌قائم‌الزاویۀ‌ACH،‌ضلع‌CHرو‌به‌زاویۀ

است،‌بنابراین: 60° زاویۀ

1
‌
CH

AH

= × =

= × =

1
2 6 3

6 3 33
2

از‌طرفی‌دیگر‌مثلث‌ABH،‌مثلثی‌قائم‌الزاویه‌و‌متساوی‌الساقین‌است.‌بنابراین:

BH AH BC CH BH= = ⇒ = + = + = +3 3 3 3 3 3 3 1( )

سراغ‌ به‌ شده‌ داده‌ آن‌ها‌ مقابل‌ زوایای‌ و‌ اضلاع‌ بین‌ رابطۀ‌ چون‌ 380 1

طرفین‌وسطین
قضیۀ‌سینوس‌ها‌می‌رویم:‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

b

B

c

C
b C c B

sin sin
sin sin

 

 = = → ‌‌

برقرار‌است،‌‌بنابراین: b C c Bcos sin = از‌طرفی‌طبق‌فرض‌مسئله‌رابطۀ

‌ b C b C C Csin cos sin cos   = ⇒ = ⇒ = °C 45

2
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