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تع

از اعداد حقیقی، شامل تعدادی سطر  و تعدادی ستون یک ماتریس نامیده می شود. هر عدد حقیقی واقع در این  هر آرایش مستطیلی   
ماتریس، یک درایه یا عنصر نامیده می شود. ماتریس ها را معمولًا با حروف بزرگ مانند C , B , A و ... نشان می دهند.

ماتریس دارای 3 سطر و 3 ستونماتریس دارای 2 سطر و 2 ستونماتریس دارای 2 سطر و 3 ستون

C= 





2 0 0
0 0 1B= −





2 1
4 0

A=














−

1 2
5 0
7 2

4
1
2

Aستون سوم

 m n× از مرتبۀ A را ماتریسی  A نوشته می شود و  a
ij m n

= ×[ ] A یا
m n× n ستون باشد، به صورت و  m سطر  A دارای  گر ماتریسی مانند  ا  

)یا به طور خلاصه m در n( می گویند.
A=

−











×

1 3 1

0 4 0 2 3

=B       ماتریس 2 در 3   2 سطر و 3 ستون  ×[ ]3 2 4 1 3 ماتریس 1 در 3 

درایۀ  a
ij

را نشان می دهد، یعنی اندیس دوم شمارۀ ستون  و  اندیس اول شمارۀ سطر  اندیس نشان می دهیم.  با دو  را   هر درایۀ ماتریس 
درایۀ سطر اول و ستون دومسطر i اُم و ستون j اُم است. درایۀ سطر اول و ستون دوم

درایۀ سطر اول و ستون سوم   

A

a

a a

a a

a

=














 ×

11

21 22

31 32

12

3 2

B
b

b b

b
= 



 ×

11

21 22

12

2 2
 D d d d=   ×11 12 13 1 3

        

C سطر اول

B درایهسطر دوم 

کدام ماتریس از بقیه بیشتر است؟ Test تعداد درایه های 

 [ ]a
ij 2 6× )2 [ ]a

ij 3 4× )1

گزینه برابر است. 4( هر سه   [ ]a
ij 6 2× )3

12درایه دارند. گزینه ها mاست، بنابراین همۀ ماتریس های داده شده در  n× mبرابر با n× 4 تعداد درایه ها در یک ماتریس

گزینه درست نیست؟. 1 Aکدام  aij== ××[ ]2 3 در ماتریس

است. 3 2( تعداد ستون ها برابر درایه وجود دارد.  3 1( در هر سطر

درایه وجود دارد. 3 4( در هر ستون است.  2 3( تعداد سطرها برابر

کمتر است؟. 2 کدام ماتریس از سایرین  Aبا هم برابر باشد، تعداد درایه های  aij n== −− ××[ ]( )1 3 گر تعداد سطرها و ستون ها در ماتریس  ا

 [ ]
( )

a
ij n+ ×1 2  )2 [ ]a

ij n×3
)1

[ ]
( )

a
ij n5 1× −  )4 [ ]

( )
a
ij n6 2× − )3

1   APTERHC
Bertrand Russell

1872-1970

IR-MCI   LTE 00:01 AM 100%

] ]M    n
  +

m 

درس اول

صفحه 10 تا 21 کتاب درسی

 ماتریس و اعمال روی ماتریس ها
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گزینه درست نیست؟. 3 کدام  A ==
















1 1 2
2 1 1
1 2 1

در ماتریس

 a21 2= )2   a
ii

=1)1

 a23 1= )4   a 31 2= )3

به صورت .............. می باشد.. 4 j aمعرف درایه های .............. است و دامنۀ j2 Aدرایه های به صورت aij== ××[ ]3 2 در ماتریس

 1 3≤ ≤j 2( درایه های ستون دوم -  1 3≤ ≤j 1( درایه های سطر دوم -

 1 2≤ ≤j 4( درایه های سطر دوم -  1 2≤ ≤j 3( درایه های ستون دوم -

کدام است؟. 5 a j
j

3
1

4

==
∑∑ گر درایۀ سطر اول و ستون سوم از درایۀ سطر سوم و ستون دوم 5 واحد بزرگتر باشد، حاصل A ا

x
y
x

== −−
−−













1 2 5
3 1 4
7 8 9 2

در ماتریس

 37 )2   36  )1

35 )4   34 )3

کمتر است؟. 6
i

ij
j
a

== ==
∑∑ ∑∑

1

2

1

3
چقدر از a j

j
2

1

3

==
∑∑ حاصل عبارت A ==

−−










1 2 3
3 0 1

در ماتریس

 6 )2   7 )1

4 )4   5 )3

کدام است؟  A باشد، مجموع درایه های ستون دومa i j i j
i j i jij ==
−− ≠≠

++ ==







2 2 ;
;

گر  Aا aij== ××[ ]2 2 Test در ماتریس 

2 )4  -3 )3  1 )2  -2 )1

  2

A
a a

a a
=





= + − ×
− × +







= −





11 12

21 22

2

2
1 1 1 2 2
2 2 1 2 2

2 3
2 4 جمع درایه های ستون دوم   =− + =3 4 1

 

j و
i 

ب
س

 ح
 بر

ها
یه 

درا
ن 

بیا

 در بعضی از ماتریس ها، درایه ها را به طور مستقیم معرفی نمی کنند و آن ها را برحسب تابعی از اندیس های سمت چپ و سمت راست درایه بیان 
کنید. گفته شده دقت  کردن درایه ها باید به شرط های  که برای پیدا  می کنند. در این موارد ممکن است تابع چندضابطه ای نیز باشد 

a آنگاه مجموع درایه های ماتریس A کدام  است؟
ij

= 5 1 داشته باشیم 2≤ ≤j 1 و هر 2≤ ≤i گر به ازای هر  A ا a
ij

= ×[ ]
2 2

 در ماتریس

A= 





5 5

5 5
جمعدرایهها =20



کدام است؟  B آنگاه  مجموع درایه های ماتریس b i j
ij

= + 1داشته باشیم: 3≤ ≤j 1و هر 2≤ ≤i گر به ازای هر =Bا ×[ ]b
ij 2 3  در ماتریس

B=
+ + +

+ + +













=












×

1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

2 3 4

3 4 5 2 3
 جمعدرایهها =21  

c آنگاه مجموع درایه های ماتریس C  کدام است؟  i j i j

i jij
={ × ≥

<
;

;7
گر C ا c

ij
= ×[ ]

2 2
 در ماتریس

C
c c

c c
= 





= ×
× ×







= 





11 12

21 22

1 1 7
2 1 2 2

1 7
2 4  جمعدرایهها =14       

b13b12b
11

b23b
22

b21

i j<i j≥
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کدام است؟. 7 a به دست آید، مجموع درایه های ماتریس  i jij == −−2 ام از رابطۀ j ام و ستون i گر درایۀ واقع در سطر Aا aij== ××[ ]2 3 در ماتریس

6 )4  4 )3  3 )2  5 )1

شمارۀ ستون باشد، مجموع درایه های واقع بر سطر دوم چقدر است؟. 8 j شمارۀ سطر و i گر Aا == −− ××[ i j ]2 2
3 3 در ماتریس

−4 )4  3 )3  −2 )2  1)1

شمارۀ ستون[. 9 j شمارۀ سطر و i گزینه برابر است؟ ] کدام  با  A ==










1
2

2
4

ماتریس

 [ij]
2 2× )4  [ i j]2

2 2
− × )3   [i j]+ ×2 2

)2  [i j]2

2 2
+ × )1

 

ی 
بع

مر
س 

ری
مات

ی 
رف

مع
 

n) می نامیم. n× یا ) n را یک ماتریس مربعی از مرتبۀ A ،باشد n تعداد سطرها با تعداد ستون ها برابر و مساوی ،A گر در ماتریس  ا
    

i j= Û روی قطر اصلی a
ij

i j n+ = +1Ûروی قطر فرعیa
ij

B=
−











×

1
0

4

1 2
0 0
0 2 0 3 3/

C=












×

9 2
4 4
5 2

3
1

7 3 3

A یک ماتریس مربعی باشد، آنگاه بر اساس رابطۀ بین i و j می توان موقعیت درایه را نسبت به قطر اصلی تشخیص داد:  a
ij n n

= ×[ ] گر   ا

i j= ]روی قطر اصلی[
...

i j< ]بالای قطر اصلی[

i j> ]پایین قطر اصلی[

A

a a a a

a a a

a a a

n

n

n n nn

=























11 12 13 1

21 22 2

1 2

…

…

� �

…

کدام است؟  گر i شمارۀ سطر و j شمارۀ ستون باشد، مجموع  درایه های زیر قطر اصلی  A ا i j== ++ ××[ ]3 3 3 Test  در ماتریس

15  )4  12 )3  28 )2  25 )1

:] a i j
ij
= +2 کافیست ]در ضمن کنید یافتن درایه های زیر قطر اصلی  2 لازم نیست همۀ درایه های A را پیدا 

A a

a a

=
















=












⇒21

31 32

7
10 11

جمع درایه های زیر قطر اصلی = + + =7 10 11 28

Aکدام درایه بالای قطر اصلی قرار دارد؟. 10 aij== ××[ ]3 3 در ماتریس

a13 )4  a31 )3  a
22

)2  a
11

)1

aمجموع درایه های ستون سوم چقدر است؟. 11
i j
i j
ij

i j
i j
i j

ij ==






−−
++

<<
==
>>

;
;
;

Aبا فرض aij== ××[ ]3 3 در ماتریس

5 )4  4 )3  3 )2  2 )1

کدام است؟. 12 شمارۀ ستون باشد، مجموع درایه های زیر قطر اصلی  j شمارۀ سطر و i گر Aا i j== −− ××[ ]4 3 3 در ماتریس

 15 )4   12 )3   28 )2   25 )1

13 .x برابر باشد، مقدار گر مجموع درایه های بالای قطر اصلی با مجموع درایه های پایین قطر اصلی  aا
i jx
ij
ix j

i j
i j
i j

ij==






−−

++

>>
==
<<2

;
;
;

Aکه aij== ××[ ]2 2 در ماتریس

کدام است؟

2 )4 3( صفر   −1)2  1)1
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Cنشان دهیم، مجموع درایه های 
E

==





3 Cباشد و ماتریسC را به صورت 
A
B

B A==








 ==









 ==









, ,

1 1 2 1
0 5 1 4

1 2 0 3
1 4 5 2

گر  Test ا

کدام است ؟  E قطر اصلی

2 )4  5 )3  4 )2  3 )1
 1

C E=

















⇒ =












⇒

1 2 0 3
1 4 5 2
1 1 2 1
0 5 1 4

1 4 5
1 1 2
0 5 1

جمع درایه های قطر اصلی =3

 

ها
س 

ری
مات

یر 
ی ز

رو
از 

س 
ری

مات
ک 

ن ی
خت

سا

گرفته است.  قرار  کنکور مورد سؤال  بار در  که چندین  ]زیر ماتریس[ تشکیل شده است،  کوچکتر  از ماتریس های  اوقات یک ماتریس  گاهی   
نمونه ای از این ماتریس ها به صورت زیر است:

M
A

B
M A B M

a b c

A d
e

M
A B

C D1 2 3 4=





=[ ] =














=





گرفته، در آن قرار دهیم.مخصوصاً  که در ماتریس  اصلی قرار  در چنین مواردی یا موارد مشابه آن ها باید،  درایه های هر زیر ماتریس را مطابق نظمی 
گر زیرماتریس ها بر حسب تابعی از i و j داده شوند، ابتدا باید هر زیر ماتریس را تشکیل دهیم و سپس آن را در ماتریس اصلی قرار دهیم. ا

کدام است؟  C را بنویسید. جمع درایه های قطر اصلی C باشد، ماتریس  C B

A
B A=





=





=[ ], ,
2 1 4
5 0 7 1 2 3 گر  ا

C=












2 1 4
5 0 7
1 2 3

جمعدرایههایقطراصلی = + + =2 0 3 5 

کدام است؟  D نشان دهیم، مجموع درایه های قطر فرعی ماتریس C
D

=














2 1 4
5
1

گر ماتریس C را به صورت  در مثال فوق، ا

D=





0 7
2 3 جمعدرایههایقطرفرعی = + =2 7 9  باتوجهبهماتریسC،خواهیمداشت: 

Cرا بنویسید.
A

B
=





Bو i شمارۀ سطر و j شمارۀ ستون باشد، ماتریس i j A i j= ×[ ] = +[ ]× ×1 3 1 3, گر  ا

A

B
C

= + + +[ ]
= × × ×[ ]

⇒ =





1 1 1 2 1 3

1 1 1 2 1 3
2 3 4
1 2 3

ابتدابایدماتریسهایAوBراتشکیلدهیموسپسزیرهمبنویسیم: 

Cتشکیلدهندکهکاملًااشتباهاستواشتباهآندردرایههایسطر A

B
=





= + + +
× × ×







1 1 1 2 1 3
2 1 2 2 2 3 Cرابهصورت بعضیهاممکناستماتریس 

دوماست.

کدام است؟. 14 C Cباشد، مجموع درایه های ستون دوم ماتریس
A
B

==








 به صورت C Bو ماتریس i j== ++ ××[ ]2 2

2 3 Aو i j== ++ ××[ ]1 3 گر ا

 15 )2   23 )1

 24 )4   16 )3

Aنشان دهیم، در ماتریس B مجمو ع درایه های قطر فرعی کدام است؟. 15 B==












2 3 3
3
6

a  را به صورت
i j

i j i j
i j

A aij ij==
>>

++ ==
<<







== ××

1

3
3 3

;
;
;

, [ ] گر ماتریس  ا

 4 )2   2 )1

6 )4   5 )3
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∆ ثابت باشد  گر خط ∆ را که در نقطۀ A مانند شکل متقاطع )غیر عمود( هستند، در نظر می گیریم. ا  دو خط d و
∆ دوران دهیم، سطح حاصل از دوران را رویۀ مخروطی ]سطح مخروطی[ می نامیم. در این  d را حول خط و خط 
∆ را محور، خط d را مولد و نقطۀ A را رأس سطح مخروطی می نامیم. فصل مشترک یک صفحه و سطح  حالت خط
که  مخروطی، مقطع مخروطی نامیده می شود و انواع مختلفی دارد که عبارت اند از دایره، بیضی، سهمی و هذلولی 
البته در  حالت  های خاص ممکن است نقطه، یک خط یا دوخط متقاطع باشند، نوع مقطع ایجاد شده بستگی به 

داردکه در جدول زیر این حالات بررسی شده است: ∆ وضعیت صفحه نسبت به دو خط d و

 

هذلولیسهمیبیضیدایره

مخروطی  سطح  محورِ  بر   P صفحۀ 

عمود است و از رأس آن عبور نمی کند.

∆ عمود نبوده  صفحۀ P بر محور

و غیر موازی با مولد d است.

صفحۀ P با مولد d موازی است و 

از رأس مخروط عبور نمی کند.

از رأس مخروط عبور نمی کند و هر    P صفحۀ 

دو نیمۀ سطح مخروطی را قطع می کند.

A

d
∆

P

A

d
∆

P

حالات خاص

سـطح  رأس  از   Pصفحـۀ گـر  ا حالـت  ایـن  در 

مخروطـی عبـور کنـد، فصـل مشـترک فقـط نقطـۀ 

بـود. خواهـد  رأس 

گر صفحۀP از رأس سطح  در این حالت ا

مخروطی عبور کند، فصل مشترک فقط 

نقطۀ رأس خواهد بود.

گر صفحۀ P  از رأس سطح  در این حالت ا

مخروطی عبور کند، فصل مشترک فقط 

یک خط خواهد بود.

گر صفحۀ P  از رأس سطح مخروطی  در این حالت ا

عبور کرده و هر دو نیمۀ سطح مخروطی را قطع کند،  

فصل مشترک دو خط متقاطع خواهد بود.

کنند، سطح مقطع ایجاد شده به غیر از دو دایره، دو بیضی، دو سهمی، دو هذلولی می تواند سهمی و خط یا  گر دو صفحۀ موازی یک رویۀ مخروطی را قطع   ا
دایره و نقطه یا بیضی و نقطه یا هذلولی و دو خط متقاطع نیز باشد.

کدام وضع را دارد؟ وطی  وطی با یک صفحه، یک سهمی است. این صفحه با مولد یا محور سطح مخر Test مقطع یک سطح مخر

2(	موازی	محور	 1( موازی	یک	مولد	 

گذرا	از	نقطۀ	تلاقی	محور	و	مولد 	)4 3( عمود	بر	یک	مولد	 

کند، سهمی به وجود می آید. گر صفحۀ موازی با مولد مخروط، رویۀ مخروطی را قطع  1  ا

2   APTERHC

00:02 AM 100%

Euclid

 Mid-4 century BC

IR-MCI   LTE

   
oconic

c    ns ie t s
درس اول

صفحۀ 34 تا 39 کتاب درسی

آشنایی با مقاطع مخروطی و مکان هندسی
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کند، سطح حاصل از دوران را .............. و فصل مشترک هر صفحه با آن را ............ می نامند.8 385 ∆∆ دوران  گر  d حول  متقاطع اند، ا A در نقطۀ d و ∆∆ دو خط

2( مقطع	مخروطی	-	رویۀ	مخروطی 1( رویۀ	مخروطی	-	مقطع	مخروطی	

4( سطح	مخروطی	-	رویۀ	مخروطی 3( رویۀ	مخروطی	-	سطح	مخروطی	

کدام است؟8 386 کند، سطح مقطع به وجود آمده  وطی را قطع  گر صفحه ای غیر عمود بر محور وغیر موازی با مولد یکی از دامنه های رویۀ مخر ا

4( یک	خط 3( سهمی	 2( هذلولی	 1( بیضی	

گزینه نمی تواند باشد؟8 387 کدام  وطی  فصل مشترک یک صفحه و یک سطح مخر

4( دو	خط	موازی 3( دایره	 2( سهمی	 1( دو	خط	متقاطع		

کدام می تواند باشد؟8 388 کند، مقطع حاصل  وطی آن را قطع  گر صفحه ای به موازات مولد رویه مخر ا

4( دایره 3( هذلولی	 2( سهمی	 1( بیضی	

کدام می تواند باشد؟8 389 کند، مقطع به وجود آمده  گر صفحه ای عمود بر محور سهمی آن را قطع  ا

4( هذلولی 3( سهمی	 2( دایره		 1( بیضی	

کدام می تواند باشد؟8 390 کند، سطح مقطع حاصل  وطی آن را قطع  گر صفحه ای به موازات محور رویۀ مخر ا

4( سهمی 3( هذلولی	 2( بیضی	 1( دایره		

گزینه می تواند فصل مشترک های ایجاد شده توسط این دو صفحه باشد؟8 391 کدام  کنند،  وطی را قطع  گر دو صفحۀ موازی یک سطح مخر ا

4( نقطه	و	سهمی 3( خط	و	سهمی	 2( دایره	و	خط	 1( دایره	و	بیضی	

 

ی
رو

 ک
 و

ی
نه ا

توا
اس

ع 
قط

م

که آن را  سطحی ایجاد می شود  ∆ موازی باشند و فاصلۀ آن ها برابر r باشد، از دوران d حول ∆  هر گاه دو خط d و
کند، سطح مقطع پدید آمده  گر یک صفحه مانند P سطح استوانه ای را قطع  یک سطح استوانه ای می نامیم. حال ا

که به یکی از چهار حالت زیر است : مقطع استوانه ای نامیده می شود 

∆
d

یک خط دو خط موازیبیضیدایره

∆ ∆صفحۀ P عمود بر ∆صفحۀ P غیر عمود و غیر موازی با و به فاصله کمتر از r  از ∆ ∆ صفحۀ P موازی و به فاصلۀ r  از  ∆ صفحۀ P موازی 

d
∆∆

d
∆∆

گر یک کره به مرکز O و شعاع R داشته باشیم، سطح مقطع صفحۀ P با سطح این کره همواره و در تمام حالات یک  دایره است.  ا

P
RO

 اگر از تقاطع صفحۀ P و یک سطح استوانه ای یک بیضی ایجاد شده باشد، وضعیت صفحه نسبت به محور سطح استوانه ای چیست؟

 صفحه باید غیر موازی با محور سطح استوانه ای و همچنین غیر عمود بر آن باشد، چون در صورت عمود شدن سطح مقطع به صورت دایره ای خواهد 

بود و در صورت موازی شدن با محور سطح استوانه ای به صورت دو خط موازی یا یک خط خواهد بود.
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)Bبالاترین نقطۀ بیضی است، در این بیضی دایره ای که دو سر قطر آن کانون های 5 653 , )0 3 )Aدو سر قطر بزرگ بیضی و  , )5 0 و  ′′ −−A ( , )5 0 در یک بیضی نقاط 

بیضی باشد، بیضی را در چند نقطه قطع می کند؟  
4 )4  3 )3  2 )2 1( صفر 

وج از مرکز این بیضی باشد؟5 654 گزینه می تواند خر کدام  نقطۀ مشترک ندارد.  FF′′ با دایرۀ به قطر ′′F و F کانون های یک بیضی به 

3
4 )4  32 )3  2

2

)2  12 )1

کدام است؟ وج از مرکز بیضی  FDFC باشد، خر == 3
2 گر  Test  در شکل زیر خط d در نقطۀ B بر بیضی مماس است، ا

 12 )2   32 )1
B C

DO AF

α

α

d

 34 )4   2

2

)3

2 با توجه به شکل داده شده داریم:
     cos sinα α= = ⇒ =FD

FC
3
2

1
2

است. e= =sinα 1
2 بنابراین 

 

سی
در

ب 
کتا

 5
7 

حۀ
صف

 4
ن 

مری
ی ت

رس
بر

دو قطر بیضی هستند، خط d در نقطۀ B بر بیضی مماس است پاره خط BF را رسم می کنیم و در نقطۀ F عمودی  BB′ ′AA و  در بیضی زیر
مانند  نقطه ای  در  را  آن  تا  می کنیم  رسم  بیضی  بزرگ  قطر  امتداد  بر  عمودی   C از  و  کند  قطع   C نقطۀ  در  را   d خط  تا  می کنیم  رسم   BF  بر 

BCFباشد، می توان نشان داد: =α گر  کند، ا D قطع 

AD
AF e

= 1

B C

D

d

O

B′

A′ AF

α

BFCمتشابه اند،  بنابراین:    درمثلثOBFو
   a
BC

c
a

b
CF

BC
a
c

= = ⇒ =
2                                                                                                                 

A

F

B C

c

O

b a

a

b

D

α

α

α

    
   

           
AFاست، خواهیم داشت: OA OF= − ADو همچنین OD OA= −       با توجه به این که

AD
AF e

OD OA

OA OF

BC OA

OA OF

a
c

a

a c

a ac

c a c
a
c

= −
− = −

− =
−

− = −
− = =

2
2 1
( )

کنیم خواهیم داشت: گر به مثلث OBF نگاه  است؛ ا α  یک نتیجۀ جالب و مهم از رابطۀ  فوق رابطۀ خروج از مرکز و زاویۀ 
 

sinα = =c
a
e      

AD
AF

= 1

sinα   

 نسبت مساحت دو مثلث ACD و ACF نیز برابر با نسبت قاعده های دو مثلث است، بنابراین:

S

S
AD
AF e

ACD

ACF

= = =1 1

sinα

B C

DO AF
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کدام است؟         5 655 وج از مرکز بیضی  باشد، خر ADAF ==3 کانون بیضی و   F گر در شکل زیر خط d در نقطۀ B بر بیضی مماس است، ا

 23 )2   13 )1
B C

DO AF

d

 14 )4   
3
4 )3

کتاب درسی(5 656 کدام است؟  )تمرین  ADAF کانونی بیضی بر بیضی مماس است، حاصل در رأس نا d کانون بیضی است و خط F در بیضی شکل زیر نقطۀ

2

2

 )2   2 )1
B

A D

C

F

45

d

 2 2 )4   3  )3
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هن
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در نقطۀ M عمود بر d بوده و قطر بزرگ بیضی  ∆ گر خط  کرده ایم، ا مماس d را بر آن رسم   ′F و  Fکانون های  در نقطۀ M واقع بر بیضی E به 

کند، می توان نشان داد: را در D قطع 

e
DF
MF

=

M

d

FDF′

∆

 در صفحات بعد خواهیم دید زاویۀ شعاع های حامل با خط مماس با هم برابر است، بنابراین متمم های 
′MFFنیمساز محسوب می شود، بنابراین ضلع  در مثلث ∆ ] در نتیجه ]β β= آن ها نیز با هم برابر است

کناری تقسیم می کند: مقابل را به نسبت اضلاع 

M

d

FDF′

∆

ββ
α α

MF
MF

DF
DF

MF
MF MF

DF
DF DF

MF
a

DF
c

DF
MF

c
a

c
a
e

′
=

′ + ′
= + ′

⇒ = ⇒ = = = →
2 2

2

2

ترکیب در مخرج

∆∆ در M بر خط d عمود شده و قطر بزرگ  کانون های بیضی هستند و خط d در نقطۀ M بر بیضی مماس است و خط ′′F و F Test در شکل زیر نقاط

کدام است؟ DFMF کرده است،  بیضی را در D قطع 

 35 )2   15 )1
M

A(5,0)

d

FDF( 0,-3 )�

�

 45 )4   25 )3

a

c
e
c
a

DF
MF

=
={ ⇒ = = ⇒ =5
3

3
5

3
5 کنیم، مطابق شکل داریم:  است، بنابراین باید خروج از مرکز بیضی را پیدا  DF

MF
e= 2 می دانیم

قطر بزرگ 5 657 ∆∆ گر خط ∆∆ در  M بر خط d عمود شده است . ا کانون های بیضی هستند و خط d در نقطۀ M بر بیضی مماس است و خط ′′F و F در شکل زیر  نقاط

2باشد، اندازۀ قطر بزرگ بیضی کدام است؟  2 و اندازۀ قطر کوچک بیضی DFMF ==
1
3 را در D قطع کند و 

 1/5 )2   1 )1
M

d

FDF�

�

 3 )4   2/ 5 )3
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گر5 658 کرده است. ا قطع  D ها را در x عمود است و محور d در همان نقطه بر ∆∆ واقع بر بیضی بر آن مماس بوده و خط M در نقطۀ d در بیضی شکل زیر خط

کدام طول مثبت قطع می کند؟ ها را با  x ′′MFFبرابر 24 باشد، بیضی محور بوده و محیط مثلث DFMF == 1
3

 6 )2   6 2 )1

M

OF� FD

d

A� A

�
x

y

�6 3 )4   9 )3

بر5 659 M در ∆∆ کرده ایم و خط را بر بیضی مماس  d خط M را قرار داد ه ایم. در نقطۀ ′′F و F کانون های در مستطیل به اضلاع 10 و 8 بزرگ ترین بیضی ممکن به 

کدام است؟ DFMF کرده حاصل قطع  D عمود شده و محور بیضی را در d

  0 4/ )2   0 3/ )1

M

OF� FD

d

�  0 6/ )4    0 8/ )3
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کنیم،  می توان  وصل  F F, ′ کانون های بیضی یعنی نقاط گرفته باشد و از رأس M به  گر بیضی  E مطابق شکل درون مستطیل MNPQ قرار    ا

نشان داد:

tan γ = c
bFF′

A′

M N

Q P

A

γ

زاویۀ خارجی محسوب می شود،  بنابراین با جمع دو زاویۀ داخلی غیر مجاور برابر است: α ′MFFزاویۀ   با توجه به این که در مثلث

MA F
b
a c

′ ′ = −
∆

:tanα                   
tan tan( )

tan tan

tan tan
γ α β α β

α β= − = −
+ = − − +

+ − × +
1

1

b
a c

b
a c

b
a c

b
a c

                       
FOa-c

a c+

F′

M

b

N

Q P

A′ A

β
γ

α

    MA F b
a c

′ = +
∆

:tanβ                     

کردن عبارت فوق خواهیم داشت:  با ساده 

tan

( ) ( )

γ =

+ − −
−

+
−

=
+

= =

b a c b a c

a c

b

a c

bc

b
b

b

bc

b

c
b

2 2

2
2 2

2
2
2

2
1

2

1
2
2

 

کرد: ]زاویه رویت پاره خط′FF از رأس های مستطیل محیط بر بیضی[ را بر حسب خروج از مرکز نیز محاسبه  γ می توان زاویۀ 
tanγ =

−
e

e1 2

a b c

c
a

b
a

b

a
e

a

b e

a

b

c

b

2 2 2

2 2
2
2

2
2
2 2

2
2

2

1 1 1
1

1
= + ⇒







+ = ⇒ = − ⇒ =
−

= +

( ) ( )

22 2
2
2 2 2

21
1

1 1
1

1
1

1⇒
−

= + ⇒ =
−

− =
−

⇒ = =
−

e

c

b

c
b e

e

e

c
b

e

e
tanγ

از یکی از رأس های مستطیل با  FF′′را قرار داده ایم، پاره خط ′′F و F کانون های 4بزرگ ترین بیضی ممکن به  3 Test درون مستطیل به اضلاع 6و

کدام زاویه رویت می شود؟

 120° )4   60° )3  45° )2  30°  )1

1 شکل مسئله به صورت مقابل است:

F′ F

M

γ

   
2 6 3
2 4 3 2 3

12 9 3 3
3 302 2b b

a a
c a b

c
b

= ⇒ =
= ⇒ =





⇒ = − = − = ⇒ = = ⇒ = °tan γ γ   
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MFAکدام است؟ 5 660 ′′ و اندازۀ قطر بزرگ برابر 4 است، زاویۀ 1
2

وج از مرکز برابر در بیضی مقابل خر

  60°  )2   30°  )1
FF′

A′

M N

Q P

x

γ

 75°  )4   45° )3

کدام است؟5 661 وج از مرکز بیضی  کانون های بیضی هستند، خر ′′F و F در شکل مقابل نقاط
1
2 )2   1

3 )1
30

M

N

P

Q

 14 )4   2

2

)3

 

ی [
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ب 
 کتا

48
حۀ 

صف
س 

 کلا
ر در

س کا
اسا

] بر
ی 

ض
 بی

به
ود 

حد
و م

گ 
بزر

طر 
ر ق

د ب
مو

ی ع
ها

وتر
زۀ 

ندا
ا

کند، اندازۀ پاره خط  کوچک[ مطابق شکل بیضی را قطع  واحد از مرکز بیضی و عمود بر قطر بزرگ بیضی ]موازی قطر  k گر یک خط به فاصلۀ  ا
ایجاد شده با سه بار استفاده از قضیۀ فیثاغورس به صورت زیر به دست می آید:

MN
b
a

a k= −2 2 2O
A A′

M

NB′

B

k

کنیم، بنابراین داریم: وصل  ′F و F به M کافیست از  برای اثبات 
1 MHF h x c k

∆
: ( )2 2 2= − −

             x c k a x c k2 2 2 2
2− − = − − +( ) ( ) ( )                                                         

F

M

N

B

F′ O

cc kk −

x
a

x2 −
h

H

      2 MF H h a x c k′ = − − +
∆

: ( ) ( )2 2 2
2          

( ) ( ) ( )2
2 2 2 2a x x c k c k− − = + − − ⇒ − − − + =( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2a x x a x x c k ⇒ − = ⇒ = −4 4( )( )a x a ck x a

ck
a

h a
ck
a

c k2 2 2= − − −( ) ( ) = + − − + − = − + −a
c k

a
ck c k ck a c

c k

a
k2

2 2

2

2 2 2 2

2 2

2

2
2 2( ) 1 خواهیم داشت:  در xبنابراین با جایگذاری  

= − − = − = − ⇒ = −b k
c

a
b k

b

a

b

a
a k h

b
a
a k2 2

2

2
2 2

2

2

2

2
2 2 2 21( ) ( ) ( ) MN h

b
a

a k= = −2
2 2 2

MF MF a ek, ′= ± که برابر است با:   یکی از نتایج جالب اثبات فوق یافتن اندازۀ شعاع های حامل بیضی است، 

حالات خاص

k c==k b==k a== 2

O

AA′

M

NB′

B

c FF′

وتر مماس بر دایرۀ کانونی

O
A A�

M

N

B�

B

b

وتر مماس بر دایرۀ فرعی

M

N
B�

B

a

2�
a

2�

MN
b

a
= 2

2

MN
bc

a
= 2

MN b= 3
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کتاب درسی( )تمرین  کدام است؟  D کانون های بیضی است، مختصات نقطۀ یکی از  F Test در بیضی شکل زیر

  ( , )4 3 4 )1

( , )2 4 3 )2

( , )4 3 2 )3F

D

A(8,0)

,(0 -4)B

O x

y

 ( , )4 4 3 )4

است، بنابراین: b = 4 و a = 8 3 در این بیضی  

c a b= − = − =2 2 64 16 4 3 ⇒ FD
b
a

D= = = ⇒
2 24
8 2 24 3( , )

 

مه
ادا

 ..
.

2باشند، مساحت مثلث رنگ شده چقدر است؟5 662 5 6و گر قطر بزرگ و قطر کوچک بیضی برابر کانون های بیضی هستند. ا ′′F و F در شکل زیر

10
3 )2   8

3 )1
AA�

B

B�

F� FO

M

 185 )4   12
5 )3

باشد، مساحت مثلث رنگ شده چقدر است؟5 663 21 کوچک برابر 5و قطر  گر قطر بزرگ برابر کانون است. ا F در بیضی شکل زیر

4 2/ )2   2 1/ )1

3 5/ )4   1 05/ )3
AA�

B

B�

FO

M

 

′′MFچقدر است؟5 664 4است، طول 8و کانونی بیضی به ترتیب برابر در شکل مقابل طول قطر بزرگ و فاصلۀ 

5 )2   6 )1
AA′

FO

M

F′
 7 )4   4 )3

کانون بیضی[5 665  F[است، مساحت چهار ضلعی رنگ شده کدام است؟ 10 3و اندازۀ قطر بزرگ بیضی 6/ MNبرابر در بیضی شکل مقابل اندازۀ وتر

14 8/ )2   14 6/ )1

M

N
B�

B

O F  16 8/ )4   19 2/ )3

MNچقدر است؟5 666 8باشد، طول و 10 کانونی بیضی برابر گر قطر بزرگ و فاصلۀ  ( مماس است. ا BB′′ MNبر دایرۀ فرعی )دایره به قطر در بیضی شکل زیر

  4 8/ )1

3 )2

  3 6/ )3

B�

B

O
AA�

M

N

P

 4 )4

4است. مساحت مثلث رنگی کدام است؟5 667 8و فاصلۀ کانونی برابر در بیضی شکل مقابل قطر بزرگ برابر

12 )2   10 )1

8 )4   6 )3

B′

B

O
AA′

P

Q  

وج از مرکز بیضی چقدر است؟5 668 OPQمتساوی الاضلاع باشد، خر گر مثلث مماس است، ا BB′′ در شکل مقابلPQبر دایرۀ به قطر

3

3

)2   1
2 )1

B�

B

O
AA�

P

Q
 13 )4   2

2

)3
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MFکدام است؟5 669 در بیضی شکل مقابل اندازۀ پاره خط

 2 4/ )1

  2 6/ )2

  2 8/ )3
F

M
B

AF′ O

x=3

(5,0 (

(0, 3 (

 2 5/ )4

کدام زاویه رویت می شود؟ باشد،پاره خط MN  از مرکز بیضی با  3
2

وج از مرکز بیضی گر خر کانون بیضی است. ا F Test در شکل زیر

60° )2   30° )1

O F
A

B

A′

M

N

 45° )4   120°  )3

را پیدا  b
c

است، بنابراین ابتدا باید  2α خواهد بود، اما جواب مسئله tanα= b
c

MOFباشد = α گر فرض کنیم MFاست، حال ا b= 2 می دانیم  
کنیم:

a b c
a

c

b

c

b

c

b

c

b
c

2 2 2 2
2

2
2

2 2
2

2
21 2

3
1 4

3 1
1
3

3
3= + ⇒ = + ⇒ = + ⇒ = − = ⇒ = ⇒ =( ) tanα 33

3 30 2 60⇒ = ⇒ =° °α α

 

لی
ص

ۀ ا
ایر

ه د
د ب

دو
مح

 و 
ون

کان
از 

را 
گذ

تر 
ۀ و

داز
ان

کند،  N قطع  و   M را در  تا دایرۀ اصلی  کنیم  بر قطر بزرگ رسم  F در یک بیضی، عمودی  کانون  از  گر  ا   
کوچک بیضی برابر است: اندازۀ پاره خط MN با قطر 

MN b= 2

کنیم، مثلثOMFقائم الزاویه است و داریم:            کافیست ازMبه مرکز بیضی وصل   

F

M

N

b
O

b

c

a

 MF a c b MF b2 2 2 2= − = ⇒ =  

کم ترین فاصله نقطۀ F از دایره چقدر است؟5 670 روی دایرۀ اصلی بیضی قرار دارد.  M کانون بیضی است و F در شکل مقابل

  1 )1
2 )2

  3 )3F� FO

M(4,3)

x

y

 4 )4

کدام است؟5 671 M کانون های بیضی است، مختصات نقطۀ یکی از  F در بیضی شکل مقابل نقطۀ

( , )3 6 )1

( , )3 5 )2

( , )4 4 )3FO

M
(0,4)B

A(5,0) x

y

 ( , )3 4 )4

کانون5 672 6باشد، فاصلۀ  کانونی بیضی برابر و فاصلۀ  10 گر طول قطر بزرگ برابر کانون بیضی است. ا F در شکل زیر قطر دایره بر قطر بزرگ بیضی منطبق است و

OMچقدر است؟ از شعاع F

  1 2/ )1

3 6/ )2

  4 8/ )3

FO

M

AA�

 2 4/ )4
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کدام است؟ m Aدر ناحیۀ دوم دستگاه مختصات قرار داشته باشد، حدود m m( , )−− ++3 1 گر نقطۀ Test ا

 − < <1 3m )2   m > 3 )1

m < 3 )4   m < −1)3
m m
m m

− < ⇒ <
+ > ⇒ > −{ 3 0 3
1 0 1

    − < <1 3m باشد:� y و0< x <0 �در�ناحیۀ�دوم�دستگاه�مختصات�دو�بعدی�باید 2

 



2 ی
ضا

ی ف
رف

مع

معرف�یک�نقطه�از�صفحه� ( , )x y مشخص�می�شود�و�برعکس�هر�زوج�مرتب�مانند ( , )x y �هر�نقطه�از�صفحه�دقیقاً�توسط�یک�زوج�مرتب�مانند
است�و�علامت�مؤلفه�های��xو��yمطابق�جدول�زیر�است:

              

O x

y

( , )3 1A

( , )1 -2D

( , )-2 -1C

( )-12,B
12

43                  
O x

x

y

y

( , )xA y

                 

yxشمارۀ ناحیه

++1

+-2

--3

-+4  

کدام است؟ m Aدر ربع چهارم دستگاه مختصات واقع باشد، حدود m m( , )− −1 2  اگر نقطۀ
m m
m m

− > ⇒ >
− < ⇒ <{ 1 0 1
2 0 2

  1 2< <m باشد، در نتیجه خواهیم داشت:    y و0> x >0       در ربع چهارم باید

 

2= ∈{ }( , )| ,x y x y 2نمایش�می�دهند،�یعنی:� شامل�همۀ�نقاط�صفحه�می�باشد�و�آن�را�با ( , )| ,x y x y∈{ } �مجموعۀ  

Nروی محورx ها واقع است. یعنی هر نقطه ای که روی یکی از محورهای مختصات  x( , )0 Mروی محورyها و هر نقطه به صورت y( , )0 هر نقطه به صورت
واقع باشد، مؤلفه دیگر آن صفر است. ]روی محورx ها، عرض نقطه ها برابر صفر است و روی محورyها، طول نقطه هابرابر صفر است[

xها چقدر است؟ ها واقع باشد، فاصلۀ آن از محور y Aروی محور m m( , )− −1 2  اگر نقطۀ
آن( صفر باشد: x ها باید طول نقطه )یعنی y        روی محور

m m A− = ⇒ = ⇒ −1 0 1 0 1( , ) xها فاصله از محور = =| |y 1

ها واقع است؟9 794 x Aبر محور m m( , )++ −−3 1 نقطۀ m کدام مقدار به ازای 

−3 )4  3 )3  −1 )2  1)1

کدام است؟9 795 m Aدر ناحیۀ چهارم دستگاه مختصات قرار داشته باشد، حدود m m( , )++ −−3 1 گر نقطۀ ا

m < 3 )4  m < −3 )3  − < <3 1m )2  m > −3 )1

ها واقع باشد، فاصله آن ها از هم چقدر است؟9 796 y ها و دیگری بر محور x Bبر محور n m( , )2 2 2++ ++ Aو n m( , )−− ++1 12 گر یکی از دو نقطۀ ا

33 )4  34 )3  29 )2  31 )1

HC 3   APTER

Maryam Mirzakhani
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ها
طه 

راب
ار 

ود
نم

 

نمودار�رابطه�های�مقدماتی�شامل� رابطه�صدق�می�کند،�در�حالت�کلی� نمودار�یک�رابطه�شامل�تمام�نقاطی�است�که�مختصات�آن�ها�در�آن�  
مدل�های�زیر�است:

پاره خط افقیپاره خط قائمنیم خط افقینیم خط قائمخط افقیخط قائم

 x a=y c=x a= y و c≥y c= x و a≥x a= و c y d≤ ≤a x b≤ ≤ و y c=

x

y

c
y=c

x

y

c

a b

  ] 2 y است]شکل d= y و c= c تمام ناحیۀ بین دو خط افقی y d≤ ≤ 1 [ و رابطۀ x ]شکل b= و x a= a تمام ناحیۀ بین دو خط قائم x b≤ ≤ رابطۀ
d است. c− و b a− 3 [   که ابعاد آن c یک مستطیل است]شکل y d≤ ≤ و a x b≤ ≤ و همچنین رابطۀ

1

 
x

y

a b                
2

 
x

y

c

d

             
 3  x

y

c
a

d

b

y به صورت مقابل است: 1 و2≤ 3≤ ≤x  نمودار رابطۀ

کلی�برای�رسم�نمودار�یک�رابطه�که�به�صورت�نامساوی�داده�شده�است،�ابتدا�آن�رابطه�را�در�حالت�تساوی�رسم�می�کنیم،�سپس�یک�نقطۀ� ��به�طور�
گر�نقطه�درون�رابطه�صدق�کرد�همان�سمتی�از�نمودار�که�شامل�آن�نقطه�است�را�هاشور�می�زنیم� مشخص�از�صفحه�را�درون�آن�رابطه�قرار�می�دهیم.�ا

گر�صدق�نکرد�سمت�دیگر�نمودار،�جواب�است. )جواب�است.(�و�ا

                                                                    y کوچکتر است، یعنی پایین خط را هاشور می زنیم.                                                         y بزرگتر است، یعنی بالای خط را هاشور می زنیم.                                                      

                                                                                                                                                                                                                                           
y x y x≥ ⇒ =   x

y

y x=

( , )1 0

  y x y x< + ⇒ = +2 1 2 1       x

y
y = +x2 1

( , )0 0

گر به صورت»>« یا »<« باشد، به شکل خط چین است. « باشد، نقاط مرزی به شکل خط ممتد و ا « یا »≥ در حالتی که نامساوی به صورت »≤

کدام صورت است؟ به  x y x2 ≤≤ << | | Test نمودار رابطۀ

x

y

 
)4

 x

y

 )3
 x

y

 )2
 x

y

 )1

کرده� را�رسم� y x≥ 2 و�همچنین y x< | | �نمودار�دو�رابطۀ 2

ک�می�گیریم: و�از�آن�ها�اشترا
 

  

y x
۲≤

x

y

   
 

y x<

x

y

=
 

x

y
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)کدام است؟3 1019 )a a a1 2 3 2

3
++ ++

کثر عبارت باشد، حدا a a a1
2

2
2

3
2 12++ ++ == گر ا

16 )4  1  )3  43 )2  4 )1

کدام است؟ 3 1020 x y z2 2 2++ ++ کم ترین مقدار برای 6باشد،  bو حاصل ضرب داخلی آن ها برابر == ( , , )2 1 2 aو x y z== ( , , ) گر ا
1
2 )4  2 )3  23 )2  4 )1

4حداقل می شود؟ 2 2 2x y z++ ++ کدام مقدار x عبارت 4باشد، به ازای  2 18x y z++ −− == گر  Test ا

6 )4  -2 )3  2 )2  4 )1

که باید  گفت  کوشی - شوارتز می توان  و با توجه به نامساوی  v= −( , , )2 2 1 و  u x y z= ( , , )2 2 با فرض 

حداقل شود، بنابراین داریم: 4 2 2 2x y z+ + 2دو بردار موازی شوند، تا عبارت
2 2 1 2x y z

x t

y t

z t

t= = − ⇒
=
=
=−






=

4 2 2 18 9 18 2( ) ( ) ( )t t t t t+ − − = ⇒ = ⇒ = z را بر حسب t  در آن جایگذاری می کنیم:  y x, , است. بنابراین مقادیر 4 2 18x y z+ − = حال می دانیم
عبارت داده شده حداقل می شود. x=2 بنابراین به ازای

 

100
یر 

ی ز
ها

به 
 رت

ژۀ
وی

تز 
وار

ش
 - 

ی
ش

کو

که به ازای آن مجموع مربعات عبارت داده شده  کنیم  کوشی - شوارتز مقداری از  x یا y یا z را بخواهیم پیدا  گر در مسائل مربوط به نامساوی   ا
کرده و در عبارت  کزیمم می شود، باید دو بردار را موازی قرار دهیم و همۀ متغیرها را بر حسب یک پارامتر مانند t پیدا  مینیمم یا ترکیب خطی ما

معلوم داده شده قرار دهیم تا مقدار پارامتر معلوم شود، به ازای پارامتر معلوم شده همۀ متغیرها قابل به دست آوردن هستند.

حداقل می شود؟3 1021 x y z2 2 29++ ++ کدام مقدار y عبارت  2باشد، به ازای  3 12x y z−− ++ == گر   ا

-3 )4  3 )3  2 )2  -2 )1

 

دار
 بُر

 بر
دار

 بُر
ویر

ص
ت

نشان می دهیم و به صورت زیر به دست می آید: proj a
b
( ) a′ یا گر a و b دو بردار باشند، در این  صورت تصویر قائم بردار a بر بردار b را با   ا

proj a
a
b b b

b
b

b
a b a b

( ) ( ) ( )
. .

. | |
= ′ = =

2

تصویر قائم a بر b همواره مضربی از بردار b است

a
b.

>0

a′ مضرب منفی b است.a′ مضرب مثبت b است.                  

a
b.

<0

کدام است؟  b == −−( , , )1 2 2 aروی امتداد بردار == −−( , , )0 3 6 Test  تصویر قائم بردار

 ( , , )2 4 4− )2   ( , , )2 1 2− − )1

( , , )2 3 1− )4   ( , , )− −2 4 4 )3

′ −= = + +
+ + = =a

a b

b b
b b(

.

.
) ( ) ( , , )

0 6 12
4 1 4 2 2 4 4 2 همیشه ابتدا عبارت داخل پرانتز را حساب می کنیم: 

bکدام است؟3 1022 == −− −−( , , )2 1 2 aروی امتداد بردار == −−( , , )0 3 6 تصویر قائم بردار

 ( , , )−2 1 2 )2   ( , , )2 1 2− − )1

( , , )2 3 1− )4   ( , , )4 2 4− − )3
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Mماتریس و کاربردها

m می شود،  داده  Aنشان  a
i j m n

= ×[ ] به صورت که  ماتریسی  در   1 4

معرف تعداد ستون هاست؛ بنابراین در این ماتریس  n معرف تعداد سطرها و

 2سطر و 3ستون وجود دارد، یعنی در هر سطر
3 درایه و در هر ستون2درایه وجود دارد.

A
a

a

a

a

a

a
=









11

21

12

22

13

23

n=4 است، بنابراین: باشد، در نتیجه n − =1 3 2 2  باید

1  [ ]a
ij 4 3× 2                12 درایه  [ ]a

ij 5 2×  10 درایه   

3 [ ]a
ij 6 2× 4               12 درایه       [ ]a

ij 5 3×   15 درایه  

است در  a
ii

است،بنابراین1= a a a11 22 33 1= = = 3 3 در این ماتریس

3 نادرست ضمن در سایر گزینه ها، گزینۀ

یعنی درایۀ واقع در سطر  a31است چون

سوم و ستون اول که برابر1است.

a
a

a21

31

232
1

1←
←












→

است  2 چون شمارۀ سطر ثابت و برابر 4 4

Aاین درایه ها در سطر دوم واقع اند: a a a
j

j=












 →

×

≤ ≤21 22 2
3 2

1 2,

4 5 درایۀ سطر اول و ستون سوم همان x و درایۀ سطر سوم و ستون دوم 

مجموع   a
j

j
3

1

4

=
∑ حال  منظور از  است،  x = + =8 5 13 8 است، بنابراین  عدد 

کند، خواهیم داشت: گر j از 1 تا 4 تغییر  درایه های سطر سوم است، زیرا ا

a a a a a
j

j
3

1

4

31 32 33 34 7 8 9 11 35
=
∑ = + + + = + + + =  

a
ij

ji ==
∑∑
1

3

1

2
معرف مجموع درایه  های سطر دوم و عبارت a

j
j

2
1

3

=
∑ عبارت 6 2

معرف جمع کل درایه های ماتریس است، بنابراین اختلاف آن ها برابر است با:

a a
ij

ji
j

j== =
∑∑ ∑− = − =
1

3

1

2

2
1

3
8 2 6

j و i تابع داده شده برحسب به  با توجه  از درایه ها  کدام  به جای هر   7 2

و به جای i به جای1= a12 مقدار عددی آن ها را قرار می دهیم، مثلًا در محاسبۀ

قرار می دهیم در نتیجه درایه ها به صورت زیر خواهند بود: j= 2

A = −
−






−
−

−
−




 = 


− − 


1 1
2 1

1 2
2 2

1 3
2 3

0
3
1
2
2
1

2

2

2

2

2

2 جمع درایه ها  = 3

است: i = 2 کنیم، یعنی کافیست فقط درایه های سطر دوم را پیدا   8 2

A =












−3 0 5 ⇒ جمع درایه ها = + + − = −3 0 5 2( )          
i

j

=
={ 2
1

 

4 به ازای است که تنها گزینه های3 و a
11

1= 4 9  در ماتریس داده شده

به ازای 4 گزینۀ که تنها  است  a22 4= برابر1می شوند، در ضمن j=1و i =1

باشد  a i j
ij

= × Aکه a
i j

= ×[ ]
2 2

می شود،بنابراین 4 برابر j= 2 و i = 2

است. A = 





1
2
2
4 به صورت

4 10 در درایه های بالای قطر اصلی باید شمارۀ ستون بزرگتر از شمارۀ سطر 

4 تنها درایۀ بالای قطر اصلی است  گزینۀ  باشد، یعنی 

3 زیر قطر  روی قطر اصلی و گزینۀ  2 1 و  و گزینه های 

اصلی واقع است. 

jافزا�ش

i
=
j

ش
�زا

اف

گر  ا مربعی  درماتریس های  می دانیم  11 2

اصلی قطر  روی  دهیم  نشان  a
ij

با را  درایه ها 

قطر  پایین  و  i j< اصلی قطر  بالای  و  i j=
است: i j> اصلی

A

a

a

a

a

a

a

a

a

a

=
















=






+
+×

×

−11

21

31

12

22

32

13

23

33

1 1
22 1

3 1

1 2
22
3 33 2

1 3
2 3

2
1
6×

−
−
+







=






−
−







مجموع  = 3
                  

2 12 درایه های زیر قطر اصلی به شکل زیر هستند:

A a

a a

=
















=










21

31 32

7
11 10

= جمع درایه های زیر قطر اصلی⇒ 28

13 3
A

x

x
x x x= −




+ 


⇒ + = − ⇒ =2
2 2 2 2 2 0

را تشکیل می دهیم وسپس آن ها را در  B و A 3 14 ابتدا باید ماتریس های

پایین( B بالا و A یک ماتریس زیر هم بنویسیم )یعنی

A = + + + ] =1 1 1 2 1 3 2 3 4[ ]

C =












2 3 4
2
5
5
8
10
13

     

B = +
+




+
+

+
+




= 





1 1
4 1

1 4
4 4

1 9
4 9

2
5
5
8
10
13

 3 5 8 16+ + = بنابراین جمع درایه های ستون دوم  برابر است با :

15 3

A B=
+

+
+













⇒ =





⇒
1 1 3 3
1 2 2 3
1 1 3 3

1 4
1 1

جمع درایه های قطر فر عی = + =1 4 5

A است که اسکالر غیر همانی  =












3
0
0

0
3
0

0
0
3

2 16 این ماتریس به صورت

است.

i=j

i

i

j

j

�

�

A=
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است  قائم  ماتریس  یک  B ماتریس و  افقی  ماتریس  یک  A ماتریس 372 1

باید  دترمینانABرا  اما  است  صفر  BAبرابر  ماتریس دترمینان  بنابراین 

کرد: محاسبه 
| |AB = 


− 














= 


− 


= + =1
0
2
1
0
1

1
0
2

0
1
2

1
2

2
3 3 4 7

| |
| |

A
A

− = = −
1 1 1

6  373 3

( ) ( ) ( ) | | | |3 2 6 6 6 6 361 1 2
A A AA I I I

− −= = ⇒ = =  374 4

375 4
| | | | ( )2 3

1
4
2

5
2
2
1 2 2 11 2 1A A− −× − − = ⇒ × − =

− = ⇒ = −8 1 8
| |

| |
A

A

| | | |A A− = ⇒ =1 1
2 2  376 3

| | | || | ( ) | | | |− − = × ×=2 2 4 22A A A A A

= = × =8 64 2 1282 | |A

از طرفین تساوی دترمینان می گیریم: 377 1

| | ( ) | | ( )− =
−

−

−
⇒ − = − +A A2 3 2

3
0
2

4
1
2

4
0
3

1 1 9 8

| | | ( ) |
|A |

| |A A A2 1 4
4

1 41 1 1= ⇒ = = =− −

 378 1

| ( ) | | | | | | | | |P AP P A P P A P− − −= =1 6 1 6 1 6 = = − =| | ( )A 6 61 1

Aرا تشکیل می دهیم: I− ابتدا 379 1

A I A I− =
−





−






⇒ − =
1
0
0

1
1
0

2
3
2

2| |

| ( ) | | |
| |

( ) ( )B A I B
A I

− −= × − = − =−1 1 6 12 3

دترمینان  تساوی  طرفین  از  و  می بریم  دوم  طرف  به  را  2I ماتریس   380 4

می گیریم:

A BA I A A BA A I
− −− = ⇒ = +1 12 2

|A | | | | || || | | | | | | |
− −= + ⇒ = + ⇒ = +1 12 2 2BA A I A B A A I B A I

A I B+ =





+





= 





⇒ =2 3
2
2
1
2
0
0
2

5
2
2
3 11| |

| | | |A B I A B A A
− − −+ = +1 1 1  381 2

= + = + = + = −− −| ( ) | | || |
| |

| |
A B A A B A

A B

A
1 1 2

3

| | | |A BA I A BA A A
− − −+ = +1 1 13 3  382 1

= + = + = + =− −
| ( ) | |A ||B I ||A | | |A B I A B I

1 13 3 3 3

کمی ساده می کنیم: ابتدا دترمینان خواسته شده را  383 2

| | | ( ) | |A || |A A A I A I A
− − −+ = + = +1 1 2 1 2

Aرا تشکیل می دهیم و دترمینان آن را به دست می آوریم: I
2+ حال ماتریس 

A I A I
2 24

1
2
2 6+ = 





⇒ + =| |

بنابراین دترمینان خواسته شده برابر است با :

| |
| |

| |
A A

I A

A

− + = + = =1
2 6
2 3

را به  B−1 Aو ماتریس AI BB
− − −=1 1 1 به صورت  A−1 2 384 ماتریس 

می نویسیم: I A AB B
− −−=1 11 صورت

| | | |A B A BB A AB− − − − − −+ = +1 1 1 1 1 1  

= + = +− − − −| ( ) | |A || || |A A B B A B B1 1 1 1

= + = = − = −| |

| || | | |

A B

A B AB
6 6

2 3

c   
o                     مقاطع مخروطی

1 385 سطح حاصل از دوران رویه مخروطی یا سطح مخروطی نامیده می شود 

و فصل مشترک هر صفحه با یک رویۀ مخروطی مقطع مخروطی نامیده می شود.

1 386 صفحه ای که به طور مایل )و غیر موازی با مولد( رویه مخروطی را قطع 

کند نقطه به وجود می آورد. که از رأس عبور  می کند بیضی و در حالت خاصی 

دو  شرایطی  هیچ  تحت  مخروطی  رویۀ  و  صفحه  یک  مشترک  فصل   387 4

یا  سهمی  بیضی،  دایره،  که  خاص  حالت های  در  اما  شد  نخواهد  موازی  خط 

هذلولی نباشد، دو خط متقاطع، یک خط یا یک نقطه می تواند باشد.

2 388 صفحه ای که به موازات مولد رویه مخروطی آن را قطع می کند سهمی 

که صفحه شامل رأس باشد، یک خط می تواند باشد. و در حالت خاص 

کند دایره و در  که عمود بر محور رویۀ مخروطی آن را قطع  2 389 صفحه ای 

کند نقطه به وجود می آورد. که صفحه از رأس عبور  حالت خاص 

می کند  قطع  را  آن  مخروطی  رویه  محور  موازات  به  که  صفحه ای   390 3

هذلولی و در حالت خاص دو خط متقاطع به وجود می آورد.
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3 391 اگر دو صفحۀ موازی یک رویۀ مخروطی را قطع کنند سطح مقطع 

ایجاد شده به غیر از دو دایره، دو بیضی، دو سهمی و دو هذلولی می تواند سهمی 

و خط یا دایره و نقطه یا بیضی و نقطه یا هذلولی و دو خط متقاطع نیز باشد:

دایره و نقطهبیضی و نقطه

A

d
∆

P

ريالأس شامل

A

d
�

P

ريالأس شامل

سهمی و خطهذلولی و دو خط متقاطع

�

ريالأس Aشامل

d
�

P

ريالأس شامل

گرصفحهعمودبرمحورسطحاستوانهای  2 392 ا

یک آمده بهوجود مقطع کند،سطح قطع را آن

دایرهاست.
d

=محوريال�

سطح یک ∆ حول d خط دوران از  393 4

گرصفحۀPغیرعمود استوانهایبهوجودمیآیدکها

وغیرموازیباآنسطحاستوانهایراقطعکند، ∆ بر

سطحمقطعبهوجودآمدهیکبیضیاست.

d

=محوريال�

2 394  از تقاطع یک صفحه با همۀ رویه های کروی، استوانه ای و مخروطی 

امکان ایجاد مقطع دایره ای وجود دارد.

کرویهرگزیکبیضیایجادنمیشودو ازتقاطعیکصفحهبارویۀ 395 2

کهصفحهمماسبر سطحمقطعحاصلهموارهیکدایرهودرحالتخاص

کرویباشد،یکنقطهخواهدبود. رویۀ

هستند d
2

و d
1

نقاطموردنظررویخطوط 396 4

است، نقطه بیشمار شامل خط هر که آنجایی از و

4 جواباست. بنابراینگزینۀ

d1

d۲

d

برایاینکهیکسکهکاملًادرونیکمنحنیبستهقراربگیردبایدفاصلۀ 397 1

ازشعاعسکه منحنی نقاط تمام از مرکزسکه

از سکه مرکز فاصلۀ باید بنابراین باشد، بزرگتر

تماماضلاعمستطیلبیشاز2باشد:

S= × =4 2 8                                              

1است، بزرگتراز A کهفاصلۀآنهاازرأس مکانهندسینقاطی 398 2

وبهشعاع1استوبهطریقمشابهدرسایررئوسنیز A بیروندایرۀبهمرکز

اینداستانبرقراراست.بنابراینمکانهندسی

موردنظرمطابقشکلاستومساحتآنبرابر

استبا:

  S= − × = −2 4 14 1 42 2( )π π          

1است کهفاصلۀآنهاازهرسهضلعبزرگتراز مکانهندسینقاطی 399 2

مثلثرنگشدهاستومساحتآنبرابراستبا:

AH MH= = ⇒ ′ = − − =3
2 4 3 6 6 2 1 3( )

2

1

1 1

1
C

N

M

P

B

A

A′ H′

30

H

 3
2 3 6

3′ = ⇒ ′ =a a                    

بنابراینمساحتخواستهشدهبرابراستبا:

′ = = × =S
3
4

6
3

3
4 12 3 32( )  

کهفاصلۀآنها مکانهندسینقاطی  400 4

ششضلعی است، 1  از بزرگتر اضلاع همۀ از

رنگشدهاستومساحتآنبرابراستبا:

AE= × =3 2 3 6( )                               

A�

E�
1

1

1

1

D

A

E

C

B

F

2 3

 ′ ′ = − − =A E 6 1 1 4                            
قابل آن بنابراینضلع برابر4است، رنگشده کوچکششضلعی حالقطر

بهدستآوردناست:

4 3 4
3

6 3
4 6 3

4
16
3 8 32= ⇒ = ⇒ = = × =a a S a( ) ( )

کهازدوقطرمستطیلبهیکفاصله 3 401 مکانهندسینقاطیازصفحه

هستند،محورهایتقارنمستطیلهستند،

4نقطه  اینخطوطمحیطمستطیلرادر

قطعمیکنند.

D C

BA M
1

M
۲

M
۳

M
۴

2

2

2

2

2
4

S

1

1

1

1

C

S

D

A B
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VV o
بردارها  

m m− = ⇒ =1 0 1 �باید�عرض�نقطه�برابر�صفر�باشد:� 794 1

باشد: y و0> x >0 �در ناحیۀ�چهارم�دستگاه�مختصات�دو�بعدی�باید 795 2

m m
m m

+ > ⇒ > −
− < ⇒ <{ 3 0 3
1 0 1

− < <3 1m  

ها�واقع�شود�چون�عرض�آن�همواره� x نمی�تواند�روی�محور A نقطۀ 796 3

ها�واقع�شود�چون�طول� y نمی�تواند�روی�محور B مثبت�است،�همچنین�نقطۀ�

روی�محور A آن�همواره�مثبت�است،�بنابراین

ها�قرار�دارد،�یعنی: x روی�محور B ها�و y
n

m

n

m

− = ⇒
+ = ⇒{ =

= −
1 0
2 0

1
2

 

به�دست�می�آید،� | | ( ) ( )AB x y= +∆ ∆2 2 �رابطۀ از�طرفی�فاصلۀ�دو�نقطه�از

A

B
AB

( , )

( , )
( ) ( )| |

0 5
3 0 3 0 0 5 9 25 342 2{ ⇒ = − + − = + = بنابراین: 

که� بگیریم� نظر� ]در� , ]−1 2 بازۀ � در را� y x= 2 سهمی نمودار� باید� � 797 1

�را�نشان�می�دهد. �شکل�درست�این�نمودار 1 گزینۀ

را�رسم�می�کنیم،�حال� y x2 = �ابتدا�نمودار 798 2

�نامعادله�صدق�می�کند،�گزینۀ )Aدر , )1 0 چون�نقطۀ

�جواب�است. 2

=xy
۲

x

y

A( ,0)1

را�رسم�� y x= و x y2 2 1+ = �نمودارهای 799 1

)Aدر�هر� , )− 12
1
2 می�کنیم،�سپس�نقطه�ای�مانند

جواب�  1 گزینۀ� بنابراین� می�کند،� نامعادله�صدق� دو�

yاست.
۲

x
۲ �1�

y x�

 

را�رسم�می�کنیم� x y

3 4 1+ = نمودار�خط 800 2

گذاری�به�سطح�مقابل�می�رسیم: و�با�نقطه�

 S∆ = × × =1
2 4 3 6                                           

)Aدر�هر�دو�رابطه�صدق�می�کند،� , )1 0 نقطۀ 801 3

که است� موردنظر� جواب� شده� رنگ� سطح� بنابراین�

مساحت�دایره�است: 34

-

    
S= × =3
4 2 32( )π π

 

ک�می�گیریم: را�رسم�کرده�و�از�آن�ها�اشترا y ≥ −1 و y x≤ 2 �رابطه�های نمودار 802 1

x

y



 
x

y

==
x

y

 

�جواب�است. 1 گزینۀ� بنابراین�

ک� اشترا آن�ها� از� و� کرده� رسم� را� y ≤ 3 و� y x≥ 2 رابطه�های � نمودار � 803 1

می�گیریم:

x

y y=x
2



x

y

3

==
x

y

ک� را�رسم�کرده�و�از�آن�ها�اشترا y≤ 3 �و y x≥ | �رابطه�های| �نمودار 804 1

می�گیریم:

x

y y x�



  
x

y

3

==

 
x

y

سهمی� بیرون� و� x y2 2 3+ = دایرۀ� درون� خورده� هاشور� قسمت� � 805 1

است،�بنابراین�: y x2={ + ≤
≥

x y

y x

2 2

2
3

x y x≤ ≤ −2 23

2باید� دستگاه سوم� ناحیۀ� 3همانند� دستگاه� سوم� ناحیۀ� در� � 806 2

در� 2 گزینۀ� منفی�باشدو�علامت��zنیز�مثبت�است.�بنابراین�تنها� x y, علامت

ناحیۀ�سوم�واقع�است.

بررسیسایرگزینهها:

�ناحیۀ�پنجم. 4 �ناحیۀ�چهارم      3 �ناحیۀ�ششم      1

 x y, � همانند�علامت� x y, 3علامت� �در�ناحیۀ�پنجم�دستگاه� 807 1

x y z> > <0 0 0, , یعنی� است.� منفی� �z علامت� ولی� است� اول� ناحیۀ� در�

�جواب�است. 1 گزینۀ� است،�بنابراین�تنها�

بررسیسایرگزینهها:

�ناحیۀ�هفتم 4 �ناحیۀ�هشتم      3 �ناحیۀ��ششم      2

�در� x y, �همانند�علامت x y, 3علامت �در�ناحیۀ�هشتم�دستگاه 808 1

ناحیۀ�چهارم�است�و�علامت��zمنفی�است،�یعنی�باید�داشته�باشیم:

x m

y m

z

> ⇒ >
< ⇒ − <
< ⇒ − <







0 0
0 2 0
0 2 0

0 2< <m

صفر� آن� ( )z ارتفاع و� ( )x طول است،� � oy محور روی� که� نقطه�ای� � 809 2

�جواب�است. 2 گزینۀ� است،�یعنی�

چنین� ( , , )4 0 3 نقطۀ گزینه�ها� � در که� باشد� صفر� نقطه� عرض� باید� � 810 3

است.

�جواب�است. 3 گزینۀ� �باید�طول�نقطه�برابر�صفر�باشد،�بنابراین� 811 3
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سه� این� مختلط� ضرب� مطلق� قدر� با� برابر� السطوح� متوازی� حجم� � 1137 1

بردار�است:

V a b a b a b a b a b b a a

b a

= × + × − = × − × + × = ×
×

| ( ). ( ) ( ) | | ( ).( )| |( )

2

2� ��� ��� bb|2

a

b

= −
= −{ ( , , )

( , , )

1 1 1
1 2 2

a b V× = − − ⇒ = × =( , , ) ( )0 1 1 2 2 42  

مساحت� با� است� برابر� السطوح� متوازی� حجم� این�که� به� توجه� با� � 1138 4

�ارتفاع،�کافیست�حجم�را�بر�مساحت�قاعده�تقسیم�کنیم�تا�ارتفاع� قاعده�ضرب�در

به�دست�آید:�
a

b
a b c

= −

=




⇒ × = − − = −
( , , )

( , , )
( , , ) , ( , , )

2 1 0
0 1 3

3 6 2 4 0 1  

V c a b
c a b

a b
h= × = ⇒ =

×
× =

+ +
=| .( ) |

.( )

| |
14 14

9 36 4
2  

قدر�مطلق�ضرب�مختلط� 1
6

� �حجم�هرم�ساخته�شده�توسط��3بردار 1139 1

�3بردار�است:

V= = × − × − =1
6

1 1 0
0 2 2
3 0 3

1
6 1 6 1 6 2| | [ ( ) ( )]

2 1140 ابتدا�عبارت�درون�پرانتز�دوم�را�ساده�می�کنیم:

( ).((b ) ) ( ).(b c a c)a c a c a c− + × = − × + ×

را�روی�پرانتز�دوم�پخش�می�کنیم�و�حاصل�برابر�است�با: a c− حال�عبارت�

a a a c b c a c.(b c) .( ) .( ) .( )c c× + × − × − ×
0 0 0

��� �� ��� �� ��� ��
با�توجه�به�جابه�جایی�دوری�حاصل�عبارت�فوق�برابر�است�با:

a b c b c a
a c

.( ) .( ) ( , , ).( , , )× = × = − − =−
− × − + +
� � ��� ���1 1 2 2 1 0 1

2 1 0

�هر�سه�بردار�در�یک�صفحه�واقع�اند�و�به� 4  ,  2  , 1 گزینه�های� � 3 1141 در

�سه�بردارها�در� 3 گزینۀ� � طور�قطع��حاصل�ضرب�مختلط�آن�ها�صفر�است.�امّا�در

یک�صفحه�قرار�نمی�گیرند�و�حاصل�ضرب�مختلط�آن�ها�غیر�صفر�است.

کتور�بگیریم،�داریم: �فا a �را�به�طرف�اول�ببریم�و�از a c× گر 1 1142 ا

a b a c o a b c o

a o

a b c

b c

× − × = ⇒ × − = ⇒
=

−
=






( ) ||  

امّا� است،� نادرست� � 1 گزینۀ� و� نیست� آن� بر� عمود� دیگر� است� a b c|| − وقتی

در�یک� c b a, , یا�به�عبارتی b c− و a موازی�است�بردارهای b c− با a وقتی

صفحه�هستند�و�ضرب�مختلط�آن�ها�صفر�است.

و V
1

را�برحسب�مجموع�دو�بردار�در�راستای a که�بتوان 4 1143 برای�این�

آن�ها� مختلط� ضرب� یعنی� باشند،� هم�صفحه� V
2

و V
1

و � a باید نوشت� V
2

صفر�باشد:

 a V V m

m

m

.( ) ( ) ( ) ( )1 2
2 3

1
0
2
1
3
2
12
1 1 6 2 0 4 0 2 0× = − − − + + =−

−
=

=−
� ����� ������ ⇒ = −m

3
2

رابطۀ � در و� کنیم� بقیه�حساب� برحسب� را� بردارها� � از یکی� کافیست�  1144 4

قرار�دهیم: a b c.( )×
c a b a b a b a b aa b c

b a b b

= + ⇒ = × + = × =×
× + ×

2 3 2 3 2 0
2 3

.( ) .[ ( )] .( )� �� ��  

گر�ترکیب�خطی�سه�بردار�صفر�باشد،�سه�بردار� همان�طور�که�توضیح�دادیم�ا

هم�صفحه�اند�و�ضرب�مختلط�آن�ها�صفر�است.

می�باشند،� عمود� a بردار بر� همگی� a b a c a d× × ×, , بردارهای � 1145 1

بنابراین��همگی�درون�یک�صفحه�قرار�دارند�یا�به�تعبیری�دیگر،�موازی��یک�صفحه�اند.

هستند،�پس�قطعاً� i بر همگی�عمود� c i b i a i× × ×, , بردارهای  1146 4

�گیرند�و�در�نتیجه�ضرب�مختلط�آن�ها�صفر�است. همگی�درون�یک�صفحه�قرار

ADدرون�یک�صفحه�باشند�یعنی�ضرب  AC AB
→ → →
, , 4 1147 باید�بردارهای

مختلط�آن�ها�صفر�باشد.
AB AC AD

a

→ → →
× =

−
=

− −
.( )

0
1

1
3
9

2
3
61
0  

0 18 27 1 6 3 3 2 9 3 3 0( ) ( ) ( )− + − + − − + =a a  

( ) ( )9 3 2 12 3 0 15 3 0 5− − − = ⇒ − + = ⇒ =a a a a  

N
O

T
E

برای تشخیص زنده یا مرده بودن یک انسان، 

به شرف او نگاه کنید، نه به نبض او .... 

»ارنستو چگوارا«
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