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من فکر می کنم، پس هستم

I think therefor I am.

درس اول : ....................................................................... ترسیم های هندسی

درس دوم : ..................................................................................... استدلال

کرد.   که فلسفه را از خواب سنگین قرون وسطی بیدار  کسی  رنه دکارت ریاضیدان و فیلسوف فرانسوی پدر فلسفۀ مدرن و هندسۀ تحلیلی 
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کمتر از 3 واحد است،  تشکیل یک شکل هندسی می دهند.  که فاصلۀ آن ها از نقطۀ ثابت O در این صفحه بیشتر از 2 و  Test همۀ نقاطی از صفحه 

مساحت این شکل چقدر است؟ 
7 π )4  4 π )3  9 π )2  5 π )1

1 نقاطی که فاصلۀ آن ها از O بیشتر از 2 واحد باشد، بیرون دایره ای به مرکز O و شعاع 2 واحد هستند، همچنین نقاطی 

که فاصلۀ آن ها از  O کمتر از 3 واحد باشد، داخل دایره ای به مرکز O و شعاع 3 واحد قرار می گیرند. پس شکل هندسی مورد 
نظر ناحیۀ بین دو دایره )قسمت رنگی ( است و مساحت آن برابر است با:

= مساحت ناحیۀ رنگی کوچک - مساحت دایره بزرگ  مساحت دایره  = − = − =π ππ π π( ) ( )3 92 4 52 2

2
3

O

 در این درس با انواع ترسیم های هندسی سروکار داریم و منظور از ترسیم های هندسی رسم سه دستۀ مهم از اشکال هندسه است:
1 اشکالی مانند پاره خط، نیم خط و خط راست

کمانی از یک دایره 2 اشکالی مانند دایره یا 

که با ترکیبی از دو ترسیم قبلی حاصل می شوند. 3 اشکالی مانند مثلث، چهارضلعی و... 

که خط کش فقط برای ترسیم خط راست مورد استفاده قرار   برای رسم این اشکال از دو وسیلۀ مهم به نام خط کش و پرگار استفاده می شود 
کرد و دهانۀ آن به اندازۀ دلخواه باز می شود. کمانی از دایره را رسم  که با آن می توان دایره یا  می گیرد ]نه‌برای‌اندازه‌گیری[ و پرگار وسیله ای است 

گاهی  گی مشترکی دارند، این مجموعۀ نقاط را مکان هندسی می نامیم. ]  که ویژ که رسم می کنیم مجموعۀ نقاطی هستند   بسیاری از اشکالی 
گفته می شود[. از طرفی مهم ترین اشکال هندسی نقطه، خط و صفحه هستند، بنابراین مکان هندسی نقاطی از صفحه  به آن، مکان نقطه نیز 

که از یک نقطه و یک خط به فاصلۀ ثابتی هستند، اهمیت ویژه ای دارد:

که به فاصلۀ k واحد از نقطۀ  A قرار دارند، دایره ای به مرکز A و به شعاع k است. 1 مکان هندسی نقاطی از صفحه 
k

A

که به فاصلۀ k واحد از خط d قرار دارند، دو خط به موازات خط d و به فاصلۀ k واحد از آن هستند. 2 مکان هندسی نقاطی از صفحه 

 

ی
دس

هن
ن 

کا
 م

که فاصلۀ آن ها از خط  d برابر 3 واحد باشد؟. 1 وض است. چند نقطه در صفحه وجود دارد  خط d در صفحه مفر

4( بیشمار    4 )3  2 )2  1 )1

سکه ای به شعاع 2 را روی یک صفحۀ مستطیلی به اضلاع 6 و 8 پرتاب می کنیم. در صورتی که مرکز سکه داخل مستطیل باشد، مساحت محدود به مکان هندسی . 2

کدام است؟ کاملًا داخل مستطیل قرار بگیرد،  مرکز سکه برای این که سکه 

24 )4  12 )3   6 )2  8 )1

کدام مساحت است؟. 3 که فاصلۀ آن از تمام رئوس بزرگتر از 1 است، دارای  وض است، مکان هندسی نقاطی از صفحه  ABCDبه ضلع 2 مفر بع مر

 4 2− π )4   4 2− π
)3   4 −π )2   π )1

1   APTERHC

1596-1650
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Rene Descartes درس اول

  ص 10 تا 16 هندسه دهم

ترسیم های هندسی
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1 واحد باشد؟ 5/ که فاصلۀ آن ها از قطر AC برابر  بع وجود دارد  ، چند نقطه روی محیط مر 2 2 بع  ABCD به ضلع Test در مر

4( بیشمار  4 )3  2 )2 1( هیچ 

که آیا  کنیم  که به فاصلۀ 1/5 واحد از قطر AC قرار دارند، روی دو خط به موازات AC و به فاصلۀ 1/5 واحد از آن واقع اند. حال باید بررسی  3 نقاطی 

این دو خط نقطۀ تقاطعی با اضلاع مربع دارند یا نه؟

این نقاط در صورت وجود جواب های تست هستند:
           a BD a OB OD= ⇒ = = × = ⇒ = =2 2 2 2 2 2 4 2( )                                                                                     

1، پس این دو خط، اضلاع مربع را در 4 نقطه قطع می کنند.  5/ <OD چون

 

ی
دس

هن
ل 

شک
ک 

و ی
ی 

دس
هن

ن 
کا

ک م
ک ی

ترا
ش

ا

گی به خصوصی باشد« در این موارد ابتدا مکان   در برخی از سؤالات هندسه از ما می پرسند »چند نقطه روی یک شکل وجود دارد که دارای ویژ
گی به خصوص دارند را پیدا می کنیم و سپس به بررسی تعداد نقاط تقاطع آن مکان هندسی و شکل گفته شده می پردازیم. هندسی نقاطی که آن ویژ

 نقطۀ A به فاصلۀ 4 واحد از خط d واقع است. چند نقطه روی خطd به فاصلۀ 7 واحد از نقطۀ A وجود دارد؟
7 است،  4>   نقاطی که به فاصلۀ 7 واحد از نقطۀ A قرار دارند روی دایره ای به مرکز A و به شعاع 7 قرار دارند و چون
پس این دایره ] به عنوان یک مکان هندسی [ خط d را در 2 نقطه قطع می کند و همین نقاط، جواب های مورد نظر هستند.

 
B CH

A

7
4

d

2واحد از مرکز لوزی باشد؟. 4 5/ که به فاصلۀ در لوزی به اقطار 6 و 8 چند نقطه روی محیط لوزی وجود دارد 
 4 )2 1( هیچ  

4( بیشمار    8 )3

گر اندازۀ قطر AB برابر 8 باشد، چند نقطه روی محیط دایره به فاصلۀ 5 واحد از قطر AB وجود دارد؟. 5 Cا O R( , ) در دایرۀ
    2 )2 1( هیچ  

BA
O

4( بیشمار    4 )3

که فاصلۀ آن ها از قاعدۀ BC برابر 6 باشد؟. 6 BC و مساحت مثلث 36 باشد، چند نقطه روی دو ضلع دیگر مثلث وجود دارد  == 8 گر  در مثلث ABC ا
2( هیچ    1 )1

4( 1 یا 2   2 )3

2 باشد؟ . 7 4/ BD برابر  وی اضلاع مستطیل وجود دارد که فاصلۀ آنها از قطر  BC چند نقطه ر == 4 ABو  == 3 ABCD به اضلاع در مستطیل 
1 )2 1( هیچ  

A

B C

D

 4 )4   2 )3

در شکل زیر فاصلۀ مرکز دایره از خط d برابر 6 است، چند نقطه روی محیط دایره به فاصلۀ 10 واحد از خط d وجود دارد؟. 8

1 )2   2 )1
d

O

6

8 8H

 4 )4   3 )3

که اختلاف فاصلۀ آن ها از AB و CD برابر 4 . 9 وض است. چند نقطه روی قطرهای مستطیل وجود دارد  AD مفر == 6 AB و == 8 مستطیل ABCD به اضلاع
واحد باشد؟ 

2 )2 1( هیچ  

A B

CD

O 4( بیشمار       4 )3

6 واحد از نقطۀ A وجود دارد؟. 10 5/ نقطۀ A به فاصلۀ 5 واحد از خط d واقع است. چند نقطه روی خط d به فاصلۀ 
 2 )2   1 )1

4 )4 3( هیچ  

گر فاصلۀ نقطۀ A از خط وسط برابر 3 واحد باشد، چند نقطه روی این خطوط به فاصلۀ 5 واحد از نقطۀ A وجود دارد؟. 11 سه خط موازی با فاصلۀ 2 واحد از هم واقع اند. ا

  3 )1
2 )2

  6 )3

 5 )4
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BC و مساحت برابر 12 باشد. چند نقطه روی قاعدۀ BC به فاصلۀ 3 واحد از رأس A وجود دارد؟. 12 == 6 گر  در مثلث ABC ا
2( یک  1( هیچ   

4( چهار 3( دو  

2باشد؟. 13 5/ کمتر از   A که فاصلۀ آن ها از رأس در مستطیل ABCD به اضلاع 3 و 4 چند نقطه روی قطر BD وجود دارد 

2( یک  1( هیچ  
A B

CD

4( بیشمار  3( دو  

2 واحد باشد؟. 14 بع  که فاصلۀ آن ها از مرکز مر بع ABCD به ضلع 4 چند نقطه روی محیط آن یافت می شود  در مر

4 )2   2 )1

A

B C

D

O 4( هیچ    8 )3

بع باشد؟. 15 که به فاصلۀ 5 واحد از مرکز مر بع ABCD به ضلع 8 چند نقطه روی محیط آن یافت می شود  در مر
 4 )2   2 )1
8 )4 3( هیچ  

که به فاصلۀ 4 واحد از محل تلاقی قطرهای مستطیل باشد؟. 16 در مستطیل ABCD به اضلاع 6 و 8 چند نقطه روی اضلاع وجود دارد 
8 )4  6 )3  4 )2  2 )1

که فاصلۀ آن ها از وسط ضلع AB برابر 2 باشد؟. 17 در مثلث متساوی الاضلاع ABC به ضلع 4 واحد چند نقطه روی محیط مثلث وجود دارد 

3 )2   2 )1

O
BA

C

 6 )4   4 )3

2است. چند نقطه روی محیط مثلث وجود دارد که فاصلۀ آن ها از وسط وتر مثلث برابر 2 باشد؟. 18 2 در مثلث قائم الزاویۀ متساوی الساقین ABC اندازۀ ضلع قائم
 2 )2    1 )1
4 )4   3 )3

که به فاصلۀ 3 واحد از . 19 در ذوزنقۀ متساوی الساقین ABCD به مساحت 90 و اندازۀ قاعده ها 18 و 12 است چند نقطه روی قاعده های ذوزنقه یافت می شود 
محل تلاقی قطرهای ذوزنقه باشد؟

 3 )2 1( هیچ  

4 )4   2 )3

که فاصلۀ آن از دو قاعده یکسان باشد؟ چند نقطه روی قطرهای ذوزنقۀ ABCD وجود دارد  Test

4( بیشمار   4 )3  2 )2 1( نامشخص 

2 نقاطی که به فاصلۀ یکسان از دو قاعدۀ ذوزنقه قرار دارند، روی خطی موازی دو قاعده هستند که فاصلۀ آن از هر کدام از 

قاعده ها نصف ارتفاع ذوزنقه است. این خط قطعاً قطرهای ذوزنقه را در دو نقطۀ P و Q قطع می کند. ] این‌خط‌را‌خط‌میانگین‌
ذوزنقه‌می‌نامند[.
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که مهم ترین آن ها عبارتند از:  یکی از مهم ترین مکان های هندسی در صفحه، مکان هندسی نقاط هم فاصله از دو چیز است 

که از دو نقطۀ A و B به یک فاصله هستند، عمودمنصف پاره خط AB است. 1 مکان هندسی نقاطی از صفحه 

بین  و  خط  دو  آن  موازی  خطی  هستند،  فاصله  یک  به   d
2

و d
1

موازی خط  دو  از  که  صفحه  از  نقاطی  هندسی  مکان   2

آن هاست.

به یک فاصله هستند، نیمسازهای آن دو خط متقاطع   d
2

و d
1

از دو خط متقاطع که  از صفحه  نقاطی  3 مکان هندسی 

است ]این نیمسازها همواره برهم عمودند[.
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که از قطرهای آن به یک فاصله باشد؟. 20 چند نقطه روی محیط یک مستطیل وجود دارد، 
 2 )2   1 )1

4( بیشمار    4 )3

         

که از A و B به یک فاصله و از C به فاصله 3 سانتی متر باشد؟ وض اند. چند نقطه وجود دارد  Test نقاط A , B,C در صفحه مفر

کثر 2 نقطه  2( حدا کثر یک نقطه   1( حدا

4( هیچ نقطه ای وجود ندارد. 3( دقیقاً 2 نقطه  

2 مکان هندسی نقاطی که از A و B به یک فاصله اند، عمودمنصف AB است. مکان 

هندسی نقاطی که ازC به فاصلۀ 3 سانتی متر هستند، دایره ای به مرکز C و به شعاع 3 است. 
AB با این دایره، جواب این مسئله است. با توجه به شکل های  نقاط تلاقی عمود منصف 
کثر 2 نقطه وجود دارد.   مقابل مسئله دو جواب یا یک جواب یا بدون جواب است. پس حدا

عمود منصف پاره خط AB است.( ∆(                
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گی را«، در این موارد ابتدا مکان هندسی نقاطی  گی را داشته باشد و هم آن ویژ در بعضی سؤال ها از ما می پرسند »چند نقطه وجود دارد که هم این ویژ  
ک )تقاطع( این دو مکان هندسی می پردازیم. گی را دارند پیدا می کنیم، سپس به بررسی تعداد نقاط اشترا گی و نیز مکان هندسی نقاطی که آن ویژ که این ویژ

 نقطۀ A به فاصلۀ 4 واحد از خط d واقع است. چند نقطه در صفحه وجود دارد که به فاصلۀ 3 واحد از نقطۀ A و به فاصلۀ 2 واحد از خط d باشد؟
که به فاصلۀ 3 واحد از نقطۀ A قرار دارند، روی دایره ای به شعاع 3 و به مرکز A واقع اند ]این ویژگی[. همچنین نقاطی   نقاطی 
d و به فاصلۀ 2 واحد از آن قرار دارند ] آن ویژگی[. حال باید  d قرار دارند، روی دو خط به موازات  که به فاصلۀ 2 واحد از خط 
که در شکل مشخص است این دو مکان هندسی همدیگر  کنیم. همان طور  ک این دو مکان هندسی را بررسی  تعداد نقاط اشترا

گفته شده وجود دارد. را در 2 نقطه قطع می کنند، بنابراین 2 نقطه با شرایط 
2

d

1

2

2

A

3

d

d

و همچنین از دو قاعده به یک فاصله باشد؟. 21 C و A که از دو رأس مقابل ABCDوجود دارد  چند نقطه در صفحۀ ذوزنقۀ

2( دقیقاً یک  1( هیچ  

4( نامشخص کثر دو   3( حدا

سانتی متر باشد؟. 22 1 5/ به فاصلۀ d به فاصلۀ 2 سانتی متر و از A که از چند نقطه در صفحه وجود دارد 
2( یک  1( هیچ  

A

Hd

3

4( بیشمار  3( دو  

و A و همچنین . 23 B ABCDبه قاعده هایCDو AB هستند، چند نقطه در صفحه می توان یافت که از نقاط Aرئوس ذوزنقۀ قائم الزاویۀ B C D, , , نقاط
به یک فاصله باشند؟ C و D از نقاط

4( بیشمار 3( دو  2( یک  1( هیچ 

کدام نمی تواند باشد؟. 24 باشد،  C که به فاصلۀ 3 سانتی متر از  A و B وض اند، تعداد نقاط هم فاصله از Aدر صفحه مفر B C, , نقاط

4( چهار 3( دو  2( یک  1( صفر 

وض اند، تعداد نقاطی از صفحه  که از A و B به یک فاصله و از d به فاصلۀ 3 سانتی متر . 25 دو نقطۀ A و B و خط d که شامل هیچ یک از نقاط نیست در صفحه مفر
کدام نمی تواند باشد؟ باشد، 

4( یک 3( دو  2( بیشمار  1( هیچ 

به یک فاصله و از A به فاصلۀ 2 باشد؟. 26 d2 و d1 کثر چند نقطه در صفحه یافت می شود که از وض است، حدا و نقطه A در صفحۀ آن ها مفر d2 d1 و  دو خط متقاطع 

4( هشت 3(  چهار   2( دو  1( یک  

به یک فاصله باشد؟. 27 d2 و d1 به فاصلۀ 3 و از A که از متقاطع اند، چند نقطه در صفحه وجود دارد  A در نقطۀ d2 و d1 دو خط

4( هیچ 3( بیشمار  2( چهار  1( دو 

وA و همچنین از رئوسD و C به یک فاصله باشند؟. 28 B CDغیرموازی اند، چند نقطه در صفحه یافت می شود که از رئوس ABو ABCDاضلاع در چهارضلعی

4( بیشمار 3( دو  2( یک  1( هیچ 

)Bبا هم برابر باشد؟. 29 , )0 1−− )Aو , )3 0 ها هم فاصله بوده و در ضمن فاصلۀ آن از دو نقطۀ y ها و محور x چند نقطه در صفحۀ مختصات وجود دارد که از محور

4( بیشمار 3( دو  2( هیچ  1( یک 
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ها باشند؟. 30 x ها هم فاصله بوده و به فاصلۀ 2 واحد از محور y ها و محور x که از محور چند نقطه در صفحه وجود دارد 
2( چهار  1( دو  

4( بیشمار 3( هیچ  

بع اول و سوم برابر 2 باشد؟. 31 )Bبه یک فاصله بوده و فاصلۀ آن ها از نیمساز ر , )0 1−− )Aو , )3 0 که از نقاط چند نقطه در صفحه وجود دارد 
2( دو  1( یک  

4( چهار 3( هیچ  

که به فاصلۀ 3واحد از A و به فاصلۀ 2 واحد از B باشد؟ Test دو نقطۀ A و B به فاصلۀ 6 واحد از هم قرار دارند. چند نقطه در صفحه وجود دارد 

2( دو  1( یک  

4( هیچ 3( چهار  

4 با توجه به این که فاصلۀ A و B از هم6واحد است، دایرۀ به مرکز A و به شعاع3 و دایرۀ به مرکز B و به شعاع2همدیگر 

4 صحیح است.  گزینۀ را قطع نمی کنند، پس 
A B

3 2

3 2+ < 6

 

ور
شه

 م
ی

دس
هن

ن 
کا

 م
دو

ک 
ترا

ش
ا

که پرسیده می شود »چند نقطه در صفحه وجود دارد  که مربوط به تقاطع دو مکان هندسی است، حالتی است   یکی از مشهورترین حالاتی 
و دایرۀ به مرکز B و به شعاع k

1
از نقطۀ B باشد«، در این حالت باید وضعیت دایرۀ به مرکز A و به شعاع k

2
k از نقطۀ A و به فاصلۀ

1
که به فاصلۀ

خ می دهد: که سه حالت عمده ر کنیم  را بررسی  k
2

] M
2

M و
1

گر این دو دایره متقاطع باشند، دو نقطه با شرایط فوق وجود دارد. ]نقاط 1 ا

] M
1

گر این دو دایره مماس باشند، فقط یک نقطه با شرایط فوق وجود دارد. ]نقطۀ 2 ا

گر این دو دایره همدیگر را قطع نکنند، هیچ نقطه ای با شرایط فوق وجود ندارد. چون دو دایره همدیگر را قطع نکرده اند، 3 ا
نقطه ای دیده نمی شود.

| مقایسه می کنیم: |R R1 2− R و R1 2+ و طول خط المرکزین d  نسبت به هم، d را با R
2

و R
1

 برای تشخیص وضعیت دو دایره به شعاع های

جوضعیت جمتخار متداخلمماس داخلمتقاطعمماس خار

dرابطه R R> +1 2d R R= +1 2| |R R d R R1 2 1 2− < < +d R R= −| |1 2d R R< −| |1 2

شکل
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2 واحد از B باشد؟. 32 6/ 5واحد از A و به فاصلۀ 1/ که به فاصلۀ 7واحد از هم قرار دارند. چند نقطه در صفحه وجود دارد  5/ دو نقطۀ A و B به فاصلۀ
2( دو  1( یک  

4( هیچ 3( چهار  

که فاصلۀ آن ها از رأس های متقابل A و C برابر 2 باشد؟ . 33 بع وجود دارد  وض است، چند نقطه در صفحۀ مر بع ABCD به ضلع 4 مفر مر
 2 )2 1( صفر  

3 )4   4 )3
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و 
ی 

واز
 م

ط
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 و
ف

ص
من

د 
مو

 ع
سم

ر

 ترسیم های مورد بحث در کتاب درسی را می توان به 4 دستۀ عمده تقسیم کرد که هر کدام دارای نتایج خاص خود هستند:

ترس�مها انهواع

                                                                                رسم عمود منصف         رسم نیمساز                  رسم مثلث             رسم چهار ضلعی

کتاب درسی، رسم عمودمنصف است.  اولین و مهم ترین ترسیم مورد بحث در 
برای رسم خط عمودمنصف پاره خط AB، دهانۀ پرگار را به اندازۀ مناسب )بیش از نصف طولAB( باز می کنیم و یک بار 
کمان هایی رسم می کنیم. سپس به کمک خط کش خطی رسم می کنیم که از محل تقاطع    B و یک بار به مرکز A به مرکز

دو کمان بگذرد، این خط همان عمودمنصف AB است ] در‌این‌ترسیم‌2بار‌از‌پرگار‌و‌یک‌بار‌از‌خط‌کش‌استفاده‌می‌شود[.

از رسم عمودمنصف، در سه ترسیم بسیار مهم دیگر نیز استفاده می شود:

کمک پرگار دو نقطه مانند A و B روی خط d طوری پیدا  1 برای رسم خط عمود بر خط d از نقطۀ M واقع بر آن، ابتدا به   

کند[،  B قطع  A و  d را در  M و به شعاع دلخواه دایره ای رسم می کنیم تا خط  MA. ]یعنی به مرکز  MB= که می کنیم 

سپس عمودمنصف پاره خط AB را رسم می کنیم ]در‌این‌ترسیم‌‌3بار‌از‌پرگار‌و‌یک‌بار‌از‌خط‌کش‌استفاده‌می‌شود[.

  از یک نقطه مانند A روی خط d فقط یک عمود می توان بر خط d رسم کرد.

کمک پرگار نقاطی مانند A و B بر خط d طوری  2 برای رسم خط عمود بر خط d از نقطۀ M غیر واقع بر خط d، ابتدا به 

 B و A را در نقاط  d کمان می زنیم تا خط کار به مرکز M و شعاع دلخواه  MA باشد ]برای این  MB= که پیدا می کنیم 

کند[، سپس عمودمنصف پاره خط AB را رسم می کنیم. ]در‌این‌ترسیم‌‌3بار‌از‌پرگار‌و‌یک‌بار‌از‌خط‌کش‌استفاده‌می‌شود[.  قطع 

  از یک نقطه مانند A خارج خط d فقط یک عمود می توان بر خط d رسم کرد.

که از M بگذرد و بر d عمود  d را به گونه ای رسم می کنیم 
1

ج آن، ابتدا خط 3 برای رسم خط موازی خط d از نقطۀ M خار

از‌ بار‌ ‌2 و‌ پرگار‌ از‌ بار‌ ‌6 ترسیم‌ این‌ ]در‌ باشد  d عمود 
1

بر و  M بگذرد  از  که  به گونه ای رسم می کنیم  را   d
2

باشد، سپس خط

خط‌کش‌استفاده‌می‌شود[.

  دو خط عمود بر یک خط با هم موازی اند.

Test   در مثلث قائم الزاویه به اضلاع 6  و  2 عمود منصف وتر امتداد ضلع کوچکتر  را در M قطع می کند. فاصلۀ M از نزدیک ترین رأس مثلث کدام است؟

 8 )2   7/5 )1
25
3 )4   10 )3

2 می دانیم هر نقطه روی عمود منصف از دو سر پاره خط به یک فاصله است. 

MBخواهد بود.  MC x= = +2 بنابراین ازنقطۀ M به سر دیگر پاره خط یعنی C وصل می کنیم. در این صورت 

حال در مثلث AMC به کمک فیثاغورسx به دست می آید:     

 ( )
, ,

x x x+ = +  → =2 6 82 2 2
6 8 10                                                                                                                                                                    
حدس
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کز مختلف است؟ . 34 وض است. برای رسم عمودمنصف پاره خط AB طبق روش بیان شده در کتاب درسی نیاز به رسم چند کمان با مرا پاره خط AB به طول 8 واحد مفر

 2 )2   1 )1

4 )4   3 )3
کز A و B کمان هایی رسم کنیم. برای این که . 35 3 باز کرده ایم تا به مرا 1a−− وض است. در رسم عمودمنصف AB دهانۀ پرگار را به اندازۀ پاره خط AB به طول 10 مفر

کدام باید باشد؟   a گیرد. حدود ترسیم به درستی انجام 

 1
3 2< <a  )2   0 2< <a  )1

a > 11
3  )4    a > 2  )3

کدام است؟. 36 که از نقطه های A و B به یک فاصله باشند،   d غیرموازی و غیرعمود باشند، تعداد نقاط واقع بر AB و پاره خط d گر خط ا

2( حداقل دو نقطه  1( دقیقاً دو نقطه   

4( بیشمار نقطه 3( دقیقاً یک نقطه  

کمان هایی . 37  B و A کز که در رسم آن، به مرا وض اند. شکل زیر ترسیم عمودمنصف پاره خطAB را نشان می دهد  دو نقطۀ A و B مطابق شکل روی خط D مفر
کدام است؟ BH باشد، فاصلۀ دو نقطۀ M و N از هم  b== ++3 AH و  a== که  رسم شده، در صورتی 

  26 )1

12 )2

  18 )3

D

 24 )4

کدام است؟ . 38  Cاز رأس M قطع می کند، فاصلۀ M را در CD قاعدۀ AC است. عمودمنصف قطر AD == 8 CDو == 16 در ذوزنقۀ ABCD مطابق شکل

  10 )1

 6 )2

  9 )3

A B

CD
M

8

 7 )4

کدام روش درست است؟. 39  M گذرا از نقطۀ M روی خط d قرار دارد، برای رسم خط عمود بر d و 

AB و سپس رسم عمودمنصف M با فاصلۀ مساوی از B و A کردن دو نقطۀ 1( پیدا 

M گذرا از گذرا از M و مماس بر d و سپس رسم شعاع  2( رسم دایره ای 

AB و رسم منصف B و A گرفتن دو نقطۀ دلخواه مانند 3( در نظر 

کرده، سپس مماس بر  دایره  در M را رسم می کنیم. 4( از نقطۀ دلخواه A روی خط d دایره ای به شعاع AM رسم 

کدام است؟. 40 گام  کتاب درسی اولین  ج خط d طبق روش بیان شده در  در رسم خط عمود بر خط d از نقطۀ M خار

d گرفتن دو نقطۀ دلخواه روی خط 2( در نظر   d 1( رسم دو خط غیرعمود بر خط

d کردن پای عمود روی خط 4( پیدا  3( رسم دایره ای به مرکز M  که خط را در دو نقطه قطع کند. 

کمان های بیشتری داریم؟. 41 کتاب درسی نیاز به ترسیم  کدام یک از موارد زیر طبق روش های  در رسم 

2( رسم خط عمود بر یک خط از نقطه ای غیرواقع بر آن 1( رسم خط عمود بر یک خط از نقطه ای واقع بر آن 

4( هر سه یکسان هستند. ج آن  3( رسم خط موازی یک خط از نقطه ای خار

کدام ترسیم استفاده می شود؟. 42 ج خط از  در ترسیم خط عمود بر یک خط از نقطه ای خار

2( ترسیم خط عمود بر یک خط از نقطه ای واقع بر آن 1( ترسیم خطی موازی یک خط 

که از دو خط متقاطع به یک فاصله است. 4( ترسیم خطی  3( ترسیم عمودمنصف یک پاره خط 

کدام ترسیم در صورت نیاز متقدم بر سایرین است؟. 43 کتاب درسی  در ترسیم ارتفاع AH از مثلث ABC طبق روش بیان شده در 

 BC و متقاطع با A کمانی به مرکز 2( ترسیم   BC 1( ترسیم عمودمنصف ضلع

BC و به شعاع بزرگتر از نصف  C و B کز کمان هایی به مرا 4( رسم   BC و عمود بر A گذرا از 3( ترسیم خط 
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دور از امنیّت محل سکونت تان، دنیا برای راحتی شما ساخته نشده است.

Away from the safety of your home ,the universe was not made for your convenience.

درس اول : ............................................................... نسبت و تناسب در هندسه

درس دوم : ................................................................................ قضیۀ تالس

درس سوم و چهارم : ........................................................... تشابه و کاربردها 

گر فکر می کنید بسیار باهوش هستید، ادوارد ویتن از شما باهوش تر است.  یکی از ریاضیدانان بزرگ در مورد او می نویسد: ا
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درس دوم

ص 34 تا 37 هندسه دهم

قضیۀ  تالس

 

زء[
 ج

به
زء 

]ج
س 

تال
یۀ 

ض
ق

‌هرگاه‌‌در‌یک‌مثلث،‌خطی‌راست‌موازی‌یکی‌از‌اضلاع،‌دو‌ضلع‌دیگر‌مثلث‌را‌در‌
که‌اندازۀ‌آن‌ها‌تشکیل‌ کند،‌روی‌آن‌دو‌ضلع،‌‌4پاره‌خط‌جدا‌می‌کند‌ دو‌نقطه‌قطع‌

یک‌تناسب‌می‌دهد‌]این‌قضیه‌را‌تالس‌جزء‌به‌جزء‌می‌نامند[.

A

NM

CB

  AM
MB

AN

NC
=

 در شکل مقابل MN و BC موازی اند. طول پاره خط NC کدام است؟
A

NM

C

6

7/5

B

5

‌‌‌‌
‌‌
7 5
6

5 6 5
7 5 4/

/
= ⇒ = × =
NC

NC

کنیم. که اندازۀ پاره خط MN نه داده شده بود و نه خواسته  شده بود، بهتر است از تالس جزء به جزء استفاده   در مواردی 
ً

 معمولا

کدام است؟  x است، مقدار BC موازی قاعدۀ MN در شکل مقابل Test

3 )2   2 )1+3xx

+1x -1x3

A

M N

B C

 5 )4   4 )3

2 چون در این تست اندازۀ پاره خط MN نه داده شده و نه خواسته  شده، بهتر است از تالس جزء به جزء 

کنیم: استفاده 
AM

MB

AN

NC

x

x

x

x
x x x x= ⇒ + = +

− ⇒ − = + +1
3

3 1 3 4 32 2 2 5 3 0 3 2 1 0 1
2

3
2
x x x x

x

x

− − = ⇒ − + = ⇒{ = −

=
( )( )

غ ق ق

کدام است؟ 3 168  x است. مقدار DE BC|| در شکل مقابل 
  5 )1

7 )2

  3 )3

  −5 )4

کدام است؟ 3 169  x موازی اند. بزرگ ترین مقدار BC و MN در شکل مقابل

3 )2   2 )1

  1 5/ )4   4 )3

 

 

ل [
ه ک

ء ب
جز

 [ 
س

تال
یۀ 

ض
ق

کند‌و‌با‌ضلع‌سوم‌موازی‌باشد،‌مثلثی‌را‌از‌مثلث‌اصلی‌جدا‌می‌کند‌ گر‌خطی‌دو‌ضلع‌از‌اضلاع‌مثلثی‌را‌قطع‌ ‌ا
کل[‌می‌نامند.‌ که‌اندازۀ‌ضلع‌های‌آن،‌با‌اندازۀ‌ضلع‌های‌مثلث‌اصلی‌متناسب‌است‌این‌قضیه‌را‌]تالس‌جزء‌به‌

A

NM

CB

‌‌‌‌‌ ‌‌‌ AM
AB

AN

AC

MN

BC
= =

 در شکل زیر اندازۀ پاره خط MN کدام است؟

      
       

AM

AB

MN

BC

MN
MN= ⇒ = ⇒ =3

10 12 3 6/

به طور کلی زمانی از تالس جزء به کل استفاده می کنیم که پاره خط NM داده یا خواسته شده باشد.

L n.e 2sso
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ل [
ه ک

ء ب
جز

 [ 
س

تال
یۀ 

ض
. ق

..

کل را از سمت قاعده به سمت رأس ها نیز می توان نوشت، اما در این حالت MN را نمی توان در نسبت دخالت داد.  تالس جزء به 
  مقدار x در شکل مقابل کدام است؟

کل را از قاعده به سمت رأس می نویسیم:   تالس جزء به 

 
x

x x

x
x x+ − = + ⇒ = ⇒ = ⇒ =

( )5
3
3 4 5

3
7 7 15 15

7

D قطع  BA را در نقطۀ  AM رسم شده و امتداد  C خطی موازی میانه  BC==7است. از رأس  AC==6و ABC ، اضلاعAB==4و در مثلث   Test

کدام است؟     )خارج - 98(  BD کرده است. اندازۀ
9 )4  8/5 )3  8 )2  7/5 )1

کنیم: کل استفاده  2 چون صحبت از دو خط موازی است به سراغ تالس می رویم و چون BDرا می خواهد باید از تالس جزء به 

      BA
BD

BM

BC BD
BD= ⇒ = ⇒ =4

7
2
7 8    

کدام است؟3 170  DE است. اندازۀ پاره خط DE BC|| در شکل مقابل

   7
3 )1

3 )2

   1 5/ )3

  8
3 )4

کدام است؟ 3 171  BC در شکل مقابل اندازۀ
  16 )1

14 )2

  12 )32

3/5 0/5
AB

C

D

E

 18 )4

 
س

تال
س 

عک

گر‌خطی‌روی‌دو‌ضلع‌مثلثی‌چهار‌پاره‌خط‌با‌اندازه‌‌های‌متناسب‌جدا‌کند،‌آنگاه‌با‌ضلع‌سوم‌مثلث‌موازی‌است.‌]عکس‌قضیۀ‌تالس[ ‌ا

‌‌‌ ‌‌‌
x

y

z

t
MN BC= ⇒ ||

 اشاره ای به خط موازی قاعده نمی شود و یا حتی گاهی اصلًا چنین خطی وجود 
ً

 در سؤال هایی که به کمک عکس تالس حل می شوند، معمولا
ندارد؛ اما در این حالت طول هر 4 قطعه روی ساق های مثلث معلوم است و اعداد طوری هستند که نسبت آن ها یک تناسب تشکیل می دهد.

کدام است؟   x،با توجه به شکل مقابل Test

 6 )2   5 )1

A

CB

12

15

8

10

D E+2x

3
x3

4
+

      6/5 )4   7/5 )3
 

AC را با  AB و  BC نشده است، پس ابتدا نسبت اندازه های پاره خط های ایجادشده بر اضلاع  DE و   1  در این مسئله، اشاره ای به موازی بودن 

هم مقایسه می کنیم:
 12

15
8
10= ⇒ DE BC    AD

AB

DE

BC

x

x

x x x x= ⇒ = +
+

⇒ + = + ⇒ = ⇒ =12
27

2
3 3

4

36 9 27 54 9 45 5
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کدام یک از شکل های زیر، پاره خط MN  موازی قاعدۀ BC  است؟ 3 172 در 

A

B

C

M

N

4
2

4/5

5

 )2  
A

B

C

M

N

4

1/5

2/5

3

 )1

A

B

C

M

N

6

8

7/5

6/5

 )4  
A

B C

N

43

5/5
7

M )3

کدام است؟ 3 173  OCE به مساحت مثلث OBD در شکل زیر نسبت مساحت مثلث

 4
5  )2    2

3  )1

B

A

C

D
E

O

64

5 7/5

 1 )4    5
6  )3

کدام وضع را دارند؟ 3 174 در شکل مقابل هر ضلع مثلث ABC به 4 قسمت مساوی تقسیم شده است. دو چهارضلعی سایه زده شده نسبت به هم 

2( هم محیط 1( هم مساحت  

B

A

C
4( متشابه  3( هم نهشت  

در شکل داده شده مساحت مثلث BDM چند درصد مساحت مثلث EMC است؟ 3 175

75 )2   50 )1

B

A

C

D
E

M 64/5

1/5

3/5 7

3

 48 )4   60 )3

کدام است؟  ون ذوزنقه تشکیل می شود،  که از امتداد ساق ها در بیر Test در ذوزنقه ای اندازۀ قاعده ها 4 و 9و طول ساق ها 6 و 5است. محیط مثلثی 

 12 8/ )4   12 2/ )3   11 6/ )2   11 4/ )1
کل برویم: 4  چون AB جزء  داده هاست باید به سراغ تالس جزء به 

D

M

C

A B
4

6

9

x y

5       MDC AB DC
x

x

y

y

∆
: || ⇒ + = + =5 6

4
9 ⇒ = = ⇒ = = =x y

x y5 6
4
5 4 24

5 4 8, /

 x y+ + =4 12 8/    بنابراین محیط مثلث MAB برابر است با:  

 

س
تال

در 
ی 

واز
ۀ م

واژ
م 

قی
ست

ر م
غی

ن 
بیا

موازی اند، می گویند فلان چهارضلعی، ذوزنقه است. ′d  گاهی اوقات به جای این که به طور مستقیم بگویند دو خط d و
 در ذوزنقۀ مقابل، اضلاع AD و BC را امتداد می دهیم تا یکدیگر را در نقطۀ M قطع کنند. فاصلۀ M از D چقدر است؟

ABاست می توانیم از تالس استفاده کنیم ؛ از طرف دیگر چون AB جزء داده های مسئله است باید از تالس جزء  CD||  چون
MA

MD

AB

DC

x

x
x x x x= ⇒ + = ⇒ = + ⇒ = ⇒ =5

4
7 7 4 20 3 20 20

3
به کل استفاده کنیم:                                             

MD MA AD= + = + =20
3 5 35

3
حال با معلوم شدن x فاصلۀ M از D قابل محاسبه است:                                           

M

B

D

5

4

7
C

A

x

کلمۀ موازی استفاده می شود و نه نامی از ذوزنقه است، بلکه از عکس قضیۀ خطوط موازی و مورب استفاده می کنند و به این وسیله، به  گاهی اوقات نه از   
بیان موازی بودن دو خط می پردازند.

کدام است؟ 3 176  x متقاطع اند. مقدار M امتداد ساق های آن در نقطۀ  ABCD در ذوزنقۀ

6 )2    5 5/  )1BA

C

x+1 x+7

M

x-3

D

x

  6 5/ )4   7 )3
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کوچکتر از AE است. اندازۀ AC کدام است؟ 3 177 در شکل زیر DECB ذوزنقه است و ساق BD  یک واحد 

5 )2   3 )1

B

A

C

D E

3

2
 7 )4   6 )3

کدام است؟ 3 178  x ذوزنقه است. مقدار MNCB در شکل مقابل

 2
5 )2    5

2  )1

B

A

C

x y+1

M N

2+2yx5-

  5
3 )4    3

5 )3

کدام است؟3 179  CN
AC

Nمی باشد. حاصل B 1 1== AM و  MB== 3 در شکل مقابل 

 1
3  )2    3

4  )1
1

1

A

B C

M N

  2
3  )4    1

4  )3

کدام است؟ 3 180 BE باشد، مساحت قسمت رنگ شده  == 4 AD و == 3 گر A می باشد. ا D == در مثلث قائم الزاویۀ ABC مطابق شکل

8 )2   6 )1

A

B C

D

E

3

4

 24 )4   12 )3

D مکمل هم باشند و امتداد اضلاع BC و AD در نقطۀ M به فاصلۀ 8 واحد از رأس A متقاطع باشند. اندازۀ ضلع 3 181 A و گر زوایای در چهارضلعی ABCD ا

AD کدام است؟ 
5 )2   4 )1

A

B

C

DM

2

8

5

x

 12 )4    18 )3

 

دی
ربر

 کا
کل

به 
زء 

 ج
س

تال

که‌طول‌سایه،‌بلندی‌یک‌درخت‌یا‌ارتفاع‌یک‌سازه‌و‌نظایر‌آن‌را‌از‌ما‌می‌خواهند‌و‌به‌طور‌مستقیم، کاربردی‌مجموعۀ‌مسائلی‌است‌ ‌منظور‌از‌تالس‌

‌صحبت‌از‌یک‌مثلث‌در‌هندسه‌نیست!
به  باید  این حالت  قرار دارد. در  قائم الزاویه  که اطلاعات داده شده و خواسته شده در مسئله، درون یک مثلث  این مسائل حالتی است  اول  تیپ   1

کنیم. کل خواستۀ مسئله را پیدا  که موازی ضلع عمودی قرار دارد توجه و با استفاده از تالس جزء به  پاره خطی 
که ساق قائم آن سطح زمین است. در این حالت با رسم  2 در تیپ دوم اطلاعات داده شده در مسئله روی اضلاع یک ذوزنقۀ قائم الزاویه قرار دارد 

یک خط به موازات ساق قائم، یک مثلث قائم الزاویه درون ذوزنقه ایجاد و اطلاعات  مسئله را به این مثلث منتقل می کنیم و در انتها قضیۀ تالس را روی 

این مثلث می نویسیم.

4متر ایستاده است. طول سایۀ این شخص روی زمین چند متر است؟  5/ Test شخصی با قد 180 سانتی متر در فاصلۀ 6 متری از تیر چراغ برق به ارتفاع

 4 )2   3 )1

 5 5/ )4    3 5/ )3

2  چون هیچ شکلی داده نشده است، باید شکل فرض خودمان را رسم کنیم. حال همۀ اندازه ها را برحسب متر می نویسیم، و با تیپ اول این مسائل مواجه 

هستیم:

DE

AB

CE

BC

x

x

x

x
= ⇒ = + ⇒ = +

1 8
4 5 6

2
5 6

/

/
 → = ⇒ =2

3 6 4x x

A

D

CB E

/54

متر 6

1/8

سا�هطول x=

تفضیل در مخرج
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1 متری بر نوک سایۀ درخت منطبق باشد و طول سایۀ چوب و درخت 6 و 120 متر باشد، ارتفاع درخت چند متر است؟3 182 5/ گر نوک سایۀ چوب در شکل زیر ا

 36 )1

24 )2

 30 )3

 25 )4

از نوک دکل و تیرک 3/5 متری بین آن ها، در یک 3 183 در شکل زیر، دکلی روی یک ساختمان به ارتفاع 20 متر نصب شده است. دید چشم ناظری با قد 1/5 متر 

راستا است. ارتفاع دکل چقدر است؟

  11/8 )1

12/2 )2

  12/8 )3

 11/5 )4

کردن در امتداد 3 184 8 متری از درخت بایستد، می تواند با نگاه  8/ گر او در فاصلۀ کردن ارتفاع یک درخت، یک تکه مقوا به شکل زیر ساخت. ا شخصی برای پیدا 

کدام است؟  1 متر است. ارتفاع تقریبی درخت  6/ وتر مثلث نوک درخت را ببیند، فاصلۀ تقریبی چشم او از زمین

/30

0/4

  7 8/  )1

8 )2

 8 2/ )3

 8 4/ )4

 

کل
به 

زء 
 ج

س
تال

ءو 
جز

به 
زء 

 ج
س

تال
ب 

رکی
ت

گر‌در‌مسائل‌مربوط‌به‌تالس،‌هم‌اعداد‌روی‌ساق‌های‌مثلث‌و‌هم‌اعداد‌مربوط‌به‌قاعده‌‌ها‌]‌لااقل یکی از دو قاعده‌[‌مجهول‌بودند،‌اما‌برحسب‌ ‌ا
کل‌روی‌قاعده‌و‌خط‌موازی‌آن. کنیم.‌یک‌بار‌جزء‌به‌جزء‌روی‌ساق‌ها‌و‌دیگری‌جزء‌به‌ یک‌متغیر‌نبودند‌مجبوریم‌دو‌بار‌از‌تالس‌استفاده‌

 در شکل زیر MN موازی BC است. x و y را بیابید. 
کمک  تالس جزء به جزء به دست می آوریم:  ‌ابتدا مقدار  x را به 

MN BC
x

x
x x||  → = ⇒ = ⇒ =16

4 64 82 AB

BC

= + =
= × + ={ 16 8 24
2 8 9 25( )

                                   

کل به دست آوریم: کمک تالس جزء به  حال می توانیم y را به 

MN BC
AM

AB

MN

BC
||  → = ⇒ = + ⇒ + = ⇒ = ⇒ =16

24
3 2
25 72 48 400 352

72
44
9

y y y y  

تالس‌جزءبه‌جزء

تالس‌جزءبه‌کل

Test از امتداد ساق های ذوزنقه ABCD ، مثلثی با اضلاع 1 و 2 پدید آمده است. اندازۀ قاعدۀ بزرگ ذوزنقه چقدر است؟

7 5/  )1

8 )2

7 )3

M

A B

D C

x+1/5

x+0/5
x

1 2

 6 5/ )4

 MA
AD

MB

BC x x
x x x= ⇒ = + ⇒ + = ⇒ =1 2

2 2 2 2 کمک تالس جزء به جزء، x را به دست می آوریم:  1  ابتدا به 

MA

MD

AB

DC x

x

DC DC
DC= ⇒ + = + ⇒ = ⇒ =1

1
0 5 1

3
2 5 7 5/ /

/ کل، ضلع DC را به دست می آوریم:     حال با استفاده از تالس جزء به 

telegram.me/medabook_com   www.medabook.com 

مشاوره و راھنمای انتخاب بھترین منابع کنکور : 021-28425210



س
تال

ۀ 
ضی

  ق
ن 

ی آ
ها

رد
ارب

و ک
به 

شا
، ت

س
تال

یۀ 
ض

| ق
  2

ل 
ص

ف

51

در
ن 

لای
 آن

ید
خر

کدام است؟ 3 185  BC ذوزنقه است. اندازه پاره خط NMCB در شکل زیر

B

A

C

MN

2

x x+1/5
x+1

3

  8 5/ )1

 7 5/ )2

 9 )3

10 )4

کتاب درسی(3 186 )تمرین  کدام است؟   وض است و امتداد ساق های آن در M متقاطع اند. محیط ذوزنقه  در شکل زیر ذوزنقۀ ABCD مفر

 20 4/ )1

 20 8/ )2

 22 6/ )3

 22 8/ )4

 

س
تال

یۀ 
ض

ص ق
خا

ت 
حال

تالس،‌نصف‌ضلع‌سوم‌و‌طبق‌ به‌هم‌وصل‌می‌کند،‌طبق‌قضیۀ‌ را‌ که‌وسط‌های‌دو‌ضلع‌مثلثی‌ پاره‌خطی‌ ‌

عکس‌قضیۀ‌تالس،‌موازی‌ضلع‌سوم‌است.

 مطابق شکل، مقدار x کدام است؟
باشد، یعنی: 3 3x − x نصف ‌نقاط M و N وسط اضلاع AB و AC هستند، پس باید1+

x
x

x x x x x+ = − ⇒ − = + ⇒ − = + ⇒ =1 3 3
2 3 3 2 1 3 3 2 2 5( )

کسری از محیط مثلث اصلی است؟ کنیم، محیط هرکدام از 4 مثلث به دست آمده چه  گر  وسط های اضلاع مثلثی را به هم وصل  Test ا

 1
4 )2   1

2 )1

1
6 )4   1

3 )3

MN خواهد بود. بنابراین  a
MP

b
NP

c= = =
2 2 2

, , فرض کنیم، در این صورت بنا بر حالت خاص قضیۀ تالس a b c, , گر اضلاع مثلث را 1 ا

است و در نتیجه محیط هر کدام، نصف محیط مثلث اصلی خواهد شد. c
2

, b
2

, a
2

اضلاع هر یک از 4 مثلث کوچک

کنند. محیط مثلث به 3 187 1 و 2 می باشد. از رأس های مثلث خطی به موازات اضلاع می گذرانیم تا همدیگر را قطع  5/ در یک مثلث قائم الزاویه، اندازۀ اضلاع قائم 
کدام است؟  دست آمده 

 8 )2   10 )1

24 )4   12 )3

محیط 3 188 می باشد،  برابر 13   MNPB متوازی الاضلاع  محیط  ACو  == 7 ضلع  گر  ا می باشد.   ABC مثلث  از   AB ضلع  وسط    M نقطۀ  شده  داده  شکل  در 

کدام است؟   ABC مثلث

B

A

C

M N

P

  13 5/  )1

20 )2

28 )3

 20 5/  )4
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گر قاعده  های ذوزنقه 5 و 16  Test در ذوزنقۀ ABCD ساق AD را به 3 قسمت مساوی تقسیم کرده ایم و از هر یک خطوطی موازی قاعده رسم کرد ه ایم. ا

کدم است؟  EF و MN باشد، مجموع اندازۀ پاره خط های

17 )2   15 )1

21 )4   24 )3

4 ابتدا قطر DB را رسم می کنیم و با توجه به شکل داریم:

MN EF x y x y x y+ = + + + = + = + =( ) ( )2 2 3 3 5 16 21                                               

س
تال

ص 
خا

ت 
حال

م 
می

تع

کنیم‌ کنیم‌و‌از‌هر‌یک،‌خطی‌موازی‌قاعده‌رسم‌ گر‌یک‌ضلع‌مثلث‌را‌به‌‌nقسمت‌مساوی‌تقسیم‌ ‌‌ا
کند،‌اندازۀ‌پاره‌خط‌های‌تولیدشده‌تشکیل‌تصاعد‌عددی‌می‌دهند. تا‌ضلع‌مقابل‌را‌قطع‌

A

B C

x

2x

3x

4x

5x

 یکی از توصیه  های همیشگی من به جوانان این است که در ذوزنقه  ها،قطر را جدی بگیرید و هرگاه با چند خط، موازی با قاعده مواجه شدید از رسم قطر غافل نشوید.

AC باشد، مجموع 3 189 == 10 گر در شکل داده شده ضلع AB به 5 قسمت مساوی تقسیم شده است و از هر کدام خطی به موازات قاعده AC رسم شده است. ا
)مسابقات دبیرستانی آمریکا - 1957( کدام است؟  طول 4 پاره خط رسم شده 

 15 )1

17 )2

18 )3

20 )4

 
س

تال
با 

ن 
ط آ

تبا
 ار

ه و
زنق

ذو
ی 

ها
اق 

 س
داد

مت
ا

کنند،‌می‌توانیم‌اندازۀ‌ گر‌اندازۀ‌قاعده‌‌های‌ذوزنقه‌ای‌مشخص‌باشد‌و‌ساق‌ها‌را‌از‌یک‌طرف‌امتداد‌دهیم‌تا‌در‌یک‌نقطه،‌یکدیگر‌را‌قطع‌ ‌ا
کنیم. ساق‌ها‌و‌اندازۀ‌امتداد‌ساق‌ها‌را‌برحسب‌قاعده‌ها‌پیدا‌

تالس  این صورت طبق  باشد، در  و 7  مقابل 4  اندازۀ قاعده  های یک ذوزنقه مطابق شکل  کنید   فرض 
ضریبی از تفاضل دو قاعده، به ساق ها و ضریبی از قاعدۀ کوچک به امتداد ساق ها می رسد.

BA

CD

4x 4y

3x 3y

M

a

7

4

7-4=3

کرد؛‌اما‌قاعده‌‌ها‌را‌نمی‌توان‌به‌ گر‌اندازۀ‌ساق‌های‌یک‌ذوزنقه‌معلوم‌باشد،‌اندازۀ‌امتداد‌ساق‌های‌ذوزنقه‌را‌می‌توان‌برحسب‌آن‌ها‌بیان‌ ‌ا
کرد. آن‌ها‌مرتبط‌

 فرض کنید اندازۀ ساق های یک ذوزنقه 5 و 7 باشد. در این صورت طبق تالس، ضریبی از این اعداد به 
امتداد ساق ها می رسد.
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مه
ادا

 ..
.

Test در شکل مقابل، محیط ذوزنقۀ ABCD برابر  31 است. محیط مثلثی که از امتداد ساق های ذوزنقه روی قاعدۀ کوچک آن تشکیل می شود، کدام است؟

12 )2   17 )1

15 )4   16 )3

 
4 طبق تالس نسبت های ایجاد شده روی ساق ها و امتداد آن ها به صورت شکل زیر است، حال محیط ذوزنقه را برابر 

31 قرار می دهیم: 
5 3 5 8 31 4x y x y+ + + = ⇒ + =

    

کنون قابل محاسبه است:  بنابراین محیط مثلث MAB ا

MAB محیط مثلث = + + = + + = × + =3 3 3 3 3 3 4 3 15x y x y( ) ( )                                                                                                      

کدام است؟ 3 190  ABC کوچکتر از 10 باشد. محیط مثلث گر محیط مثلث  در شکل مقابل پاره خط DE موازی قاعدۀ BC است. ا
  32 )1

 30 )2

  40 )3
2

7

A

B C

D E

 35 )4
کدام است؟3 191  کوچک 7 باشد، اندازۀ قاعدۀ بزرگ  گر اندازۀ ساق ها  3 و 4 و اندازۀ قاعدۀ  در ذوزنقه ای امتداد ساق ها بر هم عمودند. ا

 9 )2   16 )1
12 )4   15 )3

کدام است؟  x z++ Test در ذوزنقۀ قائم الزاویۀ ABCD مطابق شکل، اندازۀ ساق بزرگ 12 است. مقدار

10 )2   8 )1

 7 )4   9 )3

1 طبق تالس در خطوط موازی و مورب داریم:

 
z k

y k

x k

=
=
=







4
3
2

4 3 2 12 9 12 4
3k k k k k+ + = ⇒ = ⇒ = x z k k k+ = + = = × =2 4 6 6 4

3 8

 

ب
مور

 و 
ی

واز
ط م

طو
 خ

در
س 

تال

کنند،‌با‌استفاده‌از‌قضیۀ‌تالس‌می‌توان‌ گر‌دو‌خط‌مورّب،‌چند‌خط‌موازی‌را‌قطع‌ ‌ا
که‌نسبت‌اندازۀ‌پاره‌خط‌های‌پدید‌آمده‌روی‌خطوط‌مورّب‌یکسان‌است. کرد‌ xثابت‌

y

z

t

d1

d2

d3

‌‌‌ ‌‌‌ x
y

z

t
=

تعداد خطوط موازی می تواند بیشتر هم باشد. در این صورت نیز، باز هم اندازۀ هر قطعه، متناسب با قطعۀ رو به رویی خود 

xخواهد بود.

y ky

kx

kzz

که توسط دو خط مورب قطع  گفته شده برای خطوط موازی و مورب برای ذوزنقه نیز صادق است؛ چون ذوزنقه نیز دو خط موازی است   تمام نکات 

گر خطوطی موازی قاعده های یک ذوزنقه رسم شود، خواهیم داشت: شده است! بنابراین ا

موازي خط دو

‌‌‌ ‌‌‌

موريالب دو

‌‌‌ ‌‌‌
ذوزنهقه

‌‌ ‌‌‌‌

A

CD

x

y

z

B

kx

ky

kz
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درس دوم

ص 52 تا 60   هندسه یاز دهم

کاربرد تبدیل ها

 

ل [
 او

پ
 تی

ن ]
رو

 ه
له

سئ
م

d بلغزد برای پیدا کردن کم ترین  M روی خط مفروض اند، اگر نقطۀ d در یک طرف خط B و A  دو نقطۀ
B وصل  A′ به A′ را پیدا کنیم و از d یعنی A نسبت به خط طول خط شکستهAMB کافیست بازتاب نقطۀ

M قطع کند، در این صورت:  d را در کنیم تا خط

 

A B

M
d

H

A′           
Min AMB A B( ) | |= ′

BMرا بخواهیم باید  AMیا گر طول پاره خط های این مسئله به مسئله هرون مشهور است. دراین تیپ از مسائل ا
کنیم. از تشابه دو مثلثAHMو′BMH استفاده 

A B

M
d

H

A′

H′

β

α
α

α
β

          
MB

MA

BH

AH

MH

MH
= ′ = ′

ABM است و در ضمن زاویه های ساخته شده در طرفین نقطۀ M از مثلث d نیمساز خارجی رأس  در این حالت خط

نیز با هم برابرند. M

A

B

M
d

α
α

α

کدام است؟  AMB کم ترین اندازۀ خط شکستۀ x ها می لغزد،  روی محور M B|58مفروض اند، نقطۀ A|32و Test  نقاط

12 )2    1 )1

A B

M
o

x

y

 10 )4   8 )3

A′ را به دست آوریم: B کنیم و اندازۀ را پیدا  ′A xها یعنی نسبت به محور A 4 کافیست بازتاب نقطۀ

 | | ( ) ( )( )′ = − + − − =A B 8 2 5 3 102 2             
                                                 

A B

M

A′

8

53

2

3−
2

            

 بازتاب یک نقطه نسبت به چهار خط مشهور صفحه

است. ′ −A a b( , ) Aتحت بازتاب نسبت به محور x ها نقطۀ  a b( , ) 1 تصویر نقطۀ

است. ′ −A a b( , ) Aتحت بازتاب نسبت به محورyها نقطۀ a b( , ) 2 تصویر نقطۀ

است. ′A b a( , ) ]نیمساز ربع اول و سوم[ نقطۀ y x= Aتحت بازتاب نسبت به خط  a b( , ) 3 تصویر نقطۀ

است.  ′ − −A b a( , ) ]نیمساز ربع دوم و چهارم[ نقطۀ y x=− Aتحت بازتاب نسبت به خط a b( , ) 4 تصویر نقطۀ

گزینه‌درست‌است؟5 991 MAکم‌ترین‌مقدار‌ممکن‌باشد،‌کدام‌ MB++ که، گرفته‌باشد‌ ‌ گر‌نقطۀ‌‌Mطوری‌روی‌خط‌‌dقرار در‌شکل‌زیر‌ا

  M M M  1 2 3+ = )1

d

B
A

1
3

2

M

 M M 3 22= )2

  M M 3 12= )3

M M 1 2= )4

L n.e 2sso
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کم‌ترین‌مقدار‌5 992 B و Aدو‌نقطه‌ که‌مجموع‌فاصله‌های‌آن‌از ‌dدر‌یک‌طرف‌خط‌مفروض‌اند.‌برای‌یافتن‌نقطه‌ای‌بر‌روی‌خط‌ B و Aو‌دو‌نقطۀ‌dدر‌صفحه‌خط‌
کار‌می‌رود؟ کدام‌تبدیل‌هندسی‌به‌ را‌داشته‌باشند،‌

2( تجانس  1( بازتاب  

4( انتقال 3( دوران  

کار‌می‌رود؟5 993 کدام‌تبدیل‌به‌ ∆∆باشد‌و‌محیط‌مثلث‌حداقل‌مقدار‌ممکن‌باشد،‌ ‌آن‌روی‌خط‌ ‌از C که‌رأس‌ ‌ABC در‌شکل‌زیر‌برای‌رسم‌مثلث‌

2( تجانس 1A( بازتاب  

B

∆ 4( دوران  3( انتقال  

AMBکدام‌است؟5 994 کم‌ترین‌اندازۀ‌خط‌شکستۀ yها‌می‌لغزد،‌ روی‌محور M B|23در‌صفحۀ‌محورهای‌مختصات‌مفروض‌اند،‌نقطۀ A|51و نقاط
)مشابه داخل - 98(    4 )1

 5 )2

  6 )3M

A

B

o
x

y

 8 )4

)مشابه داخل - 98(5 995 AMBکدام‌است؟‌ ‌ناحیۀ‌اول‌می‌لغزد،‌کمترین‌اندازۀ‌خط‌شکسته روی‌نیمساز M B|61در‌صفحۀ‌مختصات‌مفروض‌اند،‌نقطۀ A|42و نقاط
  4 )1

 6 )2

  5 )3
M

A

B

o

x

y =y
x

 10 )4

کدام‌است؟5 996 ‌BMC کم‌ترین‌طول‌خط‌شکستۀ ‌روی‌ساق‌قائم‌می‌لغزد،‌ M ‌ذوزنقۀ‌قائم‌شکل‌مقابل‌طول‌ساق‌قائم‌‌8و‌قاعده‌ها‌‌5و‌‌10هستند.‌نقطۀ در

 16 )2   17 )1

10

A B

CD

5

M

 14 )4   15 )3

که‌قایق‌ها‌هنگام‌5 997 ‌ M کردن‌جایگاه‌اسکلۀ مطابق‌شکل‌مشخص‌است،‌برای‌پیدا‌ B و A ‌رودخانه‌ها‌سه‌اسکله‌بسازیم،‌جای‌دو‌اسکلۀ کنار می‌خواهیم‌

کدام‌تبدیل‌مناسب‌است؟ کنند،‌ MABMکوتاه‌ترین‌مسیر‌را‌طی‌ طی‌مسیر

   L
→

1( انتقال به اندازۀ بردار

 B حول نقطۀ A °180نقطۀ 2( دوران

 B نسبت به نقطۀ A نقطۀ 3( تجانس با نسبت1−

A B

M
d

1

d
2

d
4 d

3

L

 d
1

نسبت به خط A 4( بازتاب نقطۀ

به‌سمت‌دیگر‌خیابان‌آزادی‌رفته‌و‌سپس‌به‌نقطۀ5 998 A ‌نقطۀ کارگر‌با‌عرض‌‌8و‌‌12را‌نشان‌می‌دهد،‌شخصی‌می‌خواهد‌از شکل‌زیر‌دو‌خیابان‌متقاطع‌آزادی‌و‌

کدام‌است؟ کوتاه‌ترین‌مسیر‌طی‌شده،‌توسط‌شخص‌ برود،‌طول‌ B

  10 )1

 20 )2

  15 )3
A B

M
d

1

d
2

8

21

كاريالگر

آزادي

 25 )4
گیشا‌به‌آن‌طرف‌5 999 ‌انتهای‌خیابان‌ در A ‌نقطۀ کرده‌اند،‌شخصی‌می‌خواهد‌از °°60همدیگر‌را‌قطع‌ گیشا‌و‌اتوبان‌جلال‌آل‌احمد‌با‌زاویۀ مطابق‌شکل‌دو‌خیابان‌

باشد،‌ 108 گیشا گر‌عرض‌اتوبان‌جلال‌آل‌احمد‌‌8و‌عرض‌خیابان‌ گیشا‌برود.‌ا ‌انتهای‌دیگر‌خیابان‌ در B رفته‌و‌سپس‌به‌نقطۀ M ‌نقطۀ اتوبان‌جلال‌آل‌احمد‌در

کدام‌است؟ کند،‌ که‌این‌شخص‌می‌تواند‌طی‌ کم‌ترین‌طول‌مسیری‌

  20 )1

 25 )2

  15 )3

A B

M

8

60

108

احچمد آل جلال

شا
گ�

 24 )4
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AMBکدام‌است؟5 1000 ‌گرفته‌باشد‌که‌خط‌شکسته‌‌AMBکم‌ترین‌طول‌را‌داشته‌باشد،‌زاویۀ گر‌نقطۀ‌‌Mطوری‌قرار دو‌نقطۀ‌‌Aو‌‌Bدر‌یک‌طرف‌خط‌‌dمفروض‌اند،‌ا

 50° )2   40° )1A
B

10x3 − 20x2 +
M

 20° )4   60° )3

کدام‌است؟5 1001 ‌AMBگرفته‌باشد،اندازۀ‌خط‌شکسته‌ ‌ ‌xها‌قرار )Bو‌نقطۀ‌‌Mمطابق‌شکل‌روی‌محور , )5 3 )Aو , )2 1 گر ا

4 )2   5 )1

8 )4   6 )3
M

A

B

αα
O

y

x

چگونه‌است؟5 1002 MB MC
AB AC

++
++

‌دارد.‌نسبت قرار A روی‌نیمساز‌خارجی M در‌شکل‌مقابل،‌نقطۀ

2( کوچکتر از 1 1( بزرگتر از 1  
A

B

M

C

α
α

4( نامشخص  3( برابر با 1  

AMکدام‌است؟5 1003 MB++ کم‌ترین‌مقدار کنیم‌نقطۀ‌‌Mروی‌خط‌‌dواقع‌است،‌ BD.‌فرض‌ AC CD== == ==3 2 5, , در‌شکل‌زیر

3 2 )2   2 5 )1

 5 5 )4   5 2 )3

‌را‌داشته‌باشد.‌طول‌‌AMچقدر‌است؟5 1004 کم‌ترین‌مقدار ‌AM BM++ که در‌شکل‌زیر‌نقطۀ‌‌Mرا‌روی‌خط‌‌dطوری‌به‌دست‌می‌آوریم‌

  7 )1

6 )2

  4 )3

5 )4

HAMکدام‌است؟5 1005 AMبرابر‌‌32باشد،‌زاویۀ MB++ کم‌ترین‌مقدار گر‌ در‌شکل‌مقابل،‌نقاط‌‌‌Aو‌‌Bثابت‌هستند.‌ا

  15°  )1

30°  )2

  45°  )3

A

B

MH H′

12

4

 60°  )4

 
م [

دو
پ 

 تی
ن ]

رو
 ه

له
سئ

 م
رد

ارب
ک

روی خط N و نقطۀ d
1
روی خط M مطابق شکل مفروض اند، اگر نقطۀ B و A و نقاط ثابت d

2
و d

1
 دو خط متقاطع

بنامیم،  A
1
پیدا کرده و d

1
را نسبت به A AMNBکافیست قرینۀ بلغزد، برای پیدا کردن کم ترین طول خط شکستۀ d

2

AMNBاست. Aبرابر با کم ترین طول خط شکستۀ B
2

بنامیم، A
2
پیدا کرده و d

2
را نسبت به خط A

1
حال اگر قرینۀ

A

B

M

O N

A
1

A
2

d
2

d1

Min AMNB A B( ) | |=
2

      
′B و ′A یعنی نقاط d

2
نسبت به B و بازتاب d

1
نسبت به A که بازتاب  یک راه دیگر برای حل این مسئله این است 

AMNBکوتاه ترین  کنند. در این صورت خط شکستۀ قطع  N و M کنیم تا این دو خط را در وصل  ′B به ′A کرده و از را پیدا 
برابر است. | |′ ′A B طول را دارد و اندازۀ آن با

A

B
M

N

B′

A′

d
2

d1

N باید با هم  M و زاویه های طرفین  AMNBکوتاه ترین طول را دارد زاویه های طرفین   در هر یک از دو روش فوق وقتی 
برابر  d

2
و d

1

برابر باشد و برعکس ]هر گاه این زاویه ها با هم برابر باشد، این کوتاه ترین طول است. در ضمن در این حالت زاویۀ دو خط

x
y z= +

2

AMNBاست یعنی با میانگین زوایای داخلی خط شکسته 

A

B
M

N
d

2

d1

α α
β

β

z

y

x

d نیز می توان تعمیم داد.
2

و d
1

 قضیۀ فوق را برای بیش از دو خط
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N همواره روی دو محور می لغزند.  M و  B|119 در صفحۀ محورهای مختصات مفروض اند، دو نقطۀ  A|53و  نقاط   Test

)داخل - 98( کم ترین اندازه خط شکسته AMNB، کدام است؟ 
 19 )2   18 )1

  21 )4   20 )3

B′ را به هم  و ′A کنیم و نقاط  گر نقطۀ A را نسبت به محور y و نقطۀ B را نسبت به محور x قرینه  3 ا

وصل کنیم تا محور xها و y ها را در N و M قطع کند، در این صورت خط شکستۀ AMNB کم ترین اندازه را 

′ است. ′A B خواهد داشت چون برابر 
Min AMNB A B| | | |= ′ ′ = + =12 16 202 2                             

 

مه
دا

. ا
..

)مشابه داخل - 98(5 1006 ‌ناحیۀ‌اول‌می‌لغزند،‌کمترین‌محیط‌مثلث‌‌AMNکدام‌است؟‌ A|3مفروض‌است،‌نقطۀ‌‌Mروی‌محورyهاو‌نقطۀ‌‌Nروی‌نیمساز
1

نقطۀ‌

  4 2 )1

2 3 )2

  10 )3
N

A

o

x

y =y
x

M

 2 5 )4

‌برخورد‌با‌محورهای‌‌xو‌‌yبه‌نقطۀ‌‌Bبر‌5 1007 ‌نقطۀ‌‌Aبه‌طوری‌که‌پس‌از کوتاه‌ترین‌مسیر‌حرکت‌از در‌شبکۀ‌شطرنجی‌زیر‌دو‌نقطۀ‌ثابت‌‌Aو‌‌Bمفروض‌اند.‌اندازۀ‌
)مشابه داخل - 98( کدام‌است؟‌ سیم،‌برابر‌

  71  )1

72  )2

  73  )3

A

B

x

y

 74  )4

کم‌ترین‌5 1008 DCبلغزند،‌ ADو بر‌اضلاع N و M BCباشند‌و‌نقاط ABو وسط‌اضلاع Q و P گر‌نقاط ABCDبه‌اضلاع‌‌8و‌‌6مفروض‌‌است.‌ا مستطیل
)مشابه داخل - 98( PMNQکدام‌است؟‌ طول‌خط‌شکسته

  16 )1

 20 )2

  18 )3

A B

CD

M

N

P

Q

 15 )4

کم‌ترین‌5 1009 ‌ناحیۀ‌اول‌در‌حال‌لغزش‌هستند،‌ روی‌نیمساز N ‌ناحیۀ‌دوم‌و‌نقطۀ روی‌نیمساز M B|97در‌صفحۀ‌مختصات‌مفروض‌اند،‌نقطۀ −−A|32و نقاط
)مشابه داخل- 98( AMNBکدام‌است؟‌ طول‌خط‌شکسته

  20 )1

 13 )2

  10 )3
O

x

y

=y
xA B

M

N

=y

x−

 8 )4

xها‌می‌لغزند،‌کم‌ترین‌طول‌خط‌5 1010 روی‌قسمت‌مثبت‌محور N ‌ناحیۀ‌دوم‌و‌نقطۀ روی‌نیمساز M B|11در‌صفحۀ‌مختصات‌مفروض‌اند،‌نقطۀ −−A|32و نقاط
)مشابه داخل - 98( AMNBکدام‌است؟‌ شکسته

  4 )1
 5 )2

  6 )3
O

x

y

A

B

M

N

=y x−  10 )4
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بازتاب‌5 1011 ′′A گر‌ AMNBکمترین‌طول‌را‌دارد.‌ا طوری‌می‌لغزد‌که‌خط‌شکسته d2 روی‌خط‌ N و‌نقطۀ‌ d1 روی‌خط‌ M مفروض‌اند،‌نقطۀ B و A نقاط‌ثابت

کدام‌است؟ ′′ ′′A B باشد،‌اندازۀ‌پاره‌خط‌ d 2 بازتاب‌‌Bنسبت‌به‌خط ′′B و‌ d1 ‌Aنسبت‌به‌

12 )2   14 )1

A

BM

N
d

2

d1

8 3

5

 18 )4   16 )3

AMNBکم‌ترین‌طول‌را‌داشته‌باشد‌،‌زاویۀ‌5 1012 که‌خط‌شکسته‌ بلغزد‌به‌‌طوری‌ d 2 ‌و‌ d1 گر‌فقط‌‌Mو‌‌Nروی‌خطوط‌ مطابق‌شکل‌مفروض‌اند،‌ا B و A نقاط‌

ααکدام‌است؟ ββ++

70° )2   75° )1

A

B
M

N

d
2

d1

α −
1
0

β +20

30

50

 85° )4   80° )3

 

م[
سو

پ 
]تی

ن 
رو

 ه
له

سئ
 م

رد
ارب

ک

به فاصلۀ d روی خط N و M مفروض اند، نقاط d در یک طرف خط B و A نقاط
AMNBبه صورت  از هم قرار دارند، برای پیدا کردن کوتاه ترین طول خط شکستۀ L

زیر عمل می کنیم:
را پیدا می کنیم. ′A یعنی d نسبت به خط A 1 بازتاب نقطۀ

به دست آید. ′B انتقال می دهیم تا نقطۀ A به سمت L
→

را به اندازۀ بردار B 2 نقطۀ
A

B

d
M N

A′

B′ L

L

 L به اندازۀ M قطع کند با معلوم شدن M را در d وصل می کنیم تا خط ′B به ′A 3 از

می رسیم در این صورت  حداقل طول خط شکستۀ N به سمت راست می رویم و به نقطۀ

AMNBبرابر است با:     
Min AMNB A B L( ) | |= +′ ′

                                                
N باید با هم برابر باشند. و زاویۀ M در این حالت زاویۀ

A

B

d
M

L

N

α α

A
B

d
M

L

N

کنار ساحل  کیلومتر از این جاده باید در  که 4  B احداث شود به طوری  A به  Test در شکل زیر قرار است جاده ای از 

باشد،  داشته  را  ممکن  طول  کوتاه ترین  جاده  کل  که  طوری  به  ساحلی  جادۀ  محدودۀ  موقعیت  کردن  پیدا  برای  باشد. 

کار می رود؟ کدام تبدیل به 
2( بازتاب و انتقال 1( بازتاب و دوران  

4( دوران و تجانس  3( انتقال و تجانس  

2  باید نقطۀ B را به اندازۀ 4 واحد به سمت A انتقال دهیم وهمچنین بازتاب A نسبت به خط ساحلی را 

گر به اندازۀ 4 واحد از M به سمت راست حرکت  B′ وصل کنیم تا نقطۀ M به دست آید ا به ′A پیدا  کرده و از

کنیم به N می رسیم و از N به B وصل می کنیم، مسیر AMNB کوتاه ترین مسیر است. 

A

B

d
M N

A′

B′ 4

4

1013 5‌AMNBگرفته‌باشند،‌حداقل‌طول‌خط‌شکسته‌‌ ‌xها‌قرار گر‌نقاط‌Mو‌‌Nبا‌فاصلۀ‌‌3واحد‌روی‌محور در‌صفحۀ‌مختصات‌مفروض‌اند،‌ا B|18 ‌A|32و‌ نقاط

)مشابه داخل -99( کدام‌است؟‌

  5 )1

6 )2

  7 )3

 8 )4
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1014 5‌AMNBگرفته‌باشند،‌حداقل‌طول‌خط‌شکسته‌ ‌ ‌yها‌قرار گر‌نقاط‌Mو‌‌Nبا‌فاصلۀ‌‌2واحد‌روی‌محور B|15در‌صفحۀ‌مختصات‌مفروض‌اند،‌ا نقاطA|93و‌
)مشابه داخل - 99( کدام‌است؟‌

  5 )1

12 )2

  10 )3

O  8 )4

کوتاه‌ترین‌5 1015 کنار‌ساحل‌باشد،‌با‌توجه‌به‌اندازه‌های‌داده‌شده‌طول‌ ‌ ‌آن‌باید‌در کیلومتر‌از که‌‌3 ‌‌Aبه‌‌Bاحداث‌شود‌به‌طوری‌ در‌شکل‌زیر‌قرار‌است‌جاده‌ای‌از
)مشابه داخل–99( ‌‌Aبه‌‌Bچقدر‌خواهد‌بود؟‌ مسیر‌از

  28 )1

29 )2

  32 )3

 25 )4

‌این‌جاده‌در‌ساحل‌رودخانه‌واقع‌شده‌5 1016 کیلومتر‌از که‌‌5 ‌Bساخته‌شده‌ ‌Aبه‌ ‌ ‌Bمطابق‌شکل‌در‌یک‌طرف‌رودخانه‌ای‌واقع‌اند،‌یک‌جاده‌از ‌Aو‌ دو‌شهر‌

‌ααچند‌درجه‌است؟ کوتاه‌ترین‌مسیر‌ممکن‌باشد،‌زاویۀ ‌ACDBگر‌مسیر‌ است،‌ا

  50° )1

60° )2

  40° )3

5

DC

+ +2α 10 α 70

 30° )4

 

م[
هار

 چ
پ

]تی
ن 

رو
 ه

له
سئ

 م
رد

ارب
ک

قرار گرفته باشند و پاره خطMNعمود بر هر دو خط d
2
و d

1
در طرفین B و A از هم قرار دارند، اگر نقاط L به فاصلۀ d

2
و d

1
 دو خط

′B به A انتقال دهیم و از L به موازات بردار L را به اندازۀ بردار B AMNBکافیست باشد، برای پیدا کردن کم ترین طول خط شکسته d
2
و d

1

قطع کند، در این صورتAMNBکوتاه ترین مسیر  N رسم کنیم تا آن را در d
2
عمودی بر M قطع کند، حال اگر از M را در d

1
وصل کنیم تا خط

ممکن است و اندازۀ آن برابر است با:
     

Min AB L(AMNB) | |= +′  
                                                                     

A

B

L

L

L

M

N B′

d
1

d
2

با هم برابرند و مثلث های قائم الزاویۀ ساخته شده در دو طرف خط های N و M باشد، زاویه های B و A AMNBکوتاه ترین مسیر بین دو نقطۀ گر ا
d متشابه اند.

2
d و

1

d
1

d
2

A

B

M

N α
H′

H

α

    
              

  
        

M N AHM NBH� � ∼= ⇒ ′
∆ ∆

AMNB گر MNبر راستای رودخانه عمود باشد، ا که پل بسازیم  B به A در دو طرف رودخانه قرار دارند، می خواهیم جاده ای از B و A Test دو شهر

ααکدام است؟ باشد، B و A کوتاه ترین مسیر بین

  10° )1

  20° )2

  30° )3

A

B

M

N

α−3 10

α+30

ريالودخانهه

 25° )4

با هم برابر باشند:  N و M 2  باید زاویه های
3 10 30 2 40 20α α α α− = + ⇒ = ⇒ =° ° ° °  
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           ترسیم های هندسی و استدلال 

d
2

, d
1

خطوط  روی  نظر  مورد  نقاط   1 4

بی شمار  شامل  خط  هر  که  آن جایی  از  و  دارند  قرار 

4 جواب است. گزینۀ  نقطه است، بنابراین 

1 2 برای این که یک سکه کاملًا درون یک منحنی بسته قرار بگیرد باید فاصلۀ 

سکه  شعاع  از  منحنی  نقاط  تمام  از  سکه  مرکز 

از  سکه  مرکز  فاصلۀ  باید  بنابراین  باشد،  بزرگتر 

تمام اضلاع مستطیل بیشتر از 2 باشد:

S= × =4 2 8                                              

بزرگتر از 1 است، بیرون  A 2 3 مکان هندسی نقاطی که فاصلۀ آن ها از رأس

و به شعاع 1 است و به طریق مشابه  A دایرۀ به مرکز

بنابراین  است.  برقرار  داستان  این  نیز  رئوس  سایر  در 

مکان هندسی موردنظر مطابق شکل است و مساحت 

S= − × = −2 4 1
4 1 42 2
( )π π آن برابر است با:      

3 4 در این لوزی فاصلۀ مرکز تا هر کدام از 

اضلاع را پیدا می کنیم:

O

h

3

4

5

 
h h× = × ⇒ = =5 3 4 12

5 2 4/       

هر ضلع  2 5/ و به شعاع O است، دایرۀ به مرکز 2 4 2 5 3/ /< < از آنجایی که

کُلًا 8 نقطه وجود دارد.  لوزی را در دو نقطه قطع می کند، یعنی 

AB قرار  نقاطی که به فاصلۀ 5 واحد از قطر   5 1

AB و به فاصلۀ 5 واحد از  دارند روی دو خط به موازات 

 آن قرار دارند که این دو خط دایره را قطع نمی کنند.

3 6 ابتدا از روی قاعده و مساحت مثلث ارتفاع آن 

را به دست می آوریم. 

9 6

A

B C
H

   
S AH BC AH

36 8

1
2 9





= × ⇒ =
   

است، مطابق شکل دو نقطه وجود دارد. 6 9< چون 

از قطر BD قرار دارند، روی دو خط به موازات  2 4/ 3 7 نقاطی که به فاصلۀ

از آن قرار دارند، حال ارتفاع CH از مثلث BCD را پیدا  2 4/ BD و به فاصلۀ

CHمی کنیم: CH× = × ⇒ = =5 3 4 12
5 2 4/

خط دو   بنابراین  CH=2است،  4/ چون

می گذرند،    C A و  نقاط  دقیقاً  از   d
2

و d
1

یعنی دو نقطه روی محیط مستطیل وجود 

دارد .

d
2

و d
1

1 8 نقاطی که به فاصلۀ 10 واحد از خط d قرار د ارند روی دو خط

کمک  به  حال  واقع اند،   d از  واحد   10 فاصلۀ  به 

می آید؛  دست  به   10 هم  دایره  شعاع  فیثاغورس 

بنابراین یکی از این دو خط دایره را در دو نقطه 

قطع می کند. 

 CD و AB 3 9 می دانیم هر نقطه درون مستطیل مجموع فاصله هایش از

4 باشد،  برابر عرض مستطیل است. حال قرار است که اختلاف فاصله هایش نیز 

}بنابراین: + =
− =

h h
h h

1 2

1 2

6
4   h h1 25 1= =,

همان طور که می بینید دو خط با شرایط فوق وجود  
قطع  را  قطرها  نقطه   4 در  مجموع   در  که  دارد  

می کنند.
O

1

1
h

1

h۲

A B

CD

 

از نقطۀ A قرار دارند روی دایره ای به مرکز  6 5/ 2 10  نقاطی که به فاصلۀ

6 5 5/ > که چون قرار دارند  6 5/ A و به شعاع
است این دایره خط d را در 2 نقطه قطع می کند 

و همین نقاط جواب های تست هستند .

5

A

H

6/5

B C
d

 

که به فاصلۀ 5 واحد از A قرار  4 11 نقاطی 

دارند، روی دایره ای به مرکز A و به شعاع 5 واحد 
که این دایره در 5 نقطه با این خطوط  قرار دارند 

برخورد می کند.
 

1 12 نقاطی که به فاصلۀ 3 واحد از رأس A قرار دارند، روی دایره ای به مرکز

که ببینیم آیا این دایره قاعده  A و به شعاع 3 واحد قرار دارند. حال برای این 
BC را قطع می کند یا نه باید ارتفاع مثلث را بدانیم:

S AH BC AH AH= × ⇒ = × × ⇒ =1
2 12 1

2 6 4
BC را قطع نمی کند،  بنابراین دایرۀ فوق قاعدۀ 

یعنی هیچ نقطه ای وجود ندارد.

A

B C
H

4

3

 

است درون دایره ای به  2 5/ 4 13 نقاطی که فاصلۀ آن از نقطۀ A کمتر از

که وضع این دایره نسبت  قرار دارند، حالا باید ببینیم  2 5/ مرکز A و به شعاع

AH AH× = × ⇒ = =5 3 4 12
5 2 4/ به قطر BD چگونه است؟ 

بنابراین این دایره قطر را در دو نقطۀ M و N قطع 

 A از  آن ها  فاصلۀ   MN روی  نقاط  تمام  و  می کند 

است، یعنی بی شمار نقطه وجود دارد. 2 5/ کمتر از

واحد از مرکز مربع قرار دارند، روی دایرۀ به  2 4 14 نقاطی که به فاصلۀ

واحد قرار دارند. حال باید  2 O و به شعاع مرکز 

دید این دایره در چند نقطه محیط را قطع می کند 

اضلاع  با  هرگز  دایره  این  مقابل  شکل  مطابق  که 

مربع نقطۀ تقاطعی ندارد.

3

d

d

d
3

1

2

2

2

2

2

2
4

S

1

1

1

1

C

S

D

A B
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4 15 دایر ۀ به شعاع 5 واحد و به مرکز مربع ، محیط را در 8 نقطه قطع می کند 

چون 5 از نصف ضلع مربع بزرگتر شده و از نصف 

یعنی  است،  کمتر  8 2
2 4 2 5 6= = / قطر

است. a R
a

2

2

2

< <       

3 16 دایرۀ به شعاع 4 واحد و به مرکز نقطۀ 

O بر عرض های مستطیل مماس شده و طول های 
مجموع در  پس  می کند،  قطع  نقطه   4 در  را   آن 

  6 نقطه وجود دارد.
 

 O 3 17 نقاطی که به فاصلۀ 2 واحد از نقطۀ

AB قرار دارند روی دایرۀ به شعاع 2  وسط ضلع 

و به همان مرکز هستند که همان طور که در شکل 

محیط  نقطه   4 در  دایره  این  می کنید  ملاحظه 

 مثلث را لمس می کند.

3 18 دایرۀ به شعاع 2 و به مرکز وسط وتر از هر سه رأ س مثلث می گذرد، بنابراین 

3 نقطه روی محیط و به فاصلۀ 2 واحد از وسط وتر 
وجود دارد. ]وتر به کمک فیثاغورس به دست می آید و 

OC هم به کمک فیثاغورس در OAC به دست می آید.[

 

3 19 نقاط به فاصلۀ 3 واحد از نقطۀ O روی دایره به شعاع 3 واقع اند،حال 

نقطه  چند  در  را  قاعده ها  دایره  این  ببینیم  باید 

دست  به  را  ذوزنقه  ارتفاع  بنابراین  می کند،  قطع 

می آوریم:
 

S AB CD h h= + × ⇒ = + ×1
2 90 1

2 18 12( ) ( ) ⇒ = =h 180
30 6

کوچک را قطع می کند. بنابراین دایرۀ به شعاع 3 در دو نقطه قاعدۀ 

3 20 مکان هندسی نقاطی از صفحه که از دو قطر مستطیل به یک فاصله 

مستطیل  تقارن  محورهای  هستند، 

هستند، این خطوط محیط مستطیل 

را در 4 نقطه قطع می کنند.

D C

BA M
1

M
۲

M
۳

M
۴

2 21 مکان هندسی نقاطی که از دو قاعده به یک فاصله است، خط میانگین 

C ذوزنقه  ذوزنقه است، از طرفی مکان هندسی نقاطی که از دو رأس مقابل A و 

عمودمنصف است،  فاصله  یک  به 

دو  این  ک  اشترا حال  ACاست، 

مکان هندسی همواره یک نقطه مانند

است. M
D

M

C

BA

به فاصلۀ 2 سانتی متر هستند، دایره ای  A 3 22 مکان هندسی نقاطی که از

1 5/ است و همچنین مکان هندسی نقاطی که به فاصلۀ A به شعاع 2 و به مرکز

به  خط  دو  هستند  d از سانتی متر  

و در طرفین آن و به فاصلۀ d موازات

1سانتی متر از آن هستند، بنابراین  5/
مکان  دو  این  تقاطع  نقاط  تعداد 

هندسی مطابق شکل برابر 2 است.

M
1

M
۲

d
۲

d
1

1/5

1/5

2 A

d

CD همواره موازی هم هستند  1 23 عمودمنصف های قاعده هایABو

و نقطۀ برخوردی ندارند، بنابراین هیچ 

Aو  B, نقطه ای وجود ندارد که هم از

Cبه یک فاصله باشد. D, هم از
D C

BA

باشد، همواره  C از 3cm Aکه به فاصلۀ B, 4 24 تعداد نقاط هم فاصله از

یکی از سه عدد صفر، یک یا دو است و هرگز برابر 4 نیست.

A B

3
C

  

M

A B

3
C

  
A B

M
1

M
۲

3
C

 

 AB به یک فاصله اند، عمود منصف B و A 4 25 مکان هندسی نقاطی که از

و مکان هندسی نقاطی که از خط d به فاصلۀ 3 سانتی متر باشد،  دو خط موازی d و 

 ) AB عمود منصف(  به فاصلۀ 3 سانتی متر از آن هستند،  بنابراین نقطۀ برخورد

جواب مسئله است که سه حالت امکان پذیر است: ′′ ′d d, و دو خط موازی

  
1 بدون برخورد ]هیچ جواب[

B

A

d

d′

d′′

�

2 بی شمار برخورد ]بی شمار جواب[

B

A

, L′d′

d

d′

 

3 2 برخورد ]دو جواب[

B

M

A

d

d′

′d′M′

�
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