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ماتریس،‌آرایشی‌مستطیلی‌از‌اعداد‌حقیقی‌است‌که‌به‌هر‌عضو‌آن‌درایه‌می‌گوییم.
‌mاست‌ n´ ،Aستون‌داشته‌باشد،‌مرتبهء‌ماتریس‌‌nسطر‌و‌‌m‌،Aهر‌ماتریس‌از‌تعدادی‌سطر‌و‌تعدادی‌ستون‌تشکیل‌شده‌است.‌اگر‌ماتریس‌

‌Aنمایش‌می‌دهیم. aij m n= ´[ ] ‌Amیا n´ و‌آن‌را‌به‌صورت
.Aامُ‌ماتریس‌jامُ‌و‌ستون‌iیعنی‌درایهء‌واقع‌در‌سطر‌‌ aij

‌2است. 3´ ماتریس‌مقابل‌دارای‌‌2سطر‌و‌‌3ستون‌است،‌پس‌مرتبهء‌آن
‌A
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 Ï»H  ooõw

 ³»j  oõw®
‌

‌را‌در‌نظر‌بگیرید!‌این‌درایه‌در‌سطر‌دوم‌و‌ستون‌اول‌واقع‌شده‌است. a
21

درایهء

‌است‌)سه‌سطر‌و‌دو‌ستون‌دارد(.‌در‌این‌ماتریس‌عدد‌4،‌درایهء‌واقع‌در‌سطر‌سوم‌و‌ستون‌اول‌است. 3 2´ ،‌یک‌ماتریس
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مثلاً‌ماتریس

)تمرین کتاب درسی( �را�مشخص�می�کند؟� a
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�Aبا�شرایط aij== ´́[ ]3 �کدام�گزینه�ماتریس4
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‌است.‌ 3 4´ ماتریس‌‌Aیک‌ماتریس ‌‌ ‌
‌باید‌‌7بگذاریم،‌در‌جایی‌که‌شمارهء‌سطر‌از‌شمارهء‌ ( )i j= در‌جایی‌که‌شمارهء‌سطر‌و‌ستون‌با‌هم‌برابرند

ستون‌کم‌تر‌است‌باید‌شمارهء‌سطر‌را‌به‌توان‌‌2برسانیم‌و‌در‌ماتریس‌جایگزین‌کنیم.‌بنابراین‌داریم:

‌ a a a a a a
12

2

13

2

14

2

23

2

24

2

34

2
1 1 1 2 2 3= = = = = =, , , , , ‌

در‌جایی‌که‌شمارهء‌سطر‌از‌شمارهء‌ستون‌بزرگ‌تر‌است،‌شمارهء‌سطر‌و‌ستون‌را‌با‌هم‌جمع‌می‌کنیم‌و‌در‌ماتریس‌قرار‌می‌دهیم.‌پس:
‌ a a a

21 31 32
2 1 3 3 1 4 3 2 5= + = = + = = + =, , ‌
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7 1 1 1

3 7 4 4
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بنابراین:‌

شناخت‌ماتریس‌های‌خاص‌یکی‌از‌اولین‌مراحلِ‌ورود‌به‌بازی‌ماتریس‌است.

‌O
2 3

0 0 0

0 0 0
´ =

é

ë
ê

ù

û
ú ‌Oنمایش‌می‌دهیم.‌  ماتریس صفر:‌ماتریسی‌که‌تمام‌درایه‌های‌آن‌صفر‌است‌و‌آن‌را‌با
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1́ 5

´‌1است.‌ n  ماتریس سطری:‌ماتریسی‌که‌فقط‌یک‌سطر‌دارد.‌مرتبهء‌این‌ماتریس،

‌است. n  ماتریس ستونی:‌ماتریسی‌که‌فقط‌یک‌ستون‌دارد.‌مرتبهء‌این‌ماتریس،1´
‌
a
b
c
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´3 1

‌

‌است. n n´  ماتریس مربعی:‌ماتریسی‌که‌تعداد‌سطرها‌و‌ستون‌های‌آن‌با‌هم‌برابرند.‌مرتبهء‌این‌ماتریس
این‌ماتریس‌دارای‌قطر‌اصلی‌و‌قطر‌فرعی‌است.‌

است.‌ ‌ i j> اصلی قطر‌ پایین‌ و‌ ‌ i j= اصلی قطر‌ روی‌ ‌، i j< مربعی ماتریس‌ اصلی‌ قطر‌ بالای‌ درایه‌های‌ در‌
‌است.( aijشمارهء‌ستون‌درایهء‌jشمارهء‌سطر‌و‌‌i(

‌
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e f c
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ú

 ماتریس پایین مثلثی:‌ماتریسی‌است‌مربعی‌که‌همهء‌درایه‌های‌بالای‌قطر‌اصلی‌آن‌صفرند.‌
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 ماتریس بالامثلثی:‌ماتریسی‌است‌مربعی‌که‌همهء‌درایه‌های‌پایین‌قطر‌اصلی‌آن‌صفرند.‌

صفرند.‌ آن‌ اصلی‌ قطر‌ پایین‌ و‌ بالا‌ درایه‌های‌ تمام‌ که‌ مربعی‌ است‌ ماتریسی‌ قطری:‌ ماتریس   
‌ )ماتریس‌قطری‌هم‌بالا‌مثلثی‌است‌و‌هم‌پایین‌مثلثی(‌
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 ماتریس اسکالر: ماتریسی‌است‌قطری‌که‌تمام‌درایه‌های‌روی‌قطر‌اصلی‌آن‌با‌هم‌برابرند.‌‌

‌ I
2

1 0

0 1
=
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ê

ù

û
ú  ماتریس همانی )واحد(: ماتریسی‌است‌اسکالر‌که‌درایه‌های‌روی‌قطر‌اصلی‌آن‌یک‌باشند.‌
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‌‌. a
i j
i jij =
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0
‌که I an ij n n= ´[ ] ‌گاهی‌ماتریس‌همانی‌را‌این‌گونه‌معرفی‌می‌کنند:

A،‌قطری‌است؛‌سریع‌نتیجه‌می‌گیریم‌درایه‌های‌غیر‌واقع‌بر‌قطر‌اصلی‌باید‌صفر‌باشند،‌یعنی‌
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مثلاً‌اگر‌بگویند‌ماتریس
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- = Þ =
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2 0 0
‌ ‌باشد.‌ m ‌و0= n باید‌1=

‌است.
1 0
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ú بنابراین‌ماتریس‌‌Aبه‌شکل

‌
k

k
k

0 0
0 0
0 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
‌به‌شکل 3 3´ ‌است؛‌می‌گفتیم‌ماتریس‌اسکالر -6 حالا‌اگر‌گفته‌شده‌بود‌مجموع‌درایه‌های‌یک‌ماتریس‌اسکالر‌از‌مرتبهء‌‌3برابر

‌بوده‌است.
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‌و‌ماتریس‌به‌صورت k = -2 ‌و‌ 3 6k = - ‌است،‌نتیجه‌می‌گرفتیم‌ 3k و‌مجموع‌درایه‌های‌آن‌برابر‌با

‌درایه‌های‌نظیر‌به‌نظیر‌در‌‌Aو‌‌Bبرابر‌باشند. ‌دو‌ماتریس،‌هم‌مرتبه‌باشند‌و‌ دو‌ماتریس‌‌‌Aو‌‌Bمساوی‌اند‌هرگاه:‌
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)تمرین کتاب درسی(  �کدام�است؟� x y z++ ++ A،�در�این�صورت�حاصل B== �Bو
x y
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++
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ëë
êê
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3 2

2 1
�Aو

x y
z

==
--éé

ëë
êê
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2 5

1
�اگر

‌مرتبهء‌دو‌ماتریس‌یکی‌است،‌بنابراین‌برای‌این‌که‌دو‌ماتریس‌برابر‌باشند‌باید‌درایه‌های‌دو‌ماتریس‌نظیر‌به‌نظیر‌برابر‌باشند،‌یعنی:
2 3

2 5
4 8 2 1

2

x y

x y
x x y

z

- =

+ =
¾ ®¾ = Þ = Þ =

= -

ì

í
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î
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+

‌

‌ x y z+ + = + - =2 1 2 1 پس:‌

آشنایی‌با‌جمع،‌تفریق‌و‌ضرب‌ماتریس‌ها‌از‌مهم‌ترین‌موضوعات‌مربوط‌به‌ماتریس‌ها‌است‌که‌در‌ادامه‌به‌آن‌می‌پردازیم.

1- جمع و تفريق
اگر‌دو‌ماتریس‌هم مرتبه‌باشند،‌با‌جمع‌یا‌تفریق‌کردن‌درایه های نظیر دو ماتریس،‌جمع‌یا‌تفریق‌دو‌ماتریس‌به‌دست‌می‌آید.
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�کدام�درایه�وجود�ندارد؟ I A-- ،�در�ماتریس a
i j

i j i j

i i j
ij ==
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++ >>
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ìì

íí
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�Aو aij== ´́[ ]3 3 �اگر

4(‌مضرب‌7 3(‌مضرب‌‌‌5 2(‌مضرب‌‌‌4 1(‌مضرب‌‌‌‌3
‌
A =
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7 1 1

3 7 4

4 5 7

اول‌باید‌تکلیف‌ماتریس‌‌Aرا‌روشن‌کنیم.‌ ‌ ‌

‌است. i j< ‌و‌در‌درایه‌های‌بالای‌قطر‌اصلی i j> قبلاً‌گفته‌بودیم‌که‌در‌درایه‌های‌پایین‌قطر‌اصلی‌ماتریس‌مربعی
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I )ماتریس همانی( هم که آشناست!‌
‌عدد‌مضرب‌‌7نداریم. I A- در‌بین‌درایه‌های

2- ضرب عدد در ماتريس 

‌ A A=
-é

ë
ê

ù

û
ú Þ - =

- -
- -

é

ë
ê

ù

û
ú

1 1 3

2 0 4
3

3 3 9

6 0 12
اگر‌عددی‌در‌ماتریس‌ضرب‌شود،‌در‌تمام‌درایه‌های‌آن‌ضرب‌می‌شود.‌‌

‌به‌دست‌آمد.‌ -3A ‌ضرب‌کردیم‌و -3 تک‌تک‌درایه‌های‌‌Aرا‌در‌
،‌قرینهء‌ماتریس‌‌Aمی‌گوییم. ( )-A ‌به‌دست‌می‌آید.‌به‌ماتریس‌ ( )-A ‌ضرب‌کنیم،‌ماتریس‌ ( )-1 ‌اگر‌ماتریس‌‌Aرا‌در‌

چند ويژگی در مورد جمع، تفريق و ضرب عدد در ماتريس

‌A B B A+ = + )خاصیت‌جابه‌‌جایی(‌‌‌‌ اگر‌ماتریس‌های‌‌B‌،Aو‌‌Cهم‌مرتبه،‌‌mو‌‌kاعداد‌حقیقی‌باشند،‌آن‌گاه:‌
‌ ( ) ( )A B C A B C+ + = + + )خاصیت‌شرکت‌پذیری(‌‌‌‌ ‌ ‌ ( )A kA mAk m± = ± ‌
‌A O A+ = )خاصیت‌عضو‌خنثی‌در‌جمع(‌‌‌‌ ‌ ‌ k(mA) m(kA) (km)A= = ‌
‌A A O+ - =( ) )خاصیت‌عضو‌قرینه(‌‌‌‌ ‌ ‌ kA O k= Þ =0 ‌Aیا‌ O= ‌

‌0´ =A O ‌
‌
A B kA kB

kA kB A Bk

= Þ =

= ¾ ®¾¾ =

ì
í
ï

îï
¹0

‌
‌ k( )A B kA kB± = ± ‌ ‌

3- ضرب دو ماتريس 
‌باشد،‌یعنی‌ضرب‌دو‌ماتریس‌زمانی‌قابل‌‌تعریف‌است‌که‌تعداد‌ستون‌های‌ماتریس‌اول‌با‌ n k= ‌Aزمانی‌وجود‌دارد‌که B´ ‌Bkباشد، l´ ،Am n´ اگر

.m l´ A،‌ماتریسی‌است‌از‌مرتبهء B´ ‌Aتعداد‌سطرهای‌ماتریس‌دوم‌برابر‌باشد.‌ B A B Cm n
n k

k l´

=

´ ´ ´ ´´ ´ =;
3 2 2 4 3 4

‌
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برای‌ضرب‌دو‌ماتریس،‌از‌ماتریس‌اول،‌سطر‌و‌از‌ماتریس‌دوم،‌ستون‌برمی‌داریم‌و‌درایه‌های‌هر‌سطر‌در‌ستون،‌نظیر‌به‌نظیر‌ضرب‌و‌حاصل‌با‌هم‌
جمع‌می‌شود‌و‌در‌ماتریس‌حاصل‌ضرب‌جایگزین‌می‌شود.
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چگونگی‌به‌دست‌آوردن‌درایهء‌واقع‌در‌سطر‌اول‌و‌ستون‌اول‌ماتریس‌حاصل‌ضرب‌را‌ببینید:‌
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‌ 2 1 1 1 0 4 2 1 0 1´ + - ´ + ´ = - + = جای‌درایهء‌واقع‌در‌سطر‌اول‌و‌ستون‌اول‌ماتریس‌حاصل‌ضرب‌قرار‌می‌دهیم.‌
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2

1

3

3 1 1

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

´́ == --
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

A
a b c

d e f
�اگر

21‌)4 ‌‌18‌)3 ‌15‌)2 ‌11‌)1

‌به‌ما‌بدهد. 3 3´ ‌Amباید‌ضرب‌شود‌تا‌یک‌ماتریس n´ ‌است‌در‌ماتریس‌ 3 1´ ‌که B =
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ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

a b c

d e f
3 1 1 ‌داریم:‌‌ x y z[ ] ‌1است.‌با‌فرض‌‌Aبه‌شکل 3´ از‌مرتبهء‌

 a b e x y y x y+ + = + + = + = + =2 2 3 2 5 2 3 5 1 11( ) ( ) ،‌بنابراین:‌‌ e y= 3 ‌و b y= 2 ، a x= 2 واضح‌است‌که

�Aرا�به�دست�آورید. B´́ B باشند،�درایهء�واقع�در�سطر�دوم�و�ستون�سوم�ماتریس ==
--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 1 1

3 0 5
�و A ==

--

--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 1

2 1

3 2

�اگر

)کار در کلاس کتاب درسی(  

‌Aیک‌ B´ .‌ماتریس ‌2است،‌ضرب‌کنیم‌ 3´ ‌است‌را‌در‌ماتریس‌‌Bکه‌یک‌ماتریس 3 2´ ‌خب! انگار راهی نداریم‌و‌باید‌ماتریس‌‌Aکه

‌

A B´ =
-

-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

-é

ë
ê

ù

û
ú =

- - -
-
- -

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

1 1

2 1

3 2

2 1 1

3 0 5

1 1 4

7 2 7

0 3 7

úú
ú
ú

‌خواهد‌شد.‌ 3 3´ ماتریس

‌Aبرابر‌‌7است. B´ درایهء‌واقع‌در‌سطر‌دوم‌و‌ستون‌سوم
به‌جای‌این‌که‌دو‌ماتریس‌را‌در‌هم‌ضرب‌کنیم‌تا‌درایهء‌مورد‌نظرمان‌را‌به‌دست‌آوریم،‌می‌توانستیم‌سطر‌دوم‌‌Aرا‌در‌ستون‌سوم‌‌Bضرب‌کنیم‌تا‌

‌Aبه‌راحتی‌به‌دست‌آید. B´ درایهء‌واقع‌در‌سطر‌دوم‌و‌ستون‌سوم

ABدرایهء‌واقع‌در‌سطر‌دوم‌و‌ستون‌سوم‌‌ = ´ =
é

ë
ê

ù

û
ú = + =[ ] [ ] [ ]A B ³»j oõw  ³¼w ·¼Tw 2 1
1

5
2 5 7 ‌

‌از‌ضرب‌سطر‌‌iامُ‌ماتریس‌‌Aدر‌ستون‌‌jامُ‌ماتریس‌‌Bبه‌دست‌می‌آید. cij ‌Aباشد،‌آن‌‌گاه‌درایهء B C´ = ‌اگر

‌ c A i B jij = ´[ ] [ ]³ÔH oõw ³ÔH  ·¼Tw ‌
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�Bبرقرار�باشند،�درایهء�واقع�در�سطر�دوم�و�ستون�اول��BAکدام�است؟ A-- ==

--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 0

5 3
�3و 2A B I++ == �اگر�برای�دو�ماتریس��Aو��Bروابط

‌7‌)4 3(‌صفر‌ ‌‌ -1 )2 ‌‌ -2 )1
‌2هستند. 2´ ‌2است،‌پس‌‌Aو‌‌Bنیز‌مربعی‌و 2´ ‌Bمربعی‌و A- ‌ ‌

به‌کمک‌داده‌های‌سؤال‌می‌توانیم‌ماتریس‌های‌‌Aو‌‌Bرا‌به‌دست‌آوریم.‌ببینید‌

‌
3 2

1 0

0 1

2 2
4 0

10 6

5
5 0

10 5

A B

B A
A

+ =
é

ë
ê

ù

û
ú

- =
-é

ë
ê

ù

û
ú

ì

í

ï
ï

î

ï
ï

¾ ®¾ =
- -

é

ë
ê

- ùù

û
ú ‌

‌Þ =
- -

é

ë
ê

ù

û
úA

1 0

2 1
‌

حالا‌که‌‌Aرا‌داریم،‌‌Bبه‌راحتی‌به‌دست‌می‌آید.

‌B A- =
-é

ë
ê

ù

û
ú

2 0

5 3
‌Þ =

-é

ë
ê

ù

û
ú +

- -
é

ë
ê

ù

û
ú =

-é

ë
ê

ù

û
úB

2 0

5 3

1 0

2 1

1 0

3 2
‌

‌BA =
-é

ë
ê

ù

û
ú - -

é

ë
ê

ù

û
ú =

-
- -

é

ë
ê

ù

û
ú

1 0

3 2

1 0

2 1

1 0

1 2
بنابراین:‌

می‌توانستیم‌بگوییم‌درایهء‌واقع‌در‌سطر‌دوم‌و‌ستون‌اول‌‌BAاز‌ضرب‌سطر‌دوم‌‌Bدر‌ستون‌اول‌‌Aبه‌دست‌می‌آید.

BAدرایهء‌سطر‌دوم‌و‌ستون‌اول‌‌ =
-

é

ë
ê

ù

û
ú = - = -[ ]3 2

1

2
3 4 1 ‌

�را�به�دست� ( )A B C´́ ´́ �Cباشند،�درایهء�واقع�در�سطر�سوم�و�ستون�دوم�ماتریس ==
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 3

1 1
�و B ==

--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 1

2 3
، A == --

--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 2

1 0

2 1

�اگر

)برگرفته از کار در کلاس کتاب درسی( آورید.�

‌است.‌می‌توانیم‌اول‌ضرب‌دو‌ماتریس‌‌Bو‌‌Cکه‌ ( ) ( )A B C A B C´ ´ = ´ ´ ‌می‌دانیم‌ضرب‌ماتریس‌ها‌خاصیت‌شرکت‌پذیری‌دارد؛‌یعنی
هر‌دو‌مربعی‌هستند‌را‌محاسبه‌کنیم‌و‌سپس‌‌Aرا‌در‌حاصل‌ضرب‌‌Bو‌‌Cضرب‌کنیم.

‌B C´ =
-é

ë
ê

ù

û
ú -

é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú

1 1

2 3

2 3

1 1

3 2

1 9
‌A B C´ ´ = -

-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

é

ë
ê

ù

û
ú = - -

-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

( )
1 2

1 0

2 1

3 2

1 9

5 20

3 2

5 5

‌

‌است. -5 ‌برابر‌با ( )A B C´ ´ درایهء‌واقع‌در‌سطر‌سوم‌و‌ستون‌دوم‌ماتریس
به‌جای‌این‌کار‌می‌توانستیم‌سطر‌سوم‌‌Aرا‌در‌ماتریس‌‌Bو‌ستون‌دوم‌‌Cضرب‌کنیم‌تا‌درایهء‌مورد‌نظرمان‌به‌دست‌آید.

‌ ( ) [ ] [A B C A B´ ´ = ´ ³»j ·¼Tw » ³¼w oõw nj Í¤H» â¾ÄHnj  ³¼w oõw  uÄÄoUI¶  ³»j ·¼Tw] [ ] [ ] [ ]´ = -
-é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë
ê

ù

û
ú = -C 2 1

1 1

2 3

3

1
0 5

� ��� ���
����

3

1
5

é

ë
ê

ù

û
ú = -

رابطهء از‌ ‌D ماتریس‌ ‌jاُم‌ ستون‌ و‌ ‌iاُم‌ سطر‌ در‌ واقع‌ درایهء‌ آن‌گاه‌ باشد،‌ ‌ ( )A B C D´ ´ = اگر ‌

‌به‌دست‌می‌آید. dij A i B C j= ´ ´[ ] [ ] [ ]³ÔH  oõw  uÄoUI¶ ³ÔH  ·¼Tw

ويژگي هاي ضرب ماتريس ها

‌در‌حالت‌کلی‌ضرب‌ماتریس‌ها‌خاصیت‌جابه‌جایی‌ندارد.

‌را‌در‌نظر‌بگیرید. B =
-

é

ë
ê

ù

û
ú

3 1

2 2
‌و A =

-é

ë
ê

ù

û
ú

1 1

2 1‌A B´ =
-é

ë
ê

ù

û
ú -

é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú

1 1

2 1

3 1

2 2

1 3

8 0
‌

‌B A´ =
-

é

ë
ê

ù

û
ú

-é

ë
ê

ù

û
ú =

-
- -

é

ë
ê

ù

û
ú

3 1

2 2

1 1

2 1

5 2

2 4
‌

‌Bبرابر نیستند. A´́ A و B´́ ‌Bبرابر‌نشدند؛‌در حالت کلی A´ ‌Aو B´ دیدید؟!
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م 
ده

واز
3 د

سه 
ند

ه

زیر‌ در‌ را‌ مهم‌ باشند.‌چند‌حالت‌ داشته‌ ‌ ( )A B B A´ = ´ تعویض پذیری ماتریس‌می‌توانند‌خاصیت‌ دو‌ در‌حالت‌های‌خاصی‌ ‌
می‌بینید.‌

‌AI IA A= = An،‌خاصیت‌جابه‌جایی‌)تعویض‌پذیری(‌دارد.‌ n´ ‌در‌ماتریس‌مربعی ( )In ‌ضرب‌ماتریس‌همانی

‌Bباشند،‌
m

n
p

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

0 0
0 0
0 0

‌Aو
a
b
c

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

0 0
0 0
0 0

‌ضرب‌دو‌ماتریس‌قطریِ‌هم‌مرتبه،‌خاصیت‌جابه‌جایی‌)تعویض‌پذیری(‌دارد.‌مثلاً‌اگر
آن‌گاه:

‌A B B A
am

bn
cp

´ = ´ =
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

0 0
0 0
0 0

‌

‌ضرب‌ماتریس‌اسکالر‌با‌هر‌ماتریس‌مربعیِ‌هم‌مرتبه‌با‌آن،‌خاصیت‌جابه‌جایی‌دارد.

‌
k
k
k

a b c
d e f
g h i

a b c
d e f
g

A B

0 0
0 0
0 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=

� �� �� � �� �� hh i

k
k
k

ka kb kc
kd ke kf
k

B A

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=

� �� �� � �� ��

0 0
0 0
0 0 gg kh ki

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

‌

‌
-

-
é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë
ê

ù

û
ú =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

1 2

2 1

3 1

1 3

1 5

5 1

A B
��� �� ���

،‌تعویض‌پذیرند.‌
m n
n m

é

ë
ê

ù

û
ú ‌دو‌ماتریس‌به‌شکل

‌
3 1

1 3

1 2

2 1

1 5

5 1

é

ë
ê

ù

û
ú

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

B A
������ ��

‌

‌Bبرابر‌شدند،‌بنابراین‌دو‌ماتریس‌‌Aو‌‌Bتعویض‌پذیرند. A´ ‌Aو B´ دیدید‌که

‌خاصیت‌جابه‌جایی‌دارد.
m n
n m-

é

ë
ê

ù

û
ú ‌ضرب‌دو‌ماتریس‌به‌شکل

‌
- -

-
é

ë
ê

ù

û
ú -

é

ë
ê

ù

û
ú =

- -
-

é

ë
ê

ù

û
ú

2 3

3 2

4 1

1 4

5 14

14 5

A B
� �� �� ��� ��

‌‌
4 1

1 4

2 3

3 2

5 14

14 5-
é

ë
ê

ù

û
ú

- -
-

é

ë
ê

ù

û
ú =

- -
-

é

ë
ê

ù

û
ú

B A
��� �� � �� ��

‌

‌Aشد،‌نتیجه‌می‌گیریم‌ماتریس‌های‌‌Aو‌‌Bتعویض‌پذیرند. B B A´ = ´ از‌آن‌جایی‌که
‌AB AC B C= Þ = ‌Bاست‌)حذف‌برقرار‌نیست(.‌ C= ‌ABباشد،‌نمی توان‌نتیجه‌گرفت AC= ‌اگر

‌Cباشد. =
-é

ë
ê

ù

û
ú

3 0

3 0
‌و B =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

1 1
1 1

، A =
é

ë
ê

ù

û
ú

1 1

2 2
فرض‌کنید

‌Bباشد‌اما‌‌AB AC= ‌ABاست.‌آیا‌ماتریس‌های‌‌Bو‌‌Cبرابرند؟!‌معلوم‌است‌که‌جواب‌»نه«‌است.‌این‌یعنی‌ممکن‌است AC= =
é

ë
ê

ù

û
ú

0 0
0 0

و‌‌Cبرابر‌نباشند.
‌ ( ) ( )A B C A B C´ ´ = ´ ´ ‌ضرب‌ماتریس‌ها‌خاصیت‌شرکت‌پذیری‌دارد.‌

�کدام��اند؟ x
x

O1
1 0

2 3 1
[[ ]] --éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú == �جواب�های�معادلهء

4(‌‌3و‌‌1 ‌‌ -1 3(‌‌3و ‌و‌‌‌1 -3 )2 ‌‌ -1 ‌و -3 )1
‌A B C A B C´ ´ = ´ ´( ) ( ) از‌قبل‌آگاهی‌داریم‌که‌ضرب‌ماتریس‌ها‌دارای‌خاصیت‌شرکت‌پذیری‌است،‌یعنی:‌ ‌‌ ‌

‌
-é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë
ê

ù

û
ú =

-
+

é

ë
ê

ù

û
ú

1 0

2 3 1 2 3

x x
x

‌را‌به‌دست‌می‌آوریم.‌
-é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë
ê

ù

û
ú

1 0

2 3 1

x
پس‌ابتدا‌حاصل

‌ x
x
x

x x1
2 3

2 3 0
1 2

2 1

2

1 1[ ] -
+

é

ë
ê

ù

û
ú = - + + =´

´
´[ ] [ ] ‌باشد،‌بنابراین:‌ O ‌برابر‌با x

x
x

1
2 3

[ ] -
+

é

ë
ê

ù

û
ú حالا‌باید

‌ x x x x
x
x

2
2 3 0 3 1 0

3

1
- - = Þ - + = Þ

=
= -

ì
í
î

( ) ( ) ‌باشد،‌پس:‌ - + + =x x2
2 3 0 یعنی‌باید

‌است. -1 معادلهء‌ماتریسی‌داده‌شده‌دارای‌دو‌جواب‌‌3و
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‌در‌ضرب‌ماتریس‌ها‌خاصیت‌توزیع‌پذیری‌)و‌فاکتورگیری(‌برقرار‌است.‌‌‌‌‌)توزیع‌پذیری‌از‌چپ(

‌
A B C A B A C
B C A B A C A

´ ± = ´ ± ´
± ´ = ´ ± ´

ì
í
î

( )
( ) )توزیع‌پذیری‌از‌راست(‌‌‌‌‌‌‌‌ ‌

‌اگر‌حاصل‌ضرب‌دو‌ماتریس‌صفر‌شود،‌نمی‌توان‌نتیجه‌گرفت‌یکی‌از‌دو‌ماتریس‌صفر‌بوده‌است.‌به‌عبارت‌دیگر‌ممکن‌است‌از‌ضرب‌کردن‌دو‌
ماتریس‌غیرصفر‌یک‌ماتریس‌صفر‌به‌دست‌آید.‌مثلاً:

‌A B AB=
é

ë
ê

ù

û
ú =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú Þ =

é

ë
ê

ù

û
ú

1 1

2 2

2 1

2 1

0 0

0 0
, ‌

همان‌طور‌که‌ملاحظه‌می‌کنید،‌حاصل‌ضرب‌دو‌ماتریس‌صفر‌شده‌اما‌هیچ‌کدام‌از‌ماتریس‌ها،‌ماتریس‌صفر‌نبوده‌اند.
‌حاصل‌ضرب‌دو‌ماتریس‌قطری،‌یک‌ماتریس‌قطری‌است‌و‌برای‌محاسبهء‌آن‌باید‌درایه‌های‌روی‌قطر‌اصلی‌دو‌ماتریس‌را‌نظیر‌به‌نظیر‌در‌هم‌

ضرب‌کرد.

‌
a
b
c

d
e
f

ad
be

cf

0 0
0 0
0 0

0 0
0 0
0 0

0 0
0 0
0 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

úú
ú
ú

‌

‌ضرب‌ماتریس‌قطری‌در‌یک‌ماتریس‌مربعیِ‌هم‌مرتبه:

‌
m

n
p

a b c
d e f
g h i

ma mb

A

0 0
0 0
0 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=

Áoõ¤
� �� �� � �� ��

mmc
nd ne nf
pg ph pi

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

‌

همان‌طور‌که‌می‌بینید!‌اگر‌ماتریس‌قطری‌از‌چپ‌در‌ماتریس‌‌Aضرب‌شود،‌سطر‌اول‌‌Aدر‌m،‌سطر‌دوم‌‌Aدر‌‌nو‌سطر‌سوم‌‌Aدر‌‌pضرب‌می‌شود.

‌
a b c
d e f
g h i

m
n
p

ma nb

A

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=

� �� �� � �� ��

0 0
0 0
0 0

Áoõ¤

ppc
md ne pf
mg nh pi

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

‌

اگر‌ماتریس‌قطری‌از‌راست‌در‌ماتریس‌‌Aضرب‌شود،‌ستون‌اول‌‌Aدر‌m،‌ستون‌دوم‌‌Aدر‌‌nو‌ستون‌سوم‌‌Aدر‌‌pضرب‌می‌شود.
‌Aباشد،‌اتحادها‌در‌مورد‌آن‌ها‌برقرارند.‌اتحادهای‌مهم‌را‌ببینید‌ B B A´ = ´ ‌اگر‌دو‌ماتریس‌‌Aو‌‌Bتعویض‌پذیر‌باشند‌یعنی

1(‌ ( )A B A B AB+ = + +2 2 2 2 ‌2(‌ ( )A B A B AB- = + -2 2 2 2 ‌3(‌ ( ) ( )A B A B A B- + = -2 2 ‌

4(‌A B A B A AB B3 3 2 2+ = + - +( ) ( ) ‌5(‌A B A B A AB B3 3 2 2- = - + +( ) ( ) ‌
) IA AI A= = ‌برقرارند.‌)چون‌‌Iو‌‌Aتعویض‌پذیر‌هستند؛‌یعنی‌ In ‌Anو‌ n´ ‌اتحادهای‌بالا‌در‌مورد‌

،�ضرب�ماتریس��Aبا�چه�تعداد�از�ماتریس�های�زیر،�خاصیت�جابه�جایی�دارد؟ A ==
--

--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 2 3

2 0 1

4 1 2

�اگر

 A3 ت( ��A A I2 2++ -- پ( �� ( )A I++ 2 ب( �� I A-- الف(
1‌)4 ‌2‌)3 ‌3‌)2 ‌4‌)1

AI(،‌پس‌ضرب‌هر‌ماتریس‌که‌فقط‌شامل‌ماتریس‌هایی‌از‌‌Aو‌‌Iباشد،‌با‌ماتریس‌ IA= می‌دانیم‌‌Aو‌‌Iتعویض‌پذیرند‌)یعنی ‌ ‌
‌Aخاصیت‌جابه‌جایی‌دارد.

‌خاصیت‌جابه‌جایی‌دارد. A3 ‌Aو A I2 2+ - ، ( )A I+ 2 ، I A- ‌می‌گوییم‌ضرب‌‌Aبا‌هر‌چهار‌ماتریس بدون‌این‌که‌ضربی‌انجام‌دهیم،‌خیلی‌شیک‌
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�3با�این�ویژگی�باشند�که 3´́ �Bدو�ماتریس bij== [ ] �Aو aij== [ ] �اگر

 ( )kÎÎ �کدام�است؟ ( )A B-- 2 ماتریس
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, اول‌باید‌تکلیف‌درایه‌های‌دو‌ماتریس‌‌Aو‌‌Bرا‌مشخص‌کنیم:‌‌ ‌ ‌

‌در‌ماتریس‌‌Aهر‌جا‌مجموع‌شمارهء‌سطر‌و‌ستون‌یک‌درایه،‌عددی‌فرد‌بود‌به‌جای‌آن‌صفر‌و‌هر‌جا‌مجموع‌شمارهء‌سطر‌و‌ستون‌درایه،‌
عددی‌زوج‌بود‌به‌جای‌آن‌یک‌گذاشتیم.
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‌A A Am n m n´ = + ‌ ‌ ( )A Am n mn= ‌
‌و‌...‌رابطه‌ای‌پیدا‌کنیم. A3 ، A2 ،Aبه‌طور‌خاص‌در‌مورد‌توان‌های‌بزرگ!(،‌راه‌کلی‌این‌است‌که‌بین‌(‌Aبرای‌محاسبهء‌توان‌های‌ماتریس‌مربعی‌‌
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‌A A I A IA A7 2 3 3= ´ = ´ = =(A ) ‌را‌به‌دست‌می‌آوریم.‌ A14 ‌و A7 ‌Aشده،‌خیلی‌راحت I2 = حالا‌که

‌A I I14 2 7 7= = =(A ) ‌

‌Aباشد‌به‌ماتریس‌A،‌ماتریس‌متناوب‌گویند؛‌زیرا‌توان‌های‌زوج‌این‌ماتریس‌برابر‌‌Iو‌توان‌های‌فرد‌آن‌برابر‌با‌خودِ‌ماتریس‌است. I2 = ‌اگر
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= ‌عدد‌‌3را‌فاکتور‌بگیریم،‌داریم:‌ A2 اگر‌از‌تمام‌درایه‌های‌ماتریس

‌ A A2
3= ‌و‌...‌باشیم.‌‌ A3 ، A2 ،Aباید‌به‌دنبال‌رابطه‌ای‌بین‌

‌A A A A A A3 2 2 2
3 3 3 3 3= = = = =. ( ).A A ( ) ‌

‌A A A A A A A A4 3 2 2 2 2 3
3 3 3 3 3= = = = =. ( ). ( ) , ‌

‌ A A1399 1398
3= ‌می‌توان‌نتیجه‌گرفت:‌‌ خیلی‌ساده!‌

‌ A A1399 1398
3= ‌شده،‌بنابراین:‌‌ A A2

3= ‌در‌این‌تست‌که ‌Aاست. k An n= -1 ‌Aباشد، kA2 = اگر ‌
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�کدام�است؟ A A A++ ++ ++2 1399
 �BAباشد،�حاصل B== �ABو A== �اگر��Aو��Bدو�ماتریس�مربعی�و

‌1400A )4 ‌‌1400I ‌)3 ‌‌1399A )2 ‌‌1398A )1
‌ABرا‌از‌راست‌در‌‌Aضرب‌می‌کنیم‌و‌به‌جای‌‌B‌،BAقرار‌می‌دهیم. A= طرفین‌رابطهء ‌ ‌

‌AB A AB A A A BA AA

B

= ¾ ®¾ = Þ =´ ( ) ( )2 2


‌

‌AB A A AAB A= ¾ ®¾¾¾ ==2 2 ‌

A A A A A A A A A+ + + + = + + + + =2 3 1399
1399  ‌است‌و‌در‌نتیجه‌داریم:‌‌ ( )n A AnÎ = ‌باشد،‌آن‌گاه A A2 = اگر

‌با‌توجه‌به‌قسمت‌های‌بالا،‌می‌توان‌روش‌به‌دست‌آوردن‌توان‌ماتریس‌های‌خاص‌را‌به‌صورت‌زیر‌دسته‌بندی‌کرد:‌
‌ ( )nÎ An،‌کافی‌است‌درایه‌های‌روی‌قطری‌اصلی‌‌Aرا‌به‌توان‌‌nبرسانیم. ‌اگر‌ماتریس‌‌Aقطری‌باشد،‌برای‌به‌دست‌آوردن
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‌A A A An n2 = ¾ ®¾¾ =Î ‌باشد،‌آن‌گاه‌تمام‌توان‌های‌طبیعی‌‌Aبا‌خود‌‌Aبرابرند.‌ A A2 = ‌اگر‌ماتریس‌‌Aمربعی‌و
‌ ( )I In = ‌ماتریس‌‌Iبه‌هر‌توان‌طبیعی‌برسد‌برابر‌با‌‌Iمی‌شود.

‌A kA A k An n n2 1= ¾ ®¾¾ =Î - ‌Aباشد،‌آن‌گاه:‌ kA2 = ‌اگر‌ماتریس‌‌Aمربعی‌و

‌A I
A A

A I
2 = Þ

=

=

ì
í
ï

îï

joÎ

Z»p ‌‌Aباشد،‌آن‌گاه‌اگر‌‌Aبه‌توان‌طبیعی‌برسد،‌داریم:‌ I2 = ‌اگر‌ماتریس‌‌Aمربعی‌و‌

‌یکی‌از‌حالت‌های‌خاص‌بالا‌باشد،‌تکلیف‌ما‌روشن‌ A2 ‌است.‌اگر‌‌Aقطری‌باشد‌یا A2 ‌در‌برخورد‌با‌توان‌های‌ماتریس‌ها،‌اولین‌قدم،‌یافتن
‌و‌...‌رابطه‌ای‌پیدا‌کنیم. A3 ، A2 ،Aباید‌سعی‌کنیم‌بین‌‌Aاست.‌در‌غیر‌این‌صورت‌برای‌یافتن‌توان‌های‌بزرگ‌ماتریس‌

دختران‌و‌پسران‌عزیز،‌سلام!
قبل‌از‌حل‌تست‌ها‌به‌نکات‌زیر‌توجه‌کنید!‌

‌درس‌نامهء‌هر‌بخش‌را‌دقیق‌و‌کامل‌مطالعه‌کنید‌و‌مثال‌ها‌و‌تست‌های‌درس‌نامه‌را‌با‌دقت‌حل‌کنید.
‌دارند‌کمی‌سخت‌تر‌از‌بقیهء‌تست‌ها‌هستند. ‌تست‌هایی‌که‌علامت‌

]‌نیست.( ]z ]‌بروید.‌)البته‌هیچ‌اجباری‌به‌زدن‌تست‌های‌سری ]z ‌پس‌از‌تسلط‌کامل‌به‌تست‌های‌هر‌بخش‌سراغ‌تست‌های‌سری
‌در‌مواقع‌اورژانسی‌که‌برای‌زدن‌همهء‌تست‌ها‌وقت‌ندارید،‌تست‌های‌رنگی‌)به‌‌ویژه‌تست‌های‌کنکورهای‌سراسری‌و‌تمرین‌کتاب‌درسی(‌تسلط‌

نسبتاً‌خوبی‌بر‌مطالب‌هر‌بخش‌برای‌شما‌ایجاد‌خواهند‌کرد.
‌حتماً‌حتماً‌حتماً‌پاسخ‌تست‌ها‌را‌با‌دقت‌و‌وسواس‌بررسی‌کنید؛‌حتی‌اگر‌گزینهء‌درست‌را‌به‌عنوان‌پاسخ‌انتخاب‌کرده‌باشید.
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�Bباشند،�مجموع�درایه�های�ستون�دوم��Aو�سطر�سوم��Bکدام�است؟- 3 b j iij== == -- ´́[ ] [ ]2 3 3 1aa bb �Aو a i jij== == ++ ´́[ ] [ ]aa bb 1 3 اگر

‌ 8 7a b- )4 ‌‌ 7a b- )3 ‌‌2 9a b- )2 ‌‌ 3 7a b- )1
)کانون فرهنگی آموزش 97(- 4 3،�برابر�با��1است.�حاصل�ضرب�درایه�های�قطر�اصلی�این�ماتریس�کدام�است؟� 3´́ مجموع�درایه�های�یک�ماتریس�اسکالر
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‌ -I )4 ‌‌B‌)3 ‌A‌)2 ‌I‌)1

�Aکدام�است؟- 68 AB kB2 -- ++ �Aباشد،�حاصل B kI-- == -- اگر

‌ -k I2 )4 ‌‌ -k2 )3 ‌‌ k I2 )2 ‌‌ k2 )1

�Aکدام�است؟- 69 B2 2 �BAباشد، A== �ABو B== اگر
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‌ 4B )4 ‌‌2B )3 ‌‌ -2B )2 ‌‌ -4B )1
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  ماتریس اسکالر، ماتریسی است قطری که درایه  های روی - 4
قطر اصلی آن با هم برابرند.

مجموع  که  Aاست 
a
a
a

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

0 0
0 0
0 0

صورت به   3 3´ اسکالر ماتریس 

 3 1
1

3
a a= Þ = 3a است؛ بنابراین داریم:   درایه های آن

a3 1

27
= حاصل ضرب درایه های قطر اصلی این ماتریس برابر است با:  

I را می شناسیم. - 5 =
é

ë
ê

ù

û
ú

1 0

0 1
 

2 هستند؛ زیرا فقط ماتریس های  2´  همهء ماتریس های داده شده
هم مرتبه قابلیت جمع و تفریق دارند. با توجه به صورت سؤال، داریم:

 3
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 Þ
= -Â±ÅH oõ¤ ÁIÀï¾ÄHnj Joò ®ÅIe

Â±ÅH oõ¤ oM Í¤H»oÃü ÁIÀï¾ÄHnj Joò®Å

1

9

IIe =

ì
í
ï

îï 0

 

درایه های  حاصل ضرب  و  اصلی  قطر  روی  درایه های  حاصل ضرب  اختلاف 
1 است.

9
غیرواقع بر قطر اصلی X، برابر

نیازی نیست هر دو ماتریس را بنویسیم و با هم جمع کنیم! - 6  
بلکه کافی است سطر دوم هر دو ماتریس را به دست آوریم و با هم جمع کنیم.

 a a a
21

2

22

2

23

2
2 1 1 2 2 2 2 3 7= - = = - = - = - = -, , ,  

 b b
21 22

6 2 1 4 6 2 2 2= - ´ = = - ´ =( ) , ( ) ,  
 b

23
6 2 3 0= - ´ =( )  

 A B+ = - -[ ] + [ ] = -[ ]1 2 7 4 2 0 5 0 7 بنابراین: 
5 است. 0 7 2+ - = - A برابر با B+ مجموع درایه  های سطر دوم

برابر - 7 دو  منهای   A درایهء  هر  می گوید   C A B= - 2  
درایهء نظیرش در B، درایهء نظیر در C را می سازد. بنابراین:

 c a b11 11 112 2 2 1 4= - = - - = -( )  
 c a b m m m22 22 222 2 2 4= - = - - = - +( )  

c است، پس: c11 22 1= - + با توجه به این که
 - = - - + + Þ = -4 4 1 1( )m m  

c برویم. c23 133= - حالا باید سراغ
 c a b n n n23 23 232 1 2 1 3= - = - - + = - -( ) ( )  
 c a b m m13 13 132 0 2 2 2 1 2= - = - = - = - - =( ) ( )  

. n = 3 - نتیجه می شود - = -n 3 6 از تساوی
3 است. 1 4- - =( ) n بود که برابر با m- خواستهء سؤال

ابتدا طبق تعریف، درایه های ماتریس B را می نویسیم: - 8  
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ù
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4 6 8

6 9 12

 

 است.- 1
a a
a a
11 12

21 22

é

ë
ê

ù

û
ú 2 در حالت کلی به شکل 2´ ماتریس  

سؤال از ما سه درایه از چهار درایهء ماتریس را خواسته! برای به دست آوردن 
هر درایه نیز رابطه ای را به ما داده! ما هم درایه هایی را که خواسته به دست 

می آوریم و تحویلش می دهیم.
j است. با  = 2 i و = 1 ،)A درایهء واقع در سطر اول و ستون دوم( a12 در
i به دست می آوریم.  j+ a12 را از رابطهء i است، درایهء j< توجه به این که
 a12 1 2 3= + = بنابراین: 
j است. از  = 1 i و = 2 ،)A درایهء واقع در سطر دوم و ستون اول( a21 در
به دست می آید. پس:  i j- رابطهء از   a21 درایهء است،   i j> آن جایی که

 a21 2 1 1= - =  
j است.  = 2 i و = 2 ،)A درایهء واقع در سطر دوم و ستون دوم( a22 در
می کنیم.  مشخص   [ ]-i

3 رابطهء کمک  به  را   a22 درایهء است،   i j= چون

 a22
2

3
1= - = -[ ] بنابراین: 

با برابر  که  بیاوریم  دست  به  را   a a a21 12 22+ - حاصل باید  نهایت  در 
1 است. 3 1 5+ + =

3 به شکل زیر است:- 2 3´ صورت کلی یک ماتریس  

 A
a a a
a a a
a a a

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

11 12 13

21 22 23

31 32 33

 

 هر جا شمارهء سطر و ستون درایه برابر بودند کافی است شمارهء سطر را 
 a33 a22 و ، a11با 2 جمع کنیم و به جای آن درایه بنویسیم. )درایه های

این طور هستند.(
 هر جا شمارهء سطر از شمارهء ستون بزرگ تر بود، شمارهء سطر را منهای 
 a

31
، a

21
شمارهء ستون می کنیم و به جای آن درایه می نویسیم. )درایه های

a این ویژگی را دارند.(
32

و
 هر جا شمارهء سطر از شمارهء ستون کوچک تر بود، دو برابر شمارهء ستون 
 a

13
، a

12
را منهای شمارهء سطر می کنیم و به جای آن درایه می نویسیم. )

a چنین خصوصیتی دارند.(
23

و

 A =
+ ´ - ´ -
- + ´ -
- - +

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=
é

ë

ê
1 2 2 2 1 2 3 1

2 1 2 2 2 3 2

3 1 3 2 3 2

3 3 5
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êê
ê

ù
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ú
ú
ú

 

به تعریف درایه های ماتریس A دقت کنید! می گوید برای - 3  
 a به دست آوردن هر درایه از ماتریس A باید شمارهء سطر آن درایه را در
b ضرب کنید و حاصل این دو ضرب را با هم جمع  و شمارهء ستون آن را در

کنید.
حواسمان هست! که A یک ماتریس سطری است )یک سطر و سه ستون 
دارد(؛ بنابراین درایهء ستون دوم A یعنی درایهء واقع در سطر اول و ستون 
 a12 1 2 2= ´ + ´ = +( ) ( )a b a b دوم A برابر است با: 
2a منهای ضرب  هر درایهء ماتریس B از ضرب شمارهء ستون آن درایه در

3b به دست می آید. شمارهء سطر درایه در
ماتریس B یک ماتریس ستونی است )سه سطر و یک ستون دارد(؛ بنابراین 
برابر   B اول  ستون  و  در سطر سوم  واقع  درایهء  یعنی   B سوم  درایهء سطر 
 b31 2 1 3 3 2 9= ´ - ´ = -( ) ( )a b a b می شود با: 

a را خواسته که برابر است با: b12 31+ سؤال از ما
 a b12 31 2 2 9 3 7+ = + + - = -( ) ( )a b a b a b  
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A اسکالر است، پس: B-
 

- = - Þ =
- - = - - = Þ = = -

ì
í
î

m n m n
n m n m1 1 0 1

 

mn است. = 1 A برابر با B- حاصل ضرب درایه های روی قطر اصلی

که - 12 می شوند  جمع  هم  با  ماتریس ها  زمانی  می دانیم   
نتیجه  است،   3 3´ ماتریس یک   B این که  به  توجه  با  باشند.  هم مرتبه 

3 باشند. 3´ می گیریم ماتریس های C ،A و I نیز باید
سؤال گفته ماتریس A یک ماتریس اسکالر است. می دانیم ماتریس اسکالر

 است. حالا که مجموع درایه های ماتریس 
k

k
k

0 0
0 0
0 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

3 به شکل 3´

بنابراین است.   k = 4 یعنی  3 12k = پس شده،   12 برابر   A اسکالر 

A است. =
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

4 0 0

0 4 0

0 0 4

I3 هم که معرف حضور شما هست!

1 0 0

0 1 0

0 0 1

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

را  درایه هایش  داده شده،  تعریف  براساس  باید  که   B ماتریس  به  رسیدیم 
مشخص کنیم.

 B
b b b
b b b
b b b

=
é

ë

ê
ê
ê
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û

ú
ú
ú
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- -

é

ë

ê
ê
ê

ù11 12 13

21 22 23

31 32 33

2 3 4

1 4 5

2 1 6ûû

ú
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A، ماتریس  I B C+ = + با جای گذاری ماتریس های B ، A و I در رابطهء
C مشخص می شود.

 
4 0 0

0 4 0

0 0 4

1 0 0

0 1 0

0 0 1

2 3 4

1 4 5

2 1 6
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ê
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ú
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+ C  

 Þ
é
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ê
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ê
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ú
ú
ú
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é
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ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

+
5 0 0

0 5 0

0 0 5

2 3 4

1 4 5

2 1 6

C  

 Þ
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

- -
- -

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=
5 0 0

0 5 0

0 0 5

2 3 4

1 4 5

2 1 6

C  

C =
- -

-
-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

3 3 4

1 1 5

2 1 1

بنابراین: 
5- است. مجموع درایه های C برابر با

باید A و B را ضرب کنیم تا کوچک ترین درایه مشخص شود!- 13  

 AB =
-é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

-
é

ë
ê

ù

û
ú =

-
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é

ë

ê
ê
ê
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1 1

0 2

3 1
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1 2 1

2 2 2
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2- است. ،AB کوچک ترین درایهء ماتریس

درایه های - 14 که  مربعی  است  ماتریسی  قطری،  ماتریس   

.
a
b
0

0
é

ë
ê

ù

û
ú طرفین قطر اصلی آن همگی صفرند؛ این شکلی  

دو ماتریس را در هم ضرب می کنیم و درایه های غیرواقع بر قطر اصلی را برابر 
صفر قرار می دهیم تا x و y به دست آیند.

A و B با هم مساوی اند، پس درایه های آن ها باید نظیر به نظیر با هم برابر 
باشند؛ یعنی:

 
m
n n
k k

=
- = Þ =
+ = Þ =

ì

í
ï

î
ï

2

1 6 7

1 12 11

 

 m n k+ + = + + =2 7 11 20 بنابراین:  

باید B را با درایه هایش بنویسیم؛ آن هم به کمک تعریفی - 9  
که داده!

 B
b b b
b b b
b b b
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A است، پس: B=

 
0 1 2

0 2 4

0 3 6
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2 3
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 Þ
+ = Þ = -
- = Þ =
+ = Þ = -

ì

í
ï

î
ï

=

- = ¾ ®¾¾ = -
=

=-
m m
n n
k k

x

m p p
y

m
1 0 1

1 0 1

2 0 2

2

4 5
1,

66

ì

í
ï

î
ï

 x y k p n m- - + + - = - + - + + = -2 6 2 5 1 1 5 بنابراین: 

درایه های - 10 باید  پس  مساوی اند،   B و   A ماتریس  دو   
نظیربه نظیر دو ماتریس برابر باشند.

 
m m
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p
n

- = Þ =

+ = -
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ü
ý
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î
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حالا که تکلیف m، n و p روشن شد باید براساس تعریف داده شده، ماتریس 

 ، [ ]i p
m n

+
+ C را بنویسیم. درایه های روی قطر اصلی ماتریس C از رابطهء

] و درایه های پایین قطر اصلی  ]m j
n
-

2 درایه های بالای قطر اصلی از رابطهء

] به دست می آیند. ]i j
m n

+
-3 از رابطهء

 C
c c c
c c c
c c c

=
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ê
ê
ê
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ú
ú
ú
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11 12 13

21 22 23

31 32 33
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é
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2 0 0
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درایه های روی قطر اصلی ماتریس C با هم برابرند و تمام درایه های غیرواقع 
بر قطر اصلی C، صفرند؛ پس ماتریس C، اسکالر است.

A باشد، داریم:- 11
a a
a a

=
é

ë
ê

ù

û
ú

11 12

21 22

اگر  

 A =
-é

ë
ê

ù

û
ú

0 1

1 0
 

در ماتریس اسکالر، درایه های روی قطر اصلی برابر و درایه های غیرواقع بر 
قطر اصلی، صفرند. بنابراین:

 A B
m m
n n

m m
n n

- =
-é

ë
ê

ù

û
ú -

+
é

ë
ê

ù

û
ú =

- - -
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û
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0 1
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A و B را داریم؛ AB و BA را پیدا می کنیم و در رابطهء - 18  
AB داده شده قرار می دهیم تا m و n مشخص شوند. BA O- =  

 Þ
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ê

ù
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ú
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m
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بنابراین:
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 Þ -
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ù

û
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é
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ù

û
ú( )n m

m
n
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Þ - = Þ = Þ - =n m n m m n0 0
2 2  

2 است. - 19 2´ با توجه به معادلات داده شده، A  یک ماتریس  

A باشد،  داریم:
a b
c d

=
é

ë
ê

ù

û
ú اگر

 2 1 3 5
2 3

2 5
1[ ]é

ë
ê

ù

û
ú = [ ] Þ

+ =
+ =

ì
í
î

a b
c d

a c
b d

( )  

 3 4 1 2
3 4 1

3 4 2
2[ ]é

ë
ê

ù

û
ú = -[ ] Þ

+ = -
+ =

ì
í
î

a b
c d

a c
b d

( )  

دو برابر معادلات )2( را با معادلات )1( جمع می کنیم، داریم:

 
( ) ( ) ( )
( ) ( b d) ( )
2 2 3 4 3 2 1 8 9 1

2 2 3 4 5 2 2 8 9

a c a c a c
b d b

+ + + = + - Þ + =
+ + + = + Þ + dd =
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ë
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û
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c d

 

A باشد، بنابراین:- 20
a b
c d

=
é

ë
ê

ù

û
ú فرض می کنیم  
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داده شده  رابطهء  این که  برای  و  باشد   c = 4 و  a =0 باید  A ماتریس  در 
 b بستگی ندارد، یعنی به ازای هر عدد حقیقی d و  b برقرار باشد به مقدار
c معادلهء ماتریسی داده شده برقرار است، پس بی شمار  = 4 a و =0 ،d و

ماتریس A وجود دارد که در رابطهء داده شده، صدق کند.

اول باید A  و B  را مشخص کنیم.- 21  
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بنابراین: 
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پس: 

A را روشن کنیم!- 15 B´ همین اول کار باید تکلیف  
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b
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A قطری باشد باید درایه های غیرواقع بر قطر اصلی صفر  B´ برای این که

 
b b
a a
- = Þ =
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2 8 0 4
باشند، پس: 

B را می یابیم. A´ حالا که A و B را داریم،
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B برابر است با: A´ بنابراین مجموع درایه های غیرواقع بر قطر اصلی
 6 18 24+ =  
B هم  A´ A قطری باشد، دلیلی وجود ندارد که B´  اگر

قطری باشد.

BA قطری است؛ یعنی باید درایه های غیرواقع بر قطر اصلی - 16  
آن صفر باشد.
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بنابراین:
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بر قطر اصلی صفرند و درایه های روی قطر اصلی  چون درایه های غیرواقع 
برابرند، واضح و مُبرهنَ است  که ماتریس بالا، اسکالر است.

با توجه به تعریفی که سؤال از ماتریس های A و B ارائه - 17  
داده، می توانیم این دو ماتریس را با درایه هایش مشخص کنیم.
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B را به دست آوریم. A´ حالا باید
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Bقطری است، درایه های غیرواقع بر قطر  اصلی آن باید  A´ چون ماتریس
mnصفر باشند. m
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- =
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 n و   m چون  و  است   7 5m n= mnدرمی یابیم m mn n- = -7 5 از
 m است. با قراردادن مقادیر m = 5 n و = 7 طبیعی و یک رقمی اند، پس

 می رسیم 
2 0

1 2- -
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[ ]

[ ]
و n در ماتریس

که یک ماتریس غیرقطری است.
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هر چند که کتاب فراموش کرده!!! ماتریس مثلثی را معرفی - 22  
کند؛ اما ما معرفی می کنیم!

ماتریسی که درایه های بالای قطر اصلی آن صفر باشند را ماتریس پایین مثلثی 
و ماتریسی که درایه های پایین قطر اصلی آن صفر باشند را بالا مثلثی گویند.
دو  ضرب  و  بالامثلثی  بالامثلثی،  ماتریس  دو  ضرب  که:   بماند  یادتان 

ماتریس پایین مثلثی، پایین مثلثی است.
)یا  پایین مثلثی  ماتریس  دو  حاصل  ضرب  اصلی  قطر  روی  عناصر   
بالا مثلثی( برابر با حاصل ضرب نظیربه نظیر عناصر روی قطر اصلی دو ماتریس 

است؛ یعنی:
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حالا که می دانیم ماتریس مثلثی چه شکلیه! سراغ حل سؤال می رویم.
سؤال از ما عناصر روی قطر اصلی ضرب دو ماتریس پایین مثلثی را خواسته!
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مجموع درایه های روی قطر اصلی BA برابر است با:
 6 8 4 2 3 4 2 2 7 14b a c b a c+ - = + - = ´ =( )  

A باشد، درایهء واقع در سطر iامُ و ستون - 23 B C´ = اگر  
jامُ ماتریس C از ضرب سطر iامُ ماتریس A  در ستون jامُ ماتریس B به دست 
می آید، بنابراین درایهء واقع در سطر دوم و ستون سوم ماتریس C از ضرب سطر 

دوم A در ستون سوم B به دست می آید.

 C
23

5 2
4

1
5 4 2 1 22= [ ]é

ë
ê

ù

û
ú = ´ + ´ =( ) ( )  

ماتریس - 24 j امُ  ستون  و  i امُ  سطر  آوردن  دست  به  برای   
ABC، کافی است به ترتیب سطر i امُ ماتریس A، ماتریس B و ستون j امُ 

ماتریس C را در هم ضرب کنیم. بنابراین:

 ABC A B
C
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ضرب دو ماتریس A  و B خاصیت جابه جایی دارد، یعنی- 25  
AB است. BA=

 AB =
-

-
é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë
ê

ù

û
ú =

- -
- -

é

ë
ê

ù

û
ú

1 1

3 1

1 2 1 2

3 6a b
a b

a b
 

 BA =
é

ë
ê

ù

û
ú

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú =

-
- -

é

ë
ê

ù

û
ú

1 2 1 1

3 1

5 1

3a b b a a b
 

 
a b
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3 6

5 1

3
از برابری AB  و BA داریم: 

 Þ
- = Þ =
- = - Þ =

ì
í
î

Þ + =
a a
b b

a b
1 5 6

2 1 1
7  

و  3 3- = -a b a ، b = 1 و   a = 6 ازای به  که   
6 برقرار است. - = -b a b

باشند - 26 تعویض پذیر  بخواهند   B و   A ماتریس  دو  اگر   
AB باشد. BA= )خاصیت جابه جایی داشته باشند(، باید

اما راه ساده تری هم برای حل این تست وجود دارد. 

 خاصیت جابه جایی دارند.
a b
b a

é

ë
ê

ù

û
ú ضرب دو ماتریس به فُرم

درایه های  و  برابر  هم  با  اصلی  قطر  روی  درایه های   
2 3

3 2

é
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ê

ù

û
ú ماتریس در 

sin نیز 
cos

a
a

x
x

4

8

é

ë
ê
ê
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û
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ú

روی قطر فرعی نیز با هم برابرند؛ اگر در ماتریس

درایه های روی قطر اصلی با هم برابر و درایه های روی قطر فرعی با هم برابر 
باشند، ضرب دو ماتریس خاصیت جابه جایی دارد.

 sin cos tana a a= Þ =1 بنابراین:  

 x x x xx4 0 3
8 8 2= ¾ ®¾¾ = Þ =¹  

x + = + =tana 2 1 3 پس: 

بهتر نیست اول از شَرِّ  زوایای مختلف خلاص شویم؟!- 27  
از مثلثات به یاد داریم:
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15 می نویسیم و حاصل را حساب می کنیم. همهء زوایا را برحسب
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cos sin
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. sin cos2 2
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 + =  
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ابتدا حاصل ضرب دو ماتریس   
را به دست می آوریم.
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x را در ماتریس بالا به دست  x2 1-[ ] حالا باید حاصل ضرب ماتریس 
آوریم و برابر صفر قرار دهیم تا x پیدا شود.

x x
x
x

x
2 1

1

4 2

5

0-[ ]
-
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=  

Þ - + + - =x x x x x( ) ( ) ( )1 2 4 2 1 5 0  
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Þ - + + - = Þ - =x x x x x x x2 2 2
8 4 5 0 9 2 0  

Þ - = Þ
=

=

ì
í
ï

îï
x x

x

x
( )9 2 0

0

2

9

 

x است. = 2

9
سؤال، عدد غیرصفر x را خواسته، پس جواب سؤال 

29 - 
x
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] و ]1 1 2- اول حاصل ضرب دو ماتریس  

را به دست می آوریم.

 [ ] [ ]1 1 2
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1 2 2
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1 2 1 1-
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= + - -
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x x  

 ضرب کنیم و برابر صفر قرار دهیم.
-é
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2

1

x حالا باید حاصل  بالا را در

 [ ]x x x x x x+ - -
-é
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ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

= Þ - - + - - =1 2 1 1

2

1

0 2 2 2 1 0
2  

- است. - =3

2

3

2
2 برابر با 3 3 0

2x x- - = پس جمع ریشه های معادلهء

- است. b
a

ax برابر با bx c2
0+ + =  جمع ریشه های معادلهء

حاصل ضرب دو ماتریس اول را به دست می آوریم و در - 30  
ماتریس سوم ضرب می کنیم:
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 Þ + + =x x2
3 2 0  

b ریشه های معادلهء فوق هستند. a و

 ( )( ) ,x x+ + = Þ = - = -2 1 0 2 1a b  

 a
b

b
a

+ = + =2
1

2

5

2
بنابراین:  

حاصل ضرب دو ماتریس اول را به دست می آوریم و در - 31  
ماتریس سوم ضرب می  کنیم:
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D است، پس معادله دو ریشهء حقیقی دارد. = - ´ ´ >8 4 1 10 0
2 چون

b ریشه های معادلهء فوق  a و a و  b a b ab2 2 2 2+ = + -( ) می دانیم
 a b ab+ = - =8 10, هستند؛ بنابراین:  

 a b a b ab2 2 2 2
2 8 2 10 64 20 44+ = + - = - - = - =( ) ( ) ( )  

ax باشند، آن گاه: bx c2
0+ + = b ریشه های معادلهء a و  اگر

 a b+ = -b
a

و ab = c
a
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ابتدا حاصل ضرب دو ماتریس  
را به دست می آوریم.
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مساوی صفر  و  کنیم  بالا ضرب  ماتریس  در  را   3 3 2-[ ]x باید حالا 
قرار دهیم.
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 Þ - + - - + + = Þ + - =3 9 6 18 2 0 2 12 12 0
2 2( ) ( )x x x x x

x هستیم.  x2
6 6 0+ - = ما به دنبال مجموع معکوس ریشه های معادلهء

جواب   1 1
a b

+ حاصل باشند،  فوق  معادلهء  ریشه های   b و a کنید فرض 
سؤال است.

 1 1 6

6
1

a b
b a
ab

+ = + = -
-

=  

باشند،   ax bx c2
0+ + = معادلهء ریشه های   b و  a اگر  

= مجموع ریشه ها + = -a b b
a آن گاه: 

= حاصل ضرب ریشه ها =ab c
a  

B را از سمت چپ فاکتور می گیریم، داریم:- 33  
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با جمع دو ماتریس بین B  و A، نتیجهء جالبی به دست می آید.
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0 است. 3 6 9 12+ - - = - بنابراین مجموع درایه های ماتریس فوق برابر با

، پس:- 34 A A A2 = ´ می دانیم  
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بنابراین باید:
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راهی نداریم جز این که A را به توان 2 برسانیم.- 35  
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A2 رابه ما داده، پس می توانیم a و b را کشف کنیم.  سؤال،
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بنابراین:
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A2 را به دست می آوریم:- 36 بدون فوت وقت!  
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معادلهء در   a = 2 قراردادن با  است.   a = 2 که است  واضح  کاملاً 
 b b- = Þ =4 9 13 ، داریم:  b a- =2 9

) است. , )2 13 ، ( , )a b بنابراین دوتایی
 شاید اسم مرحوم همیلتن و شادروان کیِلی به گوشتان خورده باشد!

نخستین بار مفهوم ماتریس در کارهای این دو نفر طرح شده.
رابطه ای به نام کیِلی ـ همیلتن نام گذاری شده که در حل این سؤال به ما 

کمک می کند.
 A

a b
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ú 2 به شکل 2´ رابطهء کیِلی   ـ همیلتن می گوید: »هر ماتریس

A صدق می کند.« a d A ad bc I O2 - + + - =( ) ( ) در رابطهء

 A2
2 4 8 5- - + + - - =( )A ( )I O به کمک رابطهء کیِلی ـ همیلتن داریم: 

 Þ = + Þ = =A A I2
2 13 2 13a b,  
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اول ماتریس را مشخص می کنیم.   

A را به  A2
4- 4A را به دست می آوریم و مجموع درایه های A2 و حالا

عنوان جواب اعلام می کنیم.
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بنابراین: 

A برابر با 15 است. A2
4- مجموع درایه های ماتریس

A2 را پیدا می کنیم تا بعد ببینیم چه اتفاقی می افتد ...- 38 ابتدا  
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A4 و ... را پیدا کنیم. ، A3 A2 پیدا شد، می توانیم حالا که

 A A A IA A3 2= ´ = =  A A A A A A I4 3 2= ´ = ´ = =

 A A A IA A5 4= ´ = =  A A A A A A I6 5 2= ´ = ´ = =

 A A A IA A7 6= ´ = =  

 A A A I7 4
2 1

3 2

1 0

0 1

1 1

3 3
- = - =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú -

é

ë
ê

ù

û
ú =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú بنابراین: 

A متناوب  ماتریس  به  باشد   A I2 = اگر بدانید که  نیست  بد   
می گویند؛ توان های زوج ماتریس A برابر I  و توان های فرد ماتریس A برابر 

با خود ماتریس A می شوند.

A است و ...  I4 = A و A7 = A شده، پس I2 = در این سؤال

با توجه به دو نکتهء زیر به سؤال پاسخ می دهیم.- 39  
باشد، درایهء واقع در سطر iامُ و ستون jامُ ماتریس   C D E´ =  اگر

E از ضرب سطر iامُ ماتریس C در ستون jامُ ماتریس D به دست می آید.
 A A A3 2= ´  می دانیم

دوم  سطر  ضرب  از   A3 ماتریس سوم  ستون  و  دوم  سطر  درایهء  بنابراین 
A2 در ستون سوم ماتریس A به دست می آید. ماتریس

A2 نیاز داریم که از ضرب سطر دوم A  در  به درایه های سطر دوم ماتریس
ماتریس A به دست می آید.

 [ ] [ ]0 1

1

0 1

0 0 1

0 1 2x
x y
x x

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=  

A3 را به دست آوریم. حالا می توانیم درایهء سطر دوم و ستون سوم
 A3   درایهء سطر دوم و ستون سوم

= ) A2 ´ )سطر دوم ماتریس )A ستون سوم ماتریس(  
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A3 به دست  آید  A2 را به دست آوریم و در A ضرب کنیم تا می توانستیم
، درایهء سطر دوم و ستون سوم را اعلام  کنیم. A3 و از روی

A2 را به دست می آوریم.- 40 ابتدا  
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A2 را در A3 را خواسته، کافی است سطر اول چون سؤال فقط سطر اول
A ضرب کنیم. 
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A2 را به دست می آوریم.- 41 ابتدا  
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A4 مشخص  A2 ضرب کنیم تا سطر اول A2 را در کافی است سطر اول
شود.
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) را می شناسیم )درایه های روی قطر - 42 )I ماتریس همانی  
اصلی ماتریس همانی 1 و درایه های غیرواقع بر قطر اصلی صفرند(.
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A را پیدا کنیم. I+ بدون معطلی باید توان های دوم و سوم و بعد توان ششم
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 a b- = - =365 364 1 بنابراین: 
a برابر یک می شود! b- ) نیز می شد حدس زد که )A I+ 3 ) و )A I+ 2 از روی

به نظر می آید راهی به جز به توان رساندن نداریم!- 43  
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 A A A O4 3= ´ = A4 راحت شدیم!  از به دست  آوردن
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1 است. 2 1 4+ + = A برابر با A A A+ + +2 3 4 مجموع درایه های ماتریس
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ماتریس های بعد  به  توان سوم   

هستند؛   3 مرتبهء  از  پوچ توان  ماتریس ها  این  می گفتند!  )قدیما  است.  صفر 

.)A O A On3 3= Þ =³ یعنی

A را به دست می آوریم. A+ 2 A است؛ بنابراین فقط O4 = A و O3 =
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A برابر 4 است. A A A+ + +2 3 4 مجموع درایه های ماتریس

دو نکته را با هم مرور می کنیم و سپس به سؤال پاسخ می دهیم.- 44  

باشد(، قطری  ماتریس  یک   A )یعنی  باشد   A
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صورت

)به ماتریسی که تمام درایه های بالای قطر اصلی آن صفر باشند، ماتریس 
پایین مثلثی گویند.(
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( ) با توجه به نکات بالا داریم: 
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با برابر   B A2 اصلی قطر  روی  درایه های  مجموع  بنابراین 
- است. + - + = -1 12 8 5( )

B ضرب - 45 در  و  کنیم  پیدا  را   A2 باید معمول  در روش   
کنیم تا درایهء مورد نظر سؤال را پیدا کنیم.
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43- است. A برابر با B2 درایهء واقع در سطر سوم و ستون دوم
 درایهء واقع در سطر i امُ و ستون j امُ ماتریس ABC این طوری 
 [ ] [ ]A i B C j³ÔÔH  oõw   ³ÔÔH ·¼Tw´ ´ به دست می آید:  

 A B2 ³»j ·¼Tw » ³¼w oõw nj Í¤H» â¾ÄHnj بنابراین: 
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 = - = -7 50 43  
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و ... نداریم.- 46 A3 ، A2 به نظر می آید راهی غیر از یافتن  
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 A A A6 3 3
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A6 را می خواستیم )می توانستیم فقط درایه های  ما فقط ستون دوم ماتریس
سطر اول، دوم و سوم را در درایه های ستون دوم ضرب و با هم جمع کنیم(.

 A6
6 1 0 7³»j  ·¼Tw  ÁIÀï¾ÄHnj  Ì¼µ\¶ = + + =  

A2 و - 47 A2 را در A2 را بیابیم، بعد یک راه این است که  
A2 ضرب کنیم سپس حاصل را در

A3 ضرب  A3 را به دست آورید و در A2 را در A ضرب کنید و )می توانید

A6 به دست  آید(. کنید تا
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 1 18 18 37+ + = A6 برابر است با:  بنابراین مجموع درایه های سطر اول

An به شکل  A3 می شود حدس زد که و A2 ،A با توجه به 
مقابل است:
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6 است؛ اگر به جای  1n + ،An یعنی مجموع درایه های سطر اول ماتریس
A6 برابر می شود  n عدد 6 قرار دهیم، مجموع درایه های سطر اول ماتریس
 6 6 1 37´ + = با: 

همین اول در مورد گزینه ها توضیح کوتاهی بدهیم!- 48  
اگر  و  بالامثلثی  ماتریس،   به  باشند  برابر صفر  اصلی  پایین قطر  درایه های  تمام  اگر 

تمام درایه های بالای قطر اصلی برابر صفر باشند به ماتریس پایین مثلثی می گویند.
اگر تمام درایه های غیرواقع بر قطر اصلی ماتریس برابر صفر باشند، به این 
ماتریس، قطری می گویند و اگر در ماتریس قطری تمام درایه های روی قطر 

اصلی برابر یک باشند، به این ماتریس، ماتریس همانی )واحد( گویند.

A2 را به دست آوریم: A4 برسیم باید برای این که به
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A4 می رسیم! به همین سادگی  A2 را در خودش ضرب می کنیم و به
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، همانی است. A4 بنابراین

A2 را به دست می آوریم تا ببینیم بعد چه پیش می آید ...- 49  
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 A A A A A A A A3 2 2 2
3 3 3 3 3= ´ = - = - = - - =( ) ( ) بنابراین: 
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 A A A A A A A A5 4 3 3 2 3 4
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 A5 درایه های مجموع  پس  است،  -32 یا  -9 برابر  A درایه های  مجموع 

3 خواهد بود. 3 3
4 2 6´ - = -( ) برابر با

 A A4 3
3= - ، A A3 2

3= ، A A2
3= - An بودیم از روی اگر دنبال

A است. An n= - -( )3 1 و ... می توانستیم حدس بزنیم

A2 را به دست آوریم:- 50 طبق معمول اول باید  
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A3 و ... بیابیم. ، A2 ،A باید رابطه ای بین
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ú An به شکل خیلی راحت  می توان حدس زد که
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û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú بنابراین:  

 2 25 2 29+ + = A برابر است با:   A12 13+ مجموع درایه های ماتریس

A2 را به دست بیاوریم.- 51 واضح است که باید  

 A I2
0 2

1 0

0 2

1 0

2 0

0 2
2=

-
é

ë
ê

ù

û
ú -

é

ë
ê

ù

û
ú =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú = -  

A12 را روشن کنیم. A4 و حالا باید تکلیف

 A A I I I4 2 2 2 2
2 4 4= = - = =( ) ( )  

 A A I12 4 3 3
4 64= = =( ) ( I)  
برگردیم به سؤال ببینیم چه چیزی از ما خواسته بود!

 A kA k A k I k I12 4 4 4 4 4
4 4= = = =( ) ( )  

 4 64 16 2
4 4k I I k k= Þ = Þ = ±  
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اول - 52 نشان می دهند که  ما  به  و 1401  توان های 1400   
A2 در مورد ادامهء مسیر  باید توان دوم ماتریس A را پیدا کنیم و با توجه به

تصمیم بگیریم.
 A I2

1 1

0 1

1 1

0 1

1 0

0 1
=

-é

ë
ê

ù

û
ú

-é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú =  

A شد، پس A متناوب است؛ یعنی اگر A به توان طبیعی و زوج  I2 =
برسد برابر I و اگر A به توان طبیعی و فرد برسد برابر با A می شود. بنابراین:

 A A I A1400 1401
1 0

0 1

1 1

0 1

2 1

0 0
- = - =

é

ë
ê

ù

û
ú -

-é

ë
ê

ù

û
ú =

-é

ë
ê

ù

û
ú  

A2 را به دست - 53 چون توان ماتریس A خواسته شده، اول  
می آوریم.

 A
m m

I2
1 0

1

1 0

1

1 0

0 1
=

-é

ë
ê

ù

û
ú

-é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú =  

A شد یعنی ماتریس A، متناوب است، پس: I2 =

 A I

A A

Z»p

joÎ
=

=

ì
í
ï

îï
 

بنابراین:

 A A I A
m m

n n2 2 1
1 0

0 1

1 0

1

2 0

0
- = - =

é

ë
ê

ù

û
ú -

-é

ë
ê

ù

û
ú =

-
é

ë
ê

ù

û
ú

-  

و  2 7- =m یعنی شده،   7 برابر   A An n2 2 1- - درایه های مجموع 
m است. = -5

به- 54 رسیدن  برای  راهی  تا  می آوریم  دست  به  را   A2  
A2021 پیدا کنیم.

 A I2
2 3

0 2

2 3

0 2

4 0

0 4
4=

- -é

ë
ê

ù

û
ú

- -é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú =  

A2021 هموار شد  مسیر برای یافتن

 A A A I A2021 2 1010 1010
4= ´ = ´( ) ( )  

 = ´ =2 2
2020 1010 2020( )I A A  

22022، زیرا: I A2022 خواسته شده بود، می گفتیم اگر از ما

 A A A I I I2022 2 1010 2 2020 2022
2 4 2= ´ = ´ =( ) ( )  

( )n I InÎ =  

با تعریف داده شده، A را می نویسیم و چون توان 1400 - 55  
A2 را پیدا می کنیم. از A خواسته شده، اول

 A
a a
a a

=
é

ë
ê

ù

û
ú =

-
é

ë
ê

ù

û
ú

11 12

21 22

0 1

1 1
 

 A2
0 1

1 1

0 1

1 1

1 1

1 0
=

-
é

ë
ê

ù

û
ú -

é

ë
ê

ù

û
ú =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú  

A3 را نیز به دست  A2 هیچ کدام از ماتریس های خاص نیست، مجبوریم

بیاوریم و بعد تصمیم بگیریم.

 A A A I3 2
1 1

1 0

0 1

1 1

1 0

0 1
= ´ =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú -

é

ë
ê

ù

û
ú =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú = -  

A1400 را به دست آوریم. ، A3 به جای خوبی رسیدیم. حالا می توانیم به کمک

 A A A I A I A A1400 3 466 2 466 2 2 2= ´ = - ´ = ´ =( ) ( )  

 را روشن کنیم.- 56
1 0

2 1

12

-
é

ë
ê

ù

û
ú تابلوئه که باید تکلیف  

 را به دست می آوریم.
1 0

2 1-
é

ë
ê

ù

û
ú در گام اول توان دوم ماتریس

 
1 0

2 1

1 0

2 1

1 0

4 1-
é

ë
ê

ù

û
ú -

é

ë
ê

ù

û
ú =

-
é

ë
ê

ù

û
ú  

 را هم به دست بیاوریم تا بتوانیم در مورد 
1 0

2 1-
é

ë
ê

ù

û
ú باید توان سوم ماتریس

توان های بعدی اظهار نظر کنیم.

 
1 0

2 1

1 0

2 1

1 0

4 1

1 0

6 1

3

-
é

ë
ê

ù

û
ú =

-
é

ë
ê

ù

û
ú -

é

ë
ê

ù

û
ú =

-
é

ë
ê

ù

û
ú  

 نتیجه می گیریم:
1 0

2 1-
é

ë
ê

ù

û
ú از توان اول، دوم و سوم ماتریس

 
1 0

2 1

1 0

2 1-
é

ë
ê

ù

û
ú =

-
é

ë
ê

ù

û
ú

n

n
 

 
1 0

2 1

1 0

2 12 1

1 0

24 1

12

-
é

ë
ê

ù

û
ú =

- ´
é

ë
ê

ù

û
ú =

-
é

ë
ê

ù

û
ú( )

بنابراین: 

با ضرب ماتریس های داده شده در صورت سؤال، مقادیر c ،b ،a و d مشخص 
می شود.

12 1

24 1

1 0

2 1

12 1

24 1

1 0

24 1

12

- -
é

ë
ê

ù

û
ú -

é

ë
ê

ù

û
ú =

- -
é

ë
ê

ù

û
ú -

é

ë
ê

ù

û
ú  

 =
-

-
é

ë
ê

ù

û
ú

12 1

0 1
 

 
12 1

24 1

1 0

2 1

1 2

6 3

12 1

0 1

12

- -
é

ë
ê

ù

û
ú -

é

ë
ê

ù

û
ú

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú =

-
-

é

ë� ���� ����
êê

ù

û
ú

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

1 2

6 3
پس: 

 =
-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

6 21

6 3
 

 نتیجه می گیریم:
-
-

é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú

6 21

6 3

a b
c d

از

a = -6 , b = 21, c = -6 , d = 3  
 a b c d+ + - = - + - - =6 21 6 3 6 بنابراین: 

با مرتب کردن رابطهء داده شده داریم:- 57  

 4
2 0

0 2

2 2

1 2 3

2

2
A

a b a b

b a a b
=

é

ë
ê

ù

û
ú +

- +

- - - -

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú( )

 

با توجه به این که A قطری است، پس درایه های غیرواقع بر قطر اصلی آن 
صفرند. یعنی:

 
a b a b

b a a b

+ = Þ = -

- - = Þ = -

ì
í
ï

îï

2 0 2

1 2 0 2 1
2 2( ) ( )

 

 Þ - = - Þ - + = -( )b b b b b1 4 2 1 4
2 2  

 Þ + + = Þ + =b b b2 2
2 1 0 1 0( )  

Þ = - Þ =b a1 2  

A می رسیم. =
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

2 0

0
1

2

b به = a و1- = 2 با جای گذاری

ماتریس A قطری است. برای به دست آوردنA1401 کافی است درایه های 
روی قطر اصلی را به توان 1401 برسانیم.

 A1401

1401

1401

2 0

0
1

2

1=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

Þ =
( )

ÁIÀï¾ÄHnj Joò
Â±ÅH oõ¤ Á»n
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Aخواهد شد. - 58 I2 = A2 را به دست  آورید می بینید که اگر  

A است. I2 = A باشد a

a

=

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

0 0
1

0 1 0

0 0

یاد بگیرید! که اگر

 B C I A A I2 2 2 2+ = - + +( ) ( ) بنابراین: 
 = - + + + +I AI A A AI I2 2 2 22 2( )  
 = - + + + + = +I A A A A I A I2 2 2 22 2 2  
 B C A I I I I2 2 2

2 2 2 2 4+ = + = + = A است، پس:  I2 = از آن جا که
  در حالت کلی اتحادها در ماتریس ها برقرار نیستند؛ اما 

اتحادها بین دو ماتریس A و I برقرارند.
 I In =

A باشد )به ماتریس A، متناوب گویند(، آن گاه: I2 =  اگر
 
A I

A A

n

n

2

2 1

=

=

ì
í
ï

îï
-

 

می گیریم- 59 نتیجه   B و   A ماتریس  دو  تعویض پذیری  از   
AB است. باید ببینیم سؤال از ما چه می خواهد تا مسیر مناسب  BA=

برای حل را انتخاب کنیم.

 ( ) ( )2 3 2 6 3
2 2A B A B A AB BA B

BA
- + = + - -



 

 = + -2 5 3
2 2A BA B  

کار خاصی نکردیم! دو پرانتز را در هم ضرب کردیم )حواسمان بود که ضرب 
ندارد و ترتیب ماتریس ها در  ماتریس ها در حالت کلی خاصیت جابه جایی 

ضرب مهم است.(
را قرار   BA AB، ماتریس  AB است، به جای  BA= چون می دانستیم

دادیم. همین. 

 ( ) ( )2 3A B A B- + B2 و BA را داریم، پس می توانیم حاصل  ، A2

) را پیدا کنیم. ) ( )2 3 2 5 3
2 2A B A B A BA B- + = + -  

 =
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ë
ê

ù

û
ú +

é

ë
ê

ù

û
ú -

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú2

7 10

15 22
5

4 4

6 10
3

10 2

3 7
 

 Þ - + =
é

ë
ê

ù

û
ú +

é

ë
ê

ù

û
ú -

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú( ) ( )2 3

14 20

30 44

20 20

30 50

30 6

9 21
A B A B

 =
é

ë
ê

ù

û
ú

4 46

69 73
 

تعویض پذیری - 60 ماتریس ها خاصیت  کلی ضرب  حالت  در   
اتحاد مثلاً  نیست.   AB BA= وقت ها خیلی  ماتریس  در  یعنی  ندارد؛ 

) در ماتریس ها به این شکل باز می شود. )A B+ 2

 ( ) ( ) (A B) AA B A B AB BA B+ = + + = + + +2 2 2  

اتحاد  از  استفاده  با  می توانیم  داریم،  را   A B+ و  B2 ، A2 که حالا 
AB را به دست آوریم. BA+ اشاره شده،

 ( )A B+ =
é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú

2
3 2

2 3

3 2

2 3

13 12

12 13
 

 (A B)+ - - = +2 2 2A B AB BA بنابراین: 

 
13 12

12 13

0 3

3 3

7 3

9 7
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ú -
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ú +

é
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ú = +( ) AB BA  

 AB BA+ =
é
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û
ú -
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ù

û
ú =

é
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ê

ù

û
ú

13 12

12 13

7 6

6 10

6 6

6 3
پس: 

B جایگزین کنیم - 61 C+ ،A یک راه این است که به جای  
و حاصل را به دست آوریم؛ این راه کمی طولانی است! ما با دسته بندی و 

فاکتورگرفتن کمی راحت تر سؤال را حل می کنیم. ببینید 

 A B C- = A داریم:  B C= + با توجه به رابطهء
 ( ) (B ) ( ) ( )A AB BA A A B B B A2 2- + - = - + -  
 = + - = - = - =A C B C AC BC A B C C( ) ( ) ( ) 2  
 ( )A B- 2 A باز شدهء B AB BA2 2+ - -  شاید باورتان نشود!

است.
 A B AB BA A B A B A B C2 2 2 2+ - - = - - = - =( ) ( ) ( )  
 در حالت کلی ضرب دو ماتریس خاصیت تعویض پذیری ندارد؛ 

AB نیست. BA= یعنی در ماتریس ها خیلی اوقات

اگر ضرب دو ماتریس خاصیت جابه جایی )تعویض پذیری( - 62  
داشته باشد، اتحادهای جبری برای آن ها برقرار است و برعکس!

در این جا برای A و B، اتحاد برقرار است پس ضرب دو ماتریس خاصیت 
AB باشد، پس: BA= جابه جایی دارد، یعنی باید

 
x y x y
2 1
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3 4
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3 4 2 1-
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ú =

- - - +
- - - +
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ù

û
ú

4 3 3 4

5 2

4 6 4 3

3 8 3 4

x y x y x y
x y

بنابراین: 

 Þ
- - = - Þ - = Þ = -
- + = - Þ - = - Þ =

ì
í
î

3 8 5 3 3 1

3 4 2 3 6 2

x x x
y y y

 

بقیهء  که  دید  کنیم، خواهید  را جایگزین  آن ها  مقادیر   y و   x به جای  اگر 
درایه های ماتریس هم با هم برابرند.

حالا باید خواستهء سؤال را برآورده کنیم!

 [ ] [ ]x y
x
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2 1 2 2
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1 4 2 1-
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= - + - =  

است. - 63  ( )A B+ 2 همان   A AB BA B2 2+ + +  
)می دانیم که در حالت کلی اتحادها در ماتریس ها برقرار نیستند.(

 A B+ =
- -é
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ê
ê
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û

ú
ú
ú

1

2
1

3

4

1

2

از رابطهء داده شده در صورت سؤال نتیجه می گیریم: 

A را به توان 2 برسانیم تا بعد ببینیم چه عملیاتی ما را به پاسخ می رساند. B+ باید

 ( )A B+ =
- -é
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ê
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تقریباً به پاسخ سؤال نزدیک شدیم.

 ( ) (( ) ) ( )A AB BA B A B I2 2 3 2 3 31

2
+ + + = + = -  

= - = - =
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1
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3I I  

برابر   ( )A AB BA B2 2 3+ + + ماتریس درایه های  مجموع  بنابراین 

 - + - = -1

8

1

8

1

4
( ) است با: 
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64 - A A I2 2= + داریم:   

A2 دیدیم به جای  A2 ضرب می کنیم و هر جا طرفین تساوی بالا را در
2A قرار می دهیم. I+ آن

 A A A A I A A I A I2 2 2 4
2 2 2´ = + Þ = + +( ) ( ) ( )  

 Þ = + + Þ = + + +A A A I A A I A I4 2 4
4 4 4 2 4( )  

 Þ = +A A I4
12 5  

A5 به دست آید. کافی است طرفین تساوی بالا را در A ضرب کنیم تا

 A A A A I A A A´ = + Þ = +4 5 2
12 5 12 5( )  

 Þ = + + Þ = +A A I A A A I5 5
12 2 5 29 12( )  

 A A A I A I A I5 4
29 12 12 5 17 7- = + - + = +( ) ( ) بنابراین: 

 که: 

 . ( )I In =  I به هر توانی برسد خودش می شود
 . (AI IA A)= =  ضرب هر ماتریسی در I خودش می شود

A2 را داریم. )از کجا؟!  خودِ سؤال داده!(- 65  
 A A I2 = -  

A2021 را راحت پیدا کنیم. A2 ماتریس خاصی نیست که بتوانیم

A3 را به دست می آوریم، شاید کمکی کرد.

 A A A A I A3 2= ´ = - ´( )  
 = - = - - = -A A A I A I2 ( )  

A جایگزین کردیم. I- ، A2  به جای

A2021 را تبدیل به توان های 3 از A می کنیم:

 A A A2021 3 673 2= ´( )  

 Þ = - ´ = - ´ - = -A A I A I I A2021 673 2( I) ( ) ( )  

B2 را به دست آوریم.- 66 B1401 باید برای رسیدن به  

 A B I A B I A+ = - Þ = - 2  

 Þ = - = - + = - +B I A I AI A A A I2 2 2 2 2
2 4 4 4 4( )  

B A A I I2
4 4= - + =( ) A است، پس:  A2 = سؤال گفته

آخرین مرحله، ساختنB1401 است.
 B B B I B I B B1401 2 700 700= ´ = ´ = ´ =( )  

I )اصولاً  I به توان عدد حسابی برسد، برابر  I2 =  
با I می شود(.

.AI IA=  A و I تعویض پذیرند، یعنی

از قبل با خاصیت شرکت پذیری در ضرب ماتریس ها آشنا - 67  
 ( ) ( )AB C A BC= هستیم: 

با استفاده از خاصیت شرکت پذیری و مفروضات داده شده در تست داریم:

 B B B BA B B AB BA B2 = ´ = = = =( ) ( )  

و - 68  A AB kB2 - + رابطهء A  از  فاکتورگیری  با   
A داریم: B- kI- به جای جایگزین کردن

 A A B kB A kI kB kA kB( ) ( )- + = - + = - +  
 = - - = - - =k A B k I k I( ) ( k ) 2  

B2 بسازیم.- 69 A2 و از رابطهء داده شده باید  

AB در B )از چپ( داریم: B= با ضرب طرفین رابطهء

 AB B BA B B AB BB BA A= ¾ ®¾¾ = ¾ ®¾¾¾ =´ =( ) 2 2  

 AB B B B=¾ ®¾¾ = 2  
BA در A )از چپ( داریم: A= با ضرب طرفین رابطهء

 BA A AB A AA= ¾ ®¾ =´ ( ) 2  

 AB B BA ABA A A A= =¾ ®¾¾ = ¾ ®¾¾¾ =2 2  

 A B AB B2 2 = = بنابراین: 

 این طوری هم می شد ... 

 AB B A BA BA A AA BA A= ¾ ®¾ = ¾ ®¾¾¾ =´ =( ) 2  

 BA A B AB AB B BB AB B= ¾ ®¾ = ¾ ®¾¾ =´ =( ) 2  

 A B AB B2 2 = = پس: 

B است.- 70 I A= - A نتیجه می گیریم B I+ = از رابطهء  
درست است که در حالت کلی اتحادها در ماتریس ها برقرار نیستند؛ اما چون 
، اتحادهای درجه 2 در  ( )AI IA A= = ضرب A و I تعویض پذیر است
مورد A و I برقرارند )یک وقت فکر نکنید اتحادهای درجه 3 برقرار نیستند، 

چون این جا کاری با آن ها نداریم در مورد آن ها حرفی نمی زنیم!(، بنابراین:

 B I A I AI A B A A I2 2 2 2 2 22 2= - = - + Þ = - +( )  

 B B B A A A I
2 2=-¾ ®¾¾¾ - = - + - +( )  

 I A B B A A B A A B- =¾ ®¾¾¾ - = - + Þ = -2 2 2  

 ± + =¾ ®¾ = + - - ¾ ®¾¾¾ = -B A B IA A B B B A I B2 2
2 3



 

A را بیابیم. B2 حالا باید

 A I B A B I B B A B IB BB2 2 2 2
3 3 3= - ¾®¾ = - Þ = -´ ( )  

B است، داریم: B2 = - با توجه به این که

 A B B B A B B B2 2 2
3 3= - Þ = - -( ) Þ =A B B2

4  

 مثال هم چیز خوبی است!

و  B B2 = - رابطهء دو  هر  در  که  باشد   A I= 2 و  B I= - کنید فرض 
A را به دست آوریم. B2 A صدق می کنند، باید B I+ =

 A B I I I2 2 2
2 4 4= - = - = -( ) ( ) ( ) ( I) I  

4I- داد قابل قبول  I- قرار می دهیم، هر کدام که ،B در گزینه ها به جای
4I- می دهد، پس همین گزینه درست است. است؛ 

یاد - 71 به  را  ماتریس ها  ضرب  در  شرکت پذیری  خاصیت   
دارید؟!

 A(BC) (AB)C= می گفت  

B3 خواسته و عباراتی را هم به ما داده که به کمک آن ها پاسخ  سؤال از ما
را پیدا کنیم.

 B B B B BA BB BA3 2 3 2= ´ ¾ ®¾¾¾ == ( )  

 = ¾ ®¾¾¾ = ¾ ®¾¾¾ == =B AB B BA B BAB A BA B( )2 3 3
2
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B را از چپ در B ضرب می کنیم - 72 A I- = طرفین رابطهء  
B2 ایجاد شود. تا

 B A I B BA BIB- = ¾ ®¾ - =´ 2 Þ - =B BA B2
1( )  

یک بار هم طرفین رابطه را از راست در B ضرب می کنیم.

 B A I B AB IBB- = ¾®¾ - =´ 2 Þ - =B AB B2 2( )  

 AB BA= از دو رابطهء )1( و )2( نتیجه می گیریم: 

B نتایج دیگری هم می توانیم بگیریم: B I2 = + از رابطه های )1( و )2( و

 B BA B B I BA BB B I2 2
- = ¾ ®¾¾¾ + - == + ( )  

 Þ = ¾ ®¾ =´BA I B A BB 2  

 B AB B B I AB BB B I2 2
- = ¾ ®¾¾¾ + - == + ( )  

 Þ = ¾ ®¾ =´AB I A B AA 2  

باید سعی کنیم از رابطه های داده شده به توان های A برسیم.- 73  
BA را از چپ در A ضرب کنیم، داریم: A= 2 اگر طرفین رابطهء

 ABA A A AB A= Þ =( ) ( )A2 2 2 AB B BA A=¾ ®¾¾ = 2 2  

A2 به دست می آید. با توجه به فرض سؤال،

 BA A
BA A

A A A A=
=

ì
í
ï

îï
Þ = Þ =2

2
2 2

2
2 2  

A به دست  آوریم. A2 = A7 را از روی و A4 به راحتی می توانیم

 A A A A A AA A2 4 2 4
2

= ¾ ®¾¾ = ¾ ®¾¾¾ ==2 ·H¼U  

 ´ ´ =¾ ®¾¾ = ¾ ®¾ = ¾ ®¾¾ =A A A AA A A A A A
2 4

6 3 7 4 7  

 2 3 2 3
7 4A A A A A- = - = - بنابراین: 

 A خود توان گویند؛ یعنی  A باشد به ماتریس A A2 =  اگر
به هر توانی )البته توان طبیعی( برسد، خودش می شود.

 A A A An n2 = ¾ ®¾¾ =Î  

 A A A A A A A A4 7 7 4
2 3 2 3= = Þ - = - = - پس: 

A را از ما خواسته! بازش کنیم ببینیم با چه - 74 BA B( )4  
چیزی روبه رو هستیم ... 

 A BA B A( ) (BA)(BA)(BA)(BA)B4 =  

 = =( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )AB AB AB AB AB AB 5  

) را می خواسته اما با کمی شیطنت!!! )AB 5 در واقع سؤال

) برسیم. )AB 5 ) را پیدا می کنیم و کم کم پیش می رویم تا به )AB 2 اول

 ( )AB 2
1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

2 2
=

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú  

 (AB)4
1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

2 2
=

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú  

 ( ) ( ) ( )AB AB AB5 4
1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

2 2
= =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú  

1 است. 1 2 2 0+ - + + - =( ) ( ) ) برابر با )AB 5 مجموع درایه های ماتریس

B بسازیم. - 75 A3 AB3و ،AB BA= 2 باید بتوانیم از روی  

B2 ضرب کنیم، داریم: AB را از راست در BA= 2 اگر طرفین رابطهء

 AB BA AB BAB AB B AB BB= ¾ ®¾ = Þ =´
2 2 2

2
3 2 3 ( )  

AB BA=¾ ®¾¾¾2 AB B BA B AB B AB3 3 2
2 2 4= Þ =( ) ( )  

 AB BA AB B AB B A=¾ ®¾¾¾ = Þ =2 3 2 3 3
4 2 8( BA)  

 ¸¾ ®¾ =8 3 31

8
B A AB  

k است. = 1

8
بنابراین

76 - B A= - 2

3
2 نتیجه می گیریم:   3A B O+ = از  

A هم نتیجه می گیریم: A2 3

2
= - از

 A A A A A4 2 23

2

9

4

9

4

3

2

27

8
= - = = - = -( ) ( )  

 A A B A B( ) ( ) (A B)+ - -2 بنابراین: 

= - + +A(A )( ) ( )2

3
2

2

3

2

3
A A A A A  

 = = =
-

= -A A A A A A
A( ) ( ) ( )

( )

3

8

3

5

3

40

27

40
27

8

27
5

4

 

و - 77 i امُ  سطر  در  واقع  درایه های  باشد،   A B C´ = اگر  
jامُ  ستون  در   A ماتریس  iامُ  سطر  حاصل ضرب  از   C ماتریس  jامُ  ستون 

ماتریس B به دست می آید.
( را خواسته،  C

43
از ما درایهء واقع در سطر چهارم و ستون سوم AB )یعنی

بنابراین این درایه از ضرب سطر چهارم A در ستون سوم B به دست می آید:

 [ ]0 5 2 1

1

2

5

0

-

-é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

= ´ - + ´ + ´ + - ´ =( ( )) ( ) ( ) (( ) )0 1 5 2 2 5 1 0 20  

باید ضرب کنیم دیگه - 78  

 [ ] [ ]1 1 2

2 1

0 1

3 2 1

8 3 3- - -
-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

= + - +
x

x x x  

 ضرب کنیم.
-
-
-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

2

10

x
حالا باید ماتریس بالا را در

 [ ]x x
x

+ - +
-
-
-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=8 3 3

2

10 0  

 Þ - - + - - =2 16 30 3 0
2x x x  

 Þ - - + = Þ + - =x x x x2 2
5 14 0 5 14 0  

= حاصل ضرب ریشه ها - = -14

1
14  

برابر   ax bx c2
0+ + =  می دانیم حاصل ضرب ریشه های معادلهء

c است.
a

با
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A2 را به دست می آوریم و بعد تصمیم می گیریم چه طور - 79  
A6 برسیم. به

 A2

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

3 3 3

3 3 3

3 3 3

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

úú
ú
ú

= 3A  

 A A A A A A A A3 2 2
3 3 3 3 9= ´ = ´ = = =( ) بنابراین:  

 A A A A A A A6 3 3 2
9 9 81 81 3= ´ = ´ = = ( )  

 = ´ =3 3 3
4 1 5A A  

32 است. مجموع درایه های ماتریس A برابر 9 یا

3 است. 3 3
5 2 7´ = A6 برابر بنابراین مجموع درایه های ماتریس

 ... و   A A3 2
3= ، A A2

3= روی از  بود  خواسته  را   An ما از  اگر 
A است. An n= -

3
1 می گفتیم

از تکنیک جایگزینی! برای حل سؤال استفاده می کنیم:- 80  

 BA AB AB BA= Þ =3 3  

 mAB B A m AB B B A3 3 2 3= Þ =( ) بنابراین: 

 Þ = Þ =m BA B B A m B AB B B A( ) ( ) ( )
3 3

2 3 3  

 Þ = Þ =m B BA B B A m B B A( ) ( ) ( ) ( ) (AB) B3 3 3 3
3 3  

 Þ =m B B BA B A( )( ) ( )3 3 3
3  

بعد از جایگزینی های نفس گیر، می توانیم جواب سؤال را بدهیم.

 m B A B A m
27

27
3 3= Þ =  

81 - B I A= - A نتیجه می گیریم:  B I+ = از  
کافی است یک  بار از راست و یک  بار از چپ، رابطهء بالا را در A ضرب کنیم.

B I A AB A AA= - ¾ ®¾ = -´ 2  

 A A AB A A O
2 =¾ ®¾¾ = - =  

 B I A BA A AA= - ¾ ®¾ = -´ 2  

 A A BA A A O
2 =¾ ®¾¾ = - =  

 AB BA= بنابراین: 

 به - 82
1 0

1b
é

ë
ê

ù

û
ú  و

1 0

1a
é

ë
ê

ù

û
ú در حالت کلی ضرب دو ماتریس  

 است. بنابراین: 
1 0

1a b+
é

ë
ê

ù

û
ú صورت

 
1 0

0 1

1 0

1 1

1 0

2 1

1 0

10 1

1 0

11 1

é

ë
ê

ù

û
ú -

é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë
ê

ù

û
ú -

é

ë
ê

ù

û
ú  

 =
- + - + -

é

ë
ê

ù

û
ú =

-
é

ë
ê

ù

û
ú

1 0

0 1 2 10 11 1

1 0

6 1

 

 ( ) ( ) ( )0 1 2 3 10 11 1 1 1 6- + - + + - = - - - - = -� �� �� ��
¾±µ] 6

  

A2 را به دست بیاوریم، شاید فرجی شد ...- 83  

 A2

0 0 1

0 1 0

1 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

úú
ú
ú

= I  

 A A I I1400 2 700 700= = =( ) چه قدر خوب شد!  

 A A A I A I A A1399 2 699 699= ´ = ´ = ´ =( )  
بنابراین:

 A A I A1400 1399

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0

1 0

- = - =
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

-
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=
--

-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

1

0 0 0

1 0 1

 

) به هر توانی )منظورم توان حسابی  )I   ماتریس همانی
 I In = است( برسد، خودش می شود. 
(I) در هر ماتریس هم مرتبه ای مانند A ضرب شود،   ماتریس همانی
 I A A I A´ = ´ = حاصل A می شود. 

An را حدس - 84 ، ... و A3 ، A2 ،A سعی می کنیم از روی  

 A2
22 0

0 1

2 0

0 1

4 0

0 1

2 0

0 1

=
é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë
ê

ù
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ú =
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ú =
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û
ú
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بزنیم. 

 A3
34 0

0 1

2 0

0 1

8 0

0 1

2 0

0 1

=
é
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ê

ù

û
ú
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ê

ù
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ú =
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ê
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ú =

é
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An است.
n

=
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

2 0

0 1

An به صورت می توان گفت

A برابر است با: An n- -1 بنابراین

 2 0

0 1

2 0

0 1

2 2 0

0 0

1 1n n n né

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

-
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

= -é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

- -
 

=
-é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

=
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

-
2 1

1

2
0

0 0

2 0

0 0

1n n( )  

پیدا  را در گزینه ها  تفاضل آن ها  به دست آورید و  را   A3 A2 و می توانستید
کنید. )چرا؟ چون حاصل گزینه ها باید به ازای هر توان طبیعی n برقرار باشد.(

 A A3 2
8 0

0 1

4 0

0 1

4 0

0 0
- =

é

ë
ê

ù

û
ú -

é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú  

 را به ما می دهد. 
4 0

0 0

é

ë
ê

ù

û
ú ، کدام گزینه n = 3 باید ببینیم به ازای

 همان گزینهء مطلوب ما است.

اول باید بدانیم اگر A به توان برسد چه شکلی می شود.- 85  

 A2
1 1

0 1

1 1

0 1

1 2

0 1
=

é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë
ê

ù

û
ú =

é
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ù
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ú  

 A3
1 2

0 1

1 1

0 1

1 3

0 1
=

é

ë
ê
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û
ú
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ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú  

A خواهد بود.
nn =

é

ë
ê

ù

û
ú

1

0 1
An به شکل می توان حدس زد که

 BA
n n

n
n =

é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë
ê

ù

û
ú =

+
+

é

ë
ê

ù

û
ú

4 1

3 2

1

0 1

4 4 1

3 3 2
بنابراین: 

 
4 4 1

3 3 2

4 41

3 32
4 1 41 10

n
n

n n
+
+

é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú Þ + = Þ = پس باید: 

3 نیز، n را به دست می آورید 10 می شد! 2 32n + =  اگر از
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A است.- 86 A2 = A نتیجه می گیریم A O2 - = از  
) را به دست می آوریم ببینیم چه پیش می آید ... A )2 - I توان دوم ماتریس

 ( A I)2 4 4 4 4
2 2 2 2- = - + = - +A AI I A A I  

 A A A I A A I A I I
2

2 4 4 2
2 2=¾ ®¾¾¾ - = - + Þ - =( ) ( )  

) را می خواهیم، پس: )2
1399A I- ما

 ( A I) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1399 1398 699- = - - = -A I A I I A I = -2A I  

 بد نیست بدانید!

A شود، به ماتریس A متناوب گویند. ماتریس متناوب به توان  I2 = اگر
زوج برسد برابر I است و اگر به توان فرد برسد، خودش می شود.

 A I
A I

A A
k

k

k
2

2

2 1
= ¾ ®¾¾

=

=

ì
í
ï

îï

Î
-

  
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