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:آزمایش تصادفی  

آزمایشی که نتایج آن از قبل قابل پیش بینی نباشد ولی مجموعه ی نتایج حاصل از آزمایش قابل پیش بینی باشد را 
.آزمایش تصادفی می گوییم  

.در علم احتمال، به هر عملی که برای جمع آوری داده ها صورت می پذیرد، آزمایش می گوییم: آزمایش  

وقتی یک سکه را پرتاب می کنیم از قبل نمی توانیم نتیجه بگیریم که روی سکه یا پشت سکه خواهد آمد، ولی : مثال
.مجموعه نتایج حاصل از پرتاب سکه قابل پیش بینی است , روی سکه    این مجموعه عبارت است از  پشت سکه

:فضای نمونه ای  

 .نشان می دهیم Sآن آزمایش می گوییم و آن را با فضای نمونه ای مجموعه ی تمام نتایج ممکن در یک آزمایش تصادفی را 

.مطلوبست فضای نمونه ای. آزمایش تصادفی پرتاب یک تاس را در نظر بگیرید: مثال  S = 1,2,3,4,5,6  

.فضای نمونه ای جنسیت فرزندان این خانواده را بنویسید. فرزند است 2خانواده ای دارای : مثال  

S :را با  نشان دهیم، در این صورت داریمg و دختر بودن  𝑏اگر پسر بودن را با : حل = 𝑏𝑏 , 𝑏g , g𝑏 , gg  

.فضای نمونه ای این آزمایش را بنویسید. یک سکه و یک تاس را با هم پرتاب می کنیم: مثال  

 :نشان دهیم داریم Pو پشت را با  Rاگر روی سکه را با : حل

S = R, 1 , R, 2 , R, 3 , R, 4 , R, 5 , R, 6 , P, 1 , P, 2 , P, 3 , P, 4 , P, 5 , P, 6 ,  

.هر زیر مجموعه از فضای نمونه ای را یک پیشامد می گوییم: پیشامد تصادفی  

 .نشان می دهیم... و Cو  Bو  Aحروف پیشامدها را معمولاً با 
2  



.خانواده ای دارای سه فرزند است: مثال  

.فضای نمونه ای را بنویسید( الف  

 .فرزند این خانواده پسر باشد 2پیشامدی را بنویسید که در آن حداقل ( ب

.پیشامدی را بنویسید که در آن هر سه فرزند دارای یک جنسیت باشند( ج  

:حل  

S = 𝑏, 𝑏, 𝑏 , 𝑏, 𝑏, g , 𝑏, g, 𝑏 , 𝑏, g, g , g, 𝑏, 𝑏 , g, 𝑏, g , g, g, 𝑏 , g, g, g  

(ب  A = 𝑏, 𝑏, 𝑏 , 𝑏, 𝑏, g , 𝑏, g, 𝑏 , g, 𝑏, 𝑏  

(الف  

(ج  B = 𝑏, 𝑏, 𝑏 , g, g, g  

مهره به تصادف و همزمان خارج  2از این کیسه . مهره ی قرمز قرار دارد 5مهره ی سیاه و  4مهره ی سفید،  3در کیسه ای : مثال
یکی از مهره ها سفید و مهره ی دیگر  ( ج.  پیشامد آن که هر دو مهره سیاه باشد( ب. فضای نمونه ای( الف: مطلوبست. می کنیم

.هر دو مهره همرنگ باشند( د. قرمز باشد  
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 شی اطلاق می شود که در آن ها 𝑛تایی از آن  𝑘شی متمایز، به انتخاب های  𝑛تایی از  𝒌ترکیب های 
 .ترتیب فاقد اهمیت است 

:تعریف ترکیب: یادآوری  

𝑛شی متمایز را با  𝑛تایی از  𝑘ترکیب های 
𝑘

,𝐂(𝑛یا   𝑘) ( بخوانید انتخاب𝑘  از𝑛 ) نمایش می دهیم.  

 :شی را از رابطه ی زیر به دست می آوریم 𝑛تایی از  𝑘تعداد ترکیب های 
𝑛

𝑘
=

𝑛!

𝑛 − 𝑘 ! 𝑘!
 

 



در بسیاری از موارد نوشتن پیشامدهای مطلوب و فضای نمونه ای به صورت فهرست وار، کاری وقت گیر و دشوار است  و : نکته
در این مثال فضای نمونه ای عبارت است از همه ی ترکیبات دوتایی از . باید از راه دیگری تعداد عناصر مورد نیاز را شمارش کنیم

خوانده ایم، می  2با استفاده از آنالیز ترکیبی که در ریاضی . مهره خارج کرد 12مهره ها که می توان آنها را از یک سبد حاوی 
: دانیم که تعداد این ترکیبیات از رابطه ی زیر به دست می آید  

𝑛 S =
12
2  =

12!
12 − 2 ! 2!

=
12!

10! 2!
=

12 × 11 × 10!
10! × 2 × 1

= 66 

𝐀 = 𝑏1𝑏2, 𝑏1𝑏3, 𝑏2𝑏3, …  ⇒ 𝑛 A =
4
2 =

4!
4 − 2 ! 2!

=
4!

2! 2!
=

4 × 3 × 2!
2! 2!

= 6 

𝐁 = 𝑤1𝑟2, 𝑤1𝑟3, 𝑤2𝑟3, …  ⇒ 𝑛 B =
3
1 ×

5
1 = 3 × 5 = 15 

.همرنگ بودن دو مهره به معنای آن است که یا هر دو مهره سفید یا هر دو سیاه و یا هر دو قرمز باشند( د  

بیاید، تعداد هر کدام از حالت ها را جداگانه به دست می آوریم « یا»کلمه ی ( یا چند حالت)اگر در مساله ای بین دو حالت : نکته  
.و با هم جمع می کنیم تا جواب نهایی به دست آید  

بلکه گاها باید با دقت در مفهوم سوال این نکته . ذکر شده باشد« یا»چنین نیست که همواره در صورت سوال کلمه ی : تذکر
.را متوجه شویم  

بیاید، تعداد هر کدام از حالت ها را جداگانه به دست می آوریم « و»کلمه ی ( یا چند حالت)اگر در مساله ای بین دو حالت : نکته
.و در هم ضرب می کنیم تا جواب نهایی به دست آید  

:حل  

4  

(الف  

(ب  

(ج  



3
2

=
3!

3 − 2 ! 2!
=

3!
1! 2!

= 3 

4
2

=
4!

4 − 2 ! 2!
=

4!
2! 2!

= 6 

5
2

=
5!

5 − 2 ! 2!
=

5!
3! 2!

= 10 

هر دو مهره سفید:   

هر دو مهره سیاه :   

هر دو مهره قرمز:   

⇒ 𝑛 C =
3
2
+

4
2
+

5
2

= 3 + 6 + 10 = 19 

را  Aیک پیشامد از فضای نمونه ای باشد، آن گاه احتمال وقوع پیشامد  Aفضای نمونه ای یک آزمایش و  Sاگر : تعریف احتمال
 :نشان داده و از رابطه ی زیر آن را به دست می آوریم P(A)با

p A =
𝑛(A)

𝑛(S)
 

:مطلوبست احتمال آن که. سه سکه را با هم پرتاب می کنیم: مثال  
.هر سه سکه پشت بیاید( الف .فقط یکی از سکه ها رو بیاید( ب  .حداکثر یکی از سکه ها رو بیاید( ج   

.همان طور که گفته شد ابتدا فضای نمونه ای آزمایش و اندازه ی آن را مشخص می کنیم: حل  

S = 𝑅, 𝑅, 𝑅 , 𝑅, 𝑅, 𝑃 , 𝑅, 𝑃, 𝑅 , 𝑅, 𝑃, 𝑃 , 𝑃, 𝑅, 𝑅 , 𝑃, 𝑅, 𝑃 , 𝑃, 𝑃, 𝑅 , 𝑃, 𝑃, 𝑃 ⇒ 𝑛 𝐒 = 8 

.حال پیشامد مطلوب گزینه ی الف را استخراج می کنیم( الف  
A = 𝑃, 𝑃, 𝑃 ⇒ 𝑛 A = 1 ⇒ p A =

𝑛(A)

𝑛(S)
=

1
8

 

سپس پیشامدی که  . برای حل مسائل احتمال، ابتدای فضای نمونه ای آزمایش مطرح شده و اندازه ی آن را به دست می آوریم

در صورت امکان نوشته و اندازه ی آن را به دست می ( پیشامد مطلوب)احتمال وقوع آن در صورت سوال از ما خواسته شده را 

p .  آوریم و در آخر از رابطه ی                          احتمال قوع پیشامد را به دست می آوریم A =
𝑛(A)

𝑛(S)
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:بپیشامد مطلوب قسمت ( ب  

B = 𝑅, 𝑃, 𝑃 , 𝑃, 𝑅, 𝑃 , 𝑃, 𝑃, 𝑅  ⇒ 𝑛 B = 3 ⇒ p B =
𝑛(B)

𝑛(S)
=

3
8

 

:جپیشامد مطلوب قسمت ( ج  

C = 𝑅, 𝑃, 𝑃 , 𝑃, 𝑅, 𝑃 , 𝑃, 𝑃, 𝑅 , 𝑃, 𝑃, 𝑃 ⇒ 𝑛 C = 4 ⇒ p C =
𝑛(C)

𝑛(S)
=

4
8
=

1
2

 

.دو فرزند آخر پسر باشد( ب. حداکثر یکی از فرزندان پسر باشد( الف: مطلوبست احتمال آن که. فرزند است 3مادری دارای : مثال  

.همان طور که گفته شد ابتدا فضای نمونه ای آزمایش و اندازه ی آن را مشخص می کنیم: حل  

S = 𝑏, 𝑏, 𝑏 , 𝑏, 𝑏, g , 𝑏, g, 𝑏 , 𝑏, g, g , g, 𝑏, 𝑏 , g, 𝑏, g , g, g, 𝑏 , g, g, g ⇒ 𝑛 S = 8 

.حال پیشامد مطلوب گزینه ی الف و اندازه ی آن را استخراج می کنیم( الف  

A = 𝑏, g, g , g, 𝑏, g , g, g, 𝑏 , g, g, g ⇒ 𝑛 A = 4 ⇒ p A =
𝑛(A)

𝑛(S)
=

4
8
=

1
2

 

:بپیشامد مطلوب قسمت ( ب  

B = 𝑏, 𝑏, 𝑏 , g, 𝑏, 𝑏  ⇒ 𝑛 B = 2 ⇒ p B =
𝑛(B)

𝑛(S)
=

2
8
=

1
4
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احتمال اینکه  . از جعبه ای که شامل پنج مهره ی سفید و سه مهره ی سیاه است، دو مهره با هم به تصادف خارج می کنیم: مثال
 هر دو مهره سفید باشد چه قدر است؟

در این مثال فضای نمونه ای عبارت است از همه ی . با استفاده از آنالیز ترکیبی اندازه ی فضای نمونه ای را محاسبه می کنیم: حل
:نتیجهدر . مهره خارج کرد 8جعبه ی حاوی از یک توان آن ها را می مهره های سیاه و سفید که ترکیبات دوتایی شامل   

اگر دو موش از محفظه گریخته باشند، با کدام احتمال . موش دیابتی نگهداری می شوند 3موش سالم و  5در آزمایشگاهی : تست  
81فقط یکی از موش های فراری دیابتی است؟                                                                کنکور سراسری تجربی سال   

حال اندازه ی پیشامد مطلوب یعنی آن که فقط یکی از موش های فراری دیابتی باشد، یعنی یکی دیابتی و دیگر موش فراری سالم 
.است را حساب می کنیم  

در این مثال فضای نمونه ای عبارت است از همه . با استفاده از آنالیز ترکیبی اندازه ی فضای نمونه ای را محاسبه می کنیم: حل
:در نتیجه. موش است، فرار کنند 8توانند از یک آزمایشگاه که شامل که می شامل موش های سالم و دیابتی ترکیبات دوتایی ی   

𝑛 S =
8
2

=
8!

8 − 2 ! 2!
=

8!
6! 2!

=
8 × 7 × 6!

6! 2!
= 28 

𝑛 A =
3
1

×
5
1

=
3!

2! 1!
×

5!
4! 1!

= 3 × 5 = 15 ⇒ p A =
𝑛(A)

𝑛(S)
=

15
28

 

𝑛 S =
8
2

=
8!

8 − 2 ! 2!
=

8!
6! 2!

=
8 × 7 × 6!

6! 2!
= 28 

.حال اندازه ی پیشامد مطلوب یعنی آن که هر دو مهره سفید باشند را حساب می کنیم  

𝑛 A =
5
2

=
5!

5 − 2 ! 2!
=

5!
3! 2!

=
5 × 4 × 3!

3! 2!
= 10 ⇒ p A =

𝑛(A)

𝑛(S)
=

10
28

 

( د
15
( ج 28

3
( ب 8

5
( الف 14

15
56 
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 ترکیب پیشامدها

.پس هر پیشامد را می توان به عنوان یک مجموعه در نظر گرفت. می دانیم هر پیشامد زیرمجموعه ای از فضای نمونه ای است  

.بنابراین اعمالی مانند متمم یک مجموعه، اجتماع یا اشتراک بین مجموعه ها نیز روی پیشامد قابل تعریف است  

:متمم یک پیشامد( الف  

Aپیشامدی از فضای نمونه ای  Aاگر  ⊆ S  باشد، آن گاه متمم آن پیشامدی است که در آنA رخ ندهد. 

 :نمایش می دهیم و داریم  Aیا  A𝐶یا  ′Aرا با نمادهای  Aمتمم 

 

p A′ = 1 − p(A)

p A = 1 − p(A′)
 ⇒ p A + p A′ = 1 

احتمال این که عدد رو شده یکسان نباشد کدام است؟. دو تاس را با هم پرتاب می کنیم: تست  

( د
1
( ج 6

1
( ب 2

5
( الف 6

2
3 

 .پیشامدی است که اعداد رو شده یکسان نیست ′Aطبق تعریف . را پیشامدی در نظر می گیریم که اعداد رو شده یکسان باشندA: حل

 .را به دست می آوریم p(A′)ساده تر است، ابتدا آن را محاسبه کرده و سپس با استفاده از متمم پیشامد  p(A)چون محاسبه ی 

A = 1,1 , 2,2 , 3,3 , 4,4 , 5,5 , 6,6 ⇒ 𝑛 A = 6 ⇒ p A =
𝑛(A)

𝑛(S)
=

6
36
=

1
6

 

⇒ p A′ = 1 − p A ⇒ p A′ = 1 −
1
6
=

5
6

 
.می باشد  بپاسخ صحیح گزینه ی    
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احتمال اینکه این دو  . مهره از کیسه خارج می کنیم 2. مهره ی سیاه موجود است 7مهره ی سفید و  5در یک کیسه : تست
84مهره همرنگ نباشند کدام است؟                                                                         کنکور سراسری ریاضی سال   

( د
37
( ج 66

35
( ب 66

19
( الف 33

6
11 

:اجتماع دو پیشامد( ب  

Aباشند، اجتماع آن ها را به صورت  Sدو پیشامد از فضای نمونه ای  Bو  Aاگر  ∪ B نشان می دهیم. 

Aپیشامد  ∪ B  وقتی اتفاق می افتد که حداقل یکی از آن ها یعنیA  یاB مانند آن چه که در مورد مجموعه ها  . اتفاق بیفتد 
Aداشتیم، اعضای پیشامد  ∪ B  یا درA  وجود دارند یا درB طبق تعریف احتمال داریم. و یا در هر دو آن ها: 

p A ∪ B =
𝑛(A ∪ B)

𝑛(S)
 

.استفاده شود، به معنای اجتماع دو پیشامد است« یا»هرگاه بین دو پیشامد از لفظ : تذکر  

Aاتفاق افتاده باشد، بدان معنی است که  Bیا  Aاگر حداقل یکی از دو پیشامد : تذکر ∪ B  اتفاق افتاده است. 
9  

دو مهره همرنگ . «دو مهره همرنگ باشند»متمم دو مهره همرنگ نباشد عبارت است از . از پیشامد متمم استفاده می کنیم: حل
 .باشند یعنی هر دو مهره سفید یا هر دو سیاه باشند

𝑛 S =
12
2

= 66 

:همرنگ بودن دو مهره  A ⇒ 𝑛 A =
5
2
+

7
2

= 10 + 21 = 31 

⇒ p A =
31
66
⇒ p A′ = 1 − p A  

= 1 −
31
66
=

35
66

 

.می باشد« ج»پاسخ صحیح گزینه ی   



:اشتراک دو پیشامد( ج  

Aباشند، اشتراک آن ها را به صورت  Sدو پیشامد از فضای نمونه ای  Bو  Aاگر  ∩ B نشان می دهیم. 

Aپیشامد  ∩ B  وقتی اتفاق می افتد کهA  وB اعضای پیشامد . هر دو اتفاق بیفتندA ∩ B  هم درA  وجود دارند و هم درB  .
 :طبق تعریف احتمال داریم

p A ∩ B =
𝑛(A ∩ B)

𝑛(S)
 

.استفاده شود، به معنای اشتراک دو پیشامد است« و»هرگاه بین دو پیشامد از لفظ : تذکر  

 :باشند در این صورت Sدو پیشامد از فضای نمونه ای  Bو  Aاگر : قانون جمع احتمالات: نکته

p A ∪ B = p A + p B − p(A ∩ B) 

:پیشامد غیرممکن( د  

 نشان   ∅اگر در آزمایشی، پیشامدی را تعریف کنیم که امکان وقوع آن نباشد، آن پیشامد را غیرممکن می گوییم و آن را با نماد 
 :و چون مجموعه ی تهی عضوی ندارد پس. می دهیم

p ∅ =
𝑛 ∅

𝑛 S

𝑛 ∅ =0
p ∅ =

0
𝑛(S)

= 0 
:پیشامد حتمی( ه  

 :باشد در این صورت Sپیشامدی از فضای نمونه ای   Sپس اگر . می دانیم هر مجموعه، زیر مجموعه ی خودش است

p S =
𝑛 S

𝑛 S
= 1 

10 -  

احتمال اینکه این مهره سفید باشد چقدر . مهره ای را به تصادف انتخاب می کنیم. مهره ی سفید است 5کیسه ای حاوی : مثال
 است؟

p A = S =
𝑛 A = S

𝑛 S
=

5
5
= 1 



Sاز بین اعداد  : مثال = 1,2,3, … ,  :مطلوبست محاسبه ی احتمال اینکه. عددی به تصادف انتخاب می کنیم 20
 .عدد انتخابی اول و فرد باشد( ب.                  باشد 5عدد انتخابی زوج یا مضرب ( الف

 :بودن عدد انتخابی باشد، داریم 5پیشامد مضرب  Bپیشامد زوج بودن عدد و   Aاگر : حل الف

A = 2,4,6,8,10,12,14,16,18,20  

B = 5,10,15,20  

.برای محاسبه ی احتمال خواسته شده، می توانیم از دو روش استفاده کنیم  

:روش اول  

A ∪ B = 2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,5, 15 ⇒ 𝑛 A ∪ B = 12 ⇒ p A ∪ B =
𝑛(A ∩ B)

𝑛(S)
=

12
20

=
3
5

 

:روش دوم  

p A ∪ B = p A + p B − p(A ∩ B) 

.از فرمول روبرو استفاده کنیم  

A = 2,4,6,8,10,12,14,16,18,20  

B = 5,10,15,20  

A ∩ B = 10,20  

⇒ p A =
𝑛(A)

𝑛(S)
=

10
20

 

⇒ p B =
𝑛(B)

𝑛(S)
=

4
20

 

⇒ p A ∩ B =
𝑛(A ∩ B)

𝑛(S)
=

2
20

 

⇒ p A ∪ B =
10
20
+

4
20
−

2
20

=
12
20

=
3
5

 

p A ∪ B = p A + p B − p(A ∩ B) 

.مستقیما و با استفاده از تعریف، احتمال خواسته شده را حساب می کنیم  
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 :پیشامد فرد بودن عدد انتخابی باشد، داریم Bپیشامد اول بودن عدد و  Aاگر : حل ب

A = 2,3,5,7,11,13,17,19  

B = 1,3,5,7,9,11,13,15,17,19  

ردف ولا و 
A ∩ B = 3,5,7,11,13,17,19  ⇒ p A ∩ B =

𝑛(A ∩ B)

𝑛(S)
=

7
20

 

. در هر دو کلاس ثبت نام کرده اند% 15در کلاس ریاضی و % 30دانش آموزان در کلاس فیزیک و % 20در یک مدرسه : مثال  
 مشخص کنید چند درصد این دانش آموزان در کلاس فیزیک یا کلاس ریاضی ثبت نام کرده اند؟

 :را پیشامد ثبت نام در کلاس ریاضی در نظر بگیریم داریم Bرا پیشامد ثبت نام در کلاس فیزیک و   Aاگر : حل

p A = 20% = 0/2 

p B = 30% = 0/3 

p A ∩ B = 15% = 0/15 

⇒ p A ∪ B = p A + p B − p A ∩ B ⇒ p A ∪ B = 0/2 + 0/3 − 0/15 

= 0/5 − 0/15 = 0/35 

ریاضی یاثبت نام در کلاس فیزیک   

pاگر : مثال A = pو  0/3 B′ = pو  0/4 A ∪ B = p(Aآن گاه   0/8 ∩ B) را بیابید. 

p B = 1 − p B′ ⇒ p B = 1 − 0/4 = 0/6 

:حل  

p A ∪ B = p A + p B − p A ∩ B ⇒ p A ∩ B = p A + p B − p A ∪ B  

⇒ p A ∩ B = 0/3 + 0/6 − 0/8 = 0/9 − 0/8 = 0/1 
 :فرض کنید در جامعه ای درصد گروه های خونی به شرح زیر باشد: مثال

 : احتمال این را بیابید که. فردی به تصادف از این جامعه انتخاب می شود
 .               باشد Oیا  Aاین فرد دارای گروه خونی ( الف
 .نباشد Bاین فرد دارای گروه خونی  ( ب

 A B AB O گروه خونی

 %23 %27 %12 %38 درصد
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p(Xدر نظر بگیریم در این صورت باید  Oرا نوع گروه خونی  Yو پیشامد  Aرا نوع گروه خونی  Xاگر پیشامد ( الف: حل ∪ Y)   
 :داریم. را محاسبه کنیم

p X ∪ Y = p X + p Y − p(X ∩ Y) 

Xاما در مورد  ∩ Y  باید گفت که امکان ندارد که گروه خونی فردی همA  و همO پس. باشد :p X ∩ Y =  :و داریم 0

p X ∪ Y = p X + p Y = 0/38 + 0/27 = 0/65 

:پیشامدهای ناسازگار( و  

 . را زوج بودن عدد رو شده در نظر بگیرید Bرا فرد بودن عدد رو شده و پیشامد  Aدر آزمایش پرتاب یک تاس، پیشامد : مقدمه
 می توانند با هم رخ دهند؟ یعنی آیا امکان دارد عدد رو شده هم فرد باشد و هم زوج؟ پیشامدسوال این است که آیا این دو 

Aیعنی می توانیم بگوییم پیشامد . چنین چیزی امکان ندارد ∩ B هیچ وقت اتفاق نمی افتد. 

 دو پیشامد ناسازگارند،  Bو  Aپس . می گوییم ناسازگارنتوانند با هم رخ دهند، آن دو پیشامد را  Bو  Aاگر دو پیشامد : تعریف
A: اگر داشته باشیم ∩ B = ∅ 

pدو پیشامد ناسازگار باشند،   Bو  Aبنابراین اگر  A ∩ B =  :و طبق قانون جمع احتمالات داریم 0

p A ∪ B = p A + p(B) 
:این تعریف را می توانیم برای تعداد بیشتری از پیشامدها نیز به صورت زیر بیان کنیم  

 :را محاسبه کنیم p(Z′)در نظر بگیریم، باید  Bرا نوع گروه خونی  Zاگر پیشامد ( ب

p Z′ = 1 − p Z = 1 − 0/12 = 0/88  
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… وA𝑛اگر  , A2, A1 پیشامدهایی باشند که دو به دو نتوانند با هم رخ دهند، می گوییم این پیشامدها دو به دو ناسازگارند . 

:در این صورت داریم.( یعنی هر دو تا از این مجموعه ها را در نظر بگیرید، اشتراک آن ها تهی است)  

p A1 ∪ A2 ∪⋯∪ A𝑛 = p A1 + p A2 +⋯+ p(A𝑛) 

از این جعبه یک مهره به . مهره ی سیاه باشد 8مهره ی سبز و  4مهره ی سفید،  3مهره ی آبی،  5فرض کنید درون جعبه ای  مثلا
.تصادف بر می داریم  

 .را سبز بودن مهره ی انتخابی در نظر می گیریم Cرا سفید بودن،   Bرا آبی بودن،  Aپیشامد 

:اینکه مهره ی انتخاب شده، آبی یا سفید یا سبز باشد به صورت زیر محاسبه می شود احتمالدر این صورت   

p A ∪ B ∪ C = p A + p B + p C =
5
20
+

3
20
+

4
20

=
12
20

=
6

10
= 0/6 

 ...(یعنی مثلا امکان ندارد که یک مهره هم زمان آبی و سبز باشد و . دو به دو ناسازگارند Cو  A  ،Bزیرا پیشامدهای )

:پیشامدهای مستقل( ز  

آمدن تاس دوم دارد؟ 6آمدن تاس اول تاثیری بر روی  6آیا . دو تاس را با هم پرتاب می کنیم: مقدمه  

اگر دو پیشامد به گونه ای باشند که وقوع یا عدم وقوع یکی در وقوع یا عدم وقوع دیگری تاثیری نداشته باشد، می گوییم : تعریف  
.دو پیشامد مستقل از هم هستند  

p :دو پیشامد مستقل باشند در این صورت داریم Bو  Aاگر  A ∩ B = p A . p(B) 

 آمدن تاس اول 6پیشامد  Aپس اگر . در مثال پرتاب دو تاس، نتیجه ی پرتاب تاس اول تاثیری بر نتیجه ی پرتاب تاس دوم ندارد

Aیعنی احتمال وقوع پیشامد )بیاید 6آمدن تاس دوم باشد، احتمال اینکه هر دو تاس  6پیشامد  Bو  ∩ B  به صورت زیر محاسبه ، 
 :می شود
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⇒ p A ∩ B = p A . p B ⇒ p A ∩ B =
1
6
×

1
6
=

1
36

 

p A =
1
6

 

p B =
1
6

 

احتمال آن که دو فرزند اول پسر باشند چقدر است؟. مادرى صاحب سه فرزند است: مثال  

 .این دو پیشامد مستقل از یکدیگرند. را پسر بودن فرزند دوم در نظر می گیریم Bرا پسر بودن فرزند اول و پیشامد  Aپیشامد : حل

⇒ p A ∩ B = p A . p B ⇒ p A ∩ B =
1
2
×

1
2
=

1
4

 
p A =

1
2

 

p B =
1
2

 

.دو فرزند اول پسر باشندفقط مثال بالا مطلوب است احتمال آن که در : مثال  

فرزند اول و فرزند دوم پسر و فرزند سوم دختر باشد که این سه پیشامد مستقل از : فقط پسر بودن دو فرزند اول یعنی: حل  
.یکدیگرند  

 .را دختر بودن فرزند سوم در نظر می گیریم Cرا پسر بودن فرزند دوم و پیشامد  Bرا پسر بودن فرزند اول و پیشامد  Aپیشامد 
 :  بنا به استقلال پیشامدها داریم

⇒ p A ∩ B ∩ C = p A . p B . p(C) ⇒ p A ∩ B ∩ C =
1
2
×

1
2
×

1
2
=

1
8

 

p A =
1
2

 

p B =
1
2

 

p C =
1
2

 

یک روش دیگر برای حل این مساله آن است که به کمک نمودار درختی فضای نمونه ای را نوشته سپس پیشامد مطلوب : تذکر
.را استخراج کرده و از فرمول کلاسیک احتمال، احتمال مورد نظر را محاسبه کنیم  

یک روش دیگر برای حل این مساله آن است که به کمک نمودار درختی فضای نمونه ای را نوشته سپس : تذکر  
.پیشامد مطلوب را استخراج کرده و از فرمول کلاسیک احتمال، احتمال مورد نظر را محاسبه کنیم  

یک روش دیگر برای حل این مساله آن است که به کمک نمودار درختی فضای نمونه ای را نوشته سپس : تذکر  
.پیشامد مطلوب را استخراج کرده و از فرمول کلاسیک احتمال، احتمال مورد نظر را محاسبه کنیم  15 



 :یعنی. منفی باشد، لازم است که هر دو ژن منفی داشته باشد RHبرای آن که فردی دارای : نکته

p RH منفی  = p هر دو ژن منفی = p یک ژن منفی . p(یک ژن منفی) 

 مطلوبست احتمال آن که. خونی منفی اند RHژن های تعیین کننده ی عامل % 40مطالعات ژنتیکی نشان داده است که : مثال
 .منفی فرزند سوم خانواده باشد RHدر خانواده ای با سه فرزند، اولین فرزند با ( ب.   منفی باشد RHفردی دارای ( الف

 و چون این ژن ها را از هر یک . لازم است که دو ژن منفى داشته باشدمنفی باشد  RHداراى دانیم براى آن که فردى مى ( الف: حل
 :بنابراینرا مستقل فرض کنیم ها خود به ارث مى برد مى توانیم منفى بودن هر یک از این ژن از والدین 

p RH منفی  = p هر دو ژن منفی = p یک ژن منفی . p(یک ژن منفی) = 0/4 × 0/4 = 0/16 

 .فرزند سوم منفی باشد RHفرزند اول و فرزند دوم مثبت و   RHیعنی ( ب

p RH فرزند سوم منفی = p RH اولی مثبت . p RH دومی مثبت . p RH سومی منفی  

= 1 − 0/4 1 − 0/4 0/4 = 0/6 × 0/6 × 0/4 = 0/144 

احتمال این که احمد در یک امتحان قبول شود : مثال
1
و احتمال این که حسن در همان امتحان قبول شود  3

1
 مطلوب است. است 5

 احتمال آن که احمد یا حسن در این امتحان قبول شوند؟

 این دو پیشامد . نمایش می دهیم Bو پیشامد قبول شدن حسن در امتحان را با  Aپیشامد قبول شدن احمد در امتحان را با : حل
 .  مستقل از یکدیگرند

p A ∪ B = p A + p B − p A ∩ B = p A + p B − p A . p B =
1
3
+

1
5
−

1
3
×

1
5
=

5 + 3 − 1
15

 

=
1
15
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 دو پیشامد ناتهی باشند، آیا امکان دارد که این دو پیشامد مستقل و ناسازگار باشند؟ چرا؟ Bو  Aاگر : مثال

.یعنی امکان ندارد دو پیشامد ناتهی همزمان مستقل و ناسازگار باشند. چنین چیزی امکان ندارد. خیر: حل  

 :در این صورت طبق تعریف دو پیشامد مستقل داریم. مستقل باشند Bو  Aفرض کنیم دو پیشامد ناتهی 

p A ∩ B = p A . p(B) 

pناتهی هستند پس Bو  Aاما چون دو پیشامد  A ≠ 0, p B ≠ p: و در نتیجه 0 A . p(B) ≠  :و داریم 0

p A ∩ B ≠ 0 

pاز  A ∩ B ≠ Aنتیجه می گیریم که  0 ∩ B ≠  .نمی توانند ناسازگار باشند Bو  Aدر نتیجه .  ∅

p :بنابراین طبق خاصیت دو پیشامد ناسازگار داریم. ناسازگار باشند Bو  Aفرض کنیم  دو پیشامد ناتهی : برعکس A ∩ B = 0 

p :یعنی. و در نتیجه حاصل ضرب آن ها نیز مخالف صفر است p(B)و  p(A)ناتهی اند،  Bو  Aاما چون  A . p(B) ≠ 0 

pبنابراین  A ∩ B ≠ p A . p(B)   و در نتیجهA  وB نمی توانند مستقل باشند. 
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کرده ایم، احتمال آن که این تصادف خارج مهره سیاه است، مهره اى به  4مهره سفید و  5فرض کنید از ظرفى که شامل : مثال
 مهره سفید باشد چقدر است؟

p آنمنظور از این احتمال . محاسبه می کردیم                          را با استفاده از دستور  A ،p(A)تا به حال براى پیشامدى مانند  A =
𝑛(A)

𝑛(S)
 

 دادهاست که به ما اطلاعاتى ممکن امّا در بعضى مواقع . موثر باشد نداریم Aاطلاعى از قبل که در وقوع پیشامد ما هیچ که بود 

 .موثر باشد Aدر احتمال وقوع باشند که این اطلاعات 



احتمال آمدن سفید پس . مساعد استعضو آن براى پیشامد مورد نظر  5عضو دارد که  9در این مثال فضاى نمونه اى : حل

 .برابر     است
5
9

 

.نظر بگیریدرا در حال مثال زیر . این احتمال به طور مطلق حساب شد و از هیچ اطلاع اضافى استفاده نشد  

مهره ی گذاشته و را کنار این مهره . که رنگ آن سیاه استمی شود ملاحظه می کنیم خارج مهره اى مثال بالا جعبه ی از : مثال
.مطلوب است احتمال آن که این مهره سفید باشد. دوم را به تصادف خارج مى کنیم  

   شرایط به هنگام  ( شدهمهره ی خارج سیاه بودن )اول و با توجه به اطلاعات داده شده مهره ی در این مثال پس از کشیدن : حل

سفید از مهره ی پس احتمال آمدن یک در جعبه، سیاه مهره ی  3سفید و مهره ی  5دوم عبارت است از وجود استخراج مهره ی 

 .جعبه     استاین 
5
8

 

ولی جواب را حساب کردیم مهره ی سفید از یک جعبه اگر چه در دو مثال بالا احتمال آمدن می شود ملاحظه هما نطوری که 
.می دهدسفید را تغییر مهره ی زیرا در مثال دوم اطلاعاتى داریم که احتمال آمدن . ها یکسان نیستند  
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pدو پیشامد از فضای نمونه ای باشند و   Bو  Aاگر : احتمال شرطی B >  به شرط  Aدر این صورت احتمال وقوع پیشامد  0
pقبلا رخ داده باشد را به صورت  Bاینکه بدانیم پیشامد  A B نوشته و چنین تعریف می کنیم: 

p A B =
p(A ∩ B)

p(B)
 

pقبلا رخ داده باشد را به صورت  Aاینکه بدانیم پیشامد به شرط  Bاحتمال وقوع پیشامد : نتیجه B A  تعریفنوشته و چنین 
 :کنیممی 

p B A =
p(B ∩ A)

p(A)
 



pاگر : مثال A ∩ B = pو  0/2 B = pآن گاه  0/6 A B را حساب کنید. 

:حل  

p A B =
p(A ∩ B)

p(B)
⇒ p A B =

0/2
0/6

=
1
3

 

حال مى . انتخاب کرده ایمبراى آزمایشى موش سفید داریم، قبلاً یک موش سفید را  2موش سیاه و  3در آزمایشگاهى : مثال
انجام موشى را از بین موش هایى که روى آن ها آزمایش این منظور براى . همان آزمایش را روى موش دیگرى انجام دهیمخواهیم 

.احتمال آن که این موش نیز سفید باشدمطلوب است . نشده است انتخاب مى کنیم  

  پس احتمال سفید بودن. انتخاب می شودموش سیاه و یک موش سفید  3با توجه به شرایط مسأله، در واقع موشى از بین : حل

این موش عبارت است از  
1
4 . 
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:پيشامدهااحتمال شرطى و استقلال   

 این مطلب را می توانیم . مستقل از هم باشند، وقوع یکی بر وقوع دیگری تاثیری نمی گذارد Bو  Aقبلا گفتیم که اگر دو پیشامد 
 .با توجه به تعریف احتمال شرطی، به صورت زیر ثابت کنیم

p A B =
p(A ∩ B)

p(B)
 

ستنده ستقلم   B و A
 

p A ∩ B = p A . p(B) 
p A B =

p A . p(B) 

p(B)
⇒ p A B = p(A) 

 تاثیری روی Bیعنی وقوع پیشامد . برابر است A، با احتمال  Bاتفاق بیفتد به شرط رخ دادن پیشامد  Aپس احتمال این که پیشامد 
 :دو پیشامد مستقل باشند داریم Bو  Aپس می توانیم نتیجه بگیریم که اگر . نداشته است Aوقوع پیشامد  

p A B = p(A) p B A = p(B) 



 (محاسبه ی احتمال اشتراک دو پیشامد با استفاده از احتمال شرطی: )قاعده ی ضرب احتمال

p A B =
p A ∩ B

p B

سطینو رفینط 
p A ∩ B = p A B × p B  

p B A =
p B ∩ A

p A

سطینو رفینط 
p B ∩ A = p B A × p A  

.توانیم احتمال اشتراک دو پیشامد را حساب کنیمنیز مى از این دستورها   

. خارج مى کنیممهره ی سیاه است  6سفید و مهره ی  4بدون جایگذارى از جعبه اى که شامل متوالیا و دو مهره، : مثال  
.دوم سیاه باشدمهره ی اول سفید و مهره ی است احتمال آن که مطلوب   

pنشان دهیم، می خواهیم  Bبا دوم را مهره ی بودن و پیشامد سیاه  Aبا اول را مهره ی بودن پیشامد سفید اگر : حل A ∩ B 

:استفاده از احتمال شرطى داریمبا . کنیمرا حساب   p B ∩ A = p B A × p A  

p A = p اول ی مهره بودن سفید =
4
10

=
2
5

 

pبرای محاسبه ی  B A   باید فرض کنیمA از جعبه خارج شده استسفید یعنى مهره اى . قبلا رخ داده است. 

:بنابراینسفید در جعبه، مهره ی  3و مهره ی سیاه  6دوم عبارت است از وجود مهره ی بنابراین، شرایط به هنگام استخراج   

p B A =
6
9
=

2
3
⇒ p B ∩ A =

2
5
×

2
3
=

4
15

 

:اما  

p(Aاز قاعده ی احتمال شرطی می توانیم    ∩ B) را به صورت زیر محاسبه کنیم: 
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. خارج مى کنیممهره ی سیاه است  8سفید و مهره ی  6بدون جایگذارى از جعبه اى که شامل متوالیا و دو مهره، : مثال  
.دوم سیاه باشدمهره ی اول سفید و مهره ی است احتمال آن که مطلوب   

pنشان دهیم، می خواهیم  Bبا دوم را مهره ی بودن و پیشامد سیاه  Aبا اول را مهره ی بودن پیشامد سفید اگر : حل A ∩ B 

:استفاده از احتمال شرطى داریمبا . کنیمرا حساب   p B ∩ A = p B A × p A  

p A = p اول ی مهره بودن سفید =
6

14
=

3
7

 

pبرای محاسبه ی  B A   باید فرض کنیمA از جعبه خارج شده استسفید یعنى مهره اى . قبلا رخ داده است. 

:بنابراینسفید در جعبه، مهره ی  5و مهره ی سیاه  8دوم عبارت است از وجود مهره ی بنابراین، شرایط به هنگام استخراج   

p B A =
8
13

⇒ p B ∩ A =
3
7
×

8
13

=
24
91

 

:اما  

. خارج مى کنیممهره ی سیاه است  6سفید و مهره ی  5بدون جایگذارى از جعبه اى که شامل متوالیا و دو مهره، : مثال  
.و مهره ی دوم سفید باشداول مهره ی است احتمال آن که مطلوب   

pنشان دهیم، می خواهیم  Bبا دوم را مهره ی بودن و پیشامد سفید  Aبا اول را مهره ی بودن پیشامد سفید اگر : حل A ∩ B 

:استفاده از احتمال شرطى داریمبا . کنیمرا حساب   p B ∩ A = p B A × p A  

p A = p اول ی مهره بودن سفید =
5
11

 

pبرای محاسبه ی  B A   باید فرض کنیمA از جعبه خارج شده استسفید یعنى مهره اى . قبلا رخ داده است. 

:بنابراینسفید در جعبه، مهره ی  4و مهره ی سیاه  6دوم عبارت است از وجود مهره ی بنابراین، شرایط به هنگام استخراج   

p B A =
4
10

=
2
5
⇒ p B ∩ A =

5
11
×

2
5
=

2
11

 

:اما  
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:قانون احتمال کل  

,A1قسمت   𝑛را به  𝐒اگر فضای نمونه ای  A2, A3, … , A𝑛  1یعنی اولا به ازای هر ) افراز کنیم ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 داشته باشیم  : 
 A𝑖 ≠ 𝑖که  j و 𝑖ثانیا به ازای هر  ∅ ≠ j  ،A𝑖 ∩ Aj = A1و ثالثا   ∅ ∪ A2 ∪⋯∪ A𝑛 = 𝐒  (در این صورت  : 

p A = p A1 p A A1 + p A2 p A A2 +⋯+ p A𝑛 p A A𝑛 ⇒ p A = p A𝑖 p A A𝑖

𝑛

𝑖=1
 

درصد مردان تحصیلات  10درصد زنان و  8اگر . بقیه را مردان تشکیل می دهند% 55جمعیت کشوری را زنان و %  45: مثال
 دانشگاهی داشته باشند، چند درصد جمعیت این کشور تحصیلات دانشگاهی دارند؟

p دارا بودن تحصیلات  = p مرد بودن p بودن دارا تحصیلات  مرد بودن  

+p زن بودن p بودن دارا تحصیلات زن بودن  

=
55
100

×
10
100

+
45
100

×
8

100
=

550 + 360
10000

=
910

10000
=

91
1000

 

 .مهره ی سیاه است 4مهره ی سفید و  3شامل  Bمهره ی سیاه و ظرف  3مهره ی سفید و  2شامل  Aظرف : مثال

احتمال این که این مهره سیاه باشد چه قدر است؟. از یکی از ظرف ها یک مهره به تصادف بیرون می آوریم  

 مرد

 زن

0/55
 

0/45  
0/08

 

0/1
 

دانشگاهی
 

دانشگاهی
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p سیاه بودن = p A ظرف . p سیاه A ظرف + p B ظرف . p سیاه B ظرف  

=
1
2
×

3
5
+

1
2
×

4
7
=

3
10
+

2
7
=

41
70

 

:حل  

:حل  

  Bظرف
 

1
2

 

1
2

 

A ظرف 

2  سفید 

3  سیاه 

3  سفید 
4

 سیاه 

0

5

5

5

7
7



والدینی که حامل این نوع . باشد 0/08و به فرزند دختر  0/14فرض کنید انتقال نوعی بیماری ارثی از والدین به فرزند پسر : مثال
.مطلوب است احتمال اینکه فرزند سالم باشد. بیماری هستند انتظار فرزندی را دارند  

p سالم بودن  = p پسر p سالم بودن پسر + p دختر p بودن سالم دختر   

=
1
2
× 1 − 0/14 +

1
2
× 1 − 0/08 =

1
2
× 0/86 +

1
2
× 0/92 

=
0/86 + 0/92 

2
=

1/78
2

 
 پسر

دختر
 

1
2

 

1
2

 

 سالم

 سالم

نا سالم

 

 نا سالم

0/86

 

0/14

 

0/08  

0/92  
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:حل  

 4مهره ی سفید و  3مهره ی سیاه، در ظرف دوم  3مهره ی سفید و  2در ظرف اول . سه ظرف هم شکل و یکسان داریم: مثال
یکی از ظرف ها را به تصادف انتخاب کرده و مهره ای . مهره ی سیاه وجود دارد 2مهره ی سفید و  4مهره ی سیاه و در ظرف سوم 

احتمال اینکه مهره سفید باشد چقدر است؟. از آن خارج می کنیم  

p سفید بودن = p ظرف اول . p سفید ظرف اول + p ظرف دوم . p سفید ظرف دوم + p ومس ظرف  . p سفید ومس ظرف   

=
1
3
×

2
5
+

1
3
×

3
7
+

1
3
×

4
6
=

2
15
+

1
7
+

1
9
=

21 + 45 + 35
315

=
101
315

 

:حل  



 است که دامنه ی به عبارت دیگر متغیر تصادفی تابعی . 𝐑به اعداد حقیقی  𝐒است از فضای نمونه ای  تابعی: تصادفیمتغیر 
 .   آن فضای نمونه ای و برد آن مجموعه ی اعداد حقیقی می باشد

:𝐗 :بنابراین با توجه به تعریف داریم. نمایش می دهیم... و  Yو  Xمتغیرهای تصادفی را با حروف بزرگ مانند  S ⟶ R 

.به هر عضو از فضای نمونه ای، یک عدد حقیقی را نسبت می دهد( با توجه به تعریفی که از آن ارائه می شود)متغیر تصادفی  
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 چه اعدادی را می تواند اختیار کند؟ Xرا تعداد فرزندان دختر این خانواده در نظر بگیریم، برد  Xاگر متغیر تصادفی . خانواده ای دارای دو فرزند است: مثال

:فضای نمونه ای عبارت است از :حل  S = پ,پ , ,پ د , پ,د , ,د د  

𝐗: پ,پ , ,پ د , پ,د , ,د د ⟶ 𝐑  با ضابطه های زیر می باشد طبق تعریف، متغیر تصادفی این مثال به صورت:  

 .را می تواند اختیار کند 2و  1، 0اعداد  Xبنابراین برد متغیر تصادفی 

 در این صورت برد متغیر   باشد،آمده  روتعداد دفعاتی که سکه  Xاگر متغیر تصادفی . سکه ای را سه بار پرتاب می کنیم: مثال
 چه اعدادی را می تواند اختیار کند؟  Xتصادفی 

:فضای نمونه ای عبارت است از :حل  

S = R, R, R , R, R, P , R, P, R , R, P, P , P, R, R , P, R, P , P, P, R , P, P, P  

 طبق تعریف، متغیر تصادفی این مثال به صورت 

𝐗: R, R, R , R, R, P , R, P, R , R, P, P , P, R, R , P, R, P , P, P, R , P, P, P ⟶ 𝐑 
:با ضابطه های زیر می باشد  

X پ,پ = 0  X ,پ د = X پ,د = 1  X ,د د = 2 

X R, R, R = 3 X R, R, P = X R, P, R = X P, R, R = 2  X R, P, P = X(P, R, P)=X(P, P, R)=1  

X P, P, P = 0  -  

 .د، مشخص می شودشو برد متغیر تصادفی یا اعدادی که متغیر تصادفی می تواند اختیار کند، با توجه به فضای نمونه ای و تعریفی که از متغیر تصادفی ارائه می: نکته



(:یا تابع احتمال)تابع توزیع احتمال   
 می تواند اختیار کند،  𝑥𝑖 ها 𝐗، تابعی است که به هر یک از مقادیری که برد  𝐗تابع توزیع احتمال یک متغیر تصادفی مانند 

pاحتمال  X = 𝑥𝑖 = p𝑖  یاp(𝑥𝑖) را نسبت می دهد. 

اگر تابع توزیع احتمال را با جدول مشخص کنیم، آن را . تابع توزیع احتمال گاهی با ضابطه و گاهی با جدول مشخص می شود
:جدول توزیع احتمال می گوییم که شکل کلی آن به صورت زیر است  

𝑥𝑖 𝑥1 𝑥2 ⋯ 𝑥𝑛 

𝐩 𝑥𝑖  𝐩 𝑥1  𝐩 𝑥2  ⋯ 𝐩 𝑥𝑛  

:در هر جدول توزیع احتمال باید دو شرط زیر برقرار باشد  

𝑖   ،0 برای هر( الف ≤ p(𝑥𝑖) ≤ p(  ب 1 𝑥1 + p 𝑥2 +⋯+ p 𝑥𝑛 = 1 

 کدام است؟ 𝑎یک متغیر تصادفی با جدول توزیع احتمال زیر باشد،  Xاگر : تست
𝑥𝑖 1 2 3 

𝐩 𝑥𝑖  
1
4

 𝑎 2𝑎 
:داریم ببا توجه به شرط : حل  

p 1 + p 2 + p 3 = 1 ⇒
1
4
+ 𝑎 + 2𝑎 = 1 ⇒ 3𝑎 =

3
4
⇒ 𝑎 =

1
4

 

( د
1
( ج 6

1
( ب 4

2
( الف 4

3
4 

.بنابراین جواب صحیح گزینه ی ج می باشد  

 :تعداد دفعاتی که سکه رو آمده باشد Xاگر متغیر تصادفی . سکه ای را سه بار پرتاب می کنیم: مثال
 .جدول توزیع احتمال را به دست آورید( بچه اعدادی را می تواند اختیار کند؟     Xمتغیر تصادفی ( الف
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 (0,1در واقع تابع توزیع احتمال، تابعی است از برد متغیر تصادفی به )



:حل (الف   

S = 𝑅, 𝑅, 𝑅 , 𝑅, 𝑅, 𝑃 , 𝑅, 𝑃, 𝑅 , 𝑅, 𝑃, 𝑃 , 𝑃, 𝑅, 𝑅 , 𝑃, 𝑅, 𝑃 , 𝑃, 𝑃, 𝑅 , 𝑃, 𝑃, 𝑃  

:با توجه به فضای نمونه ای تعداد دفعاتی که روی سکه می تواند بیاید عبارت است از  𝐗 = 0,1,2,3 
(ب  

⇒ 𝑛 S = 8 

p X = 0 =
𝑛( X = 0 )

𝑛(S)
=

1
8

 

p X = 1 =
𝑛( X = 1 )

𝑛(S)
=

3
8

 p X = 2 =
𝑛( X = 2 )

𝑛(S)
=

3
8

 p X = 3 =
𝑛( X = 3 )

𝑛(S)
=

1
8

 

𝑥𝑖 0 1 2 3 

𝐩 𝑥𝑖  
1
8

 
3
8

 
3
8

 
1
8

 

 .مهره با هم و به تصادف خارج می کنیم 3مهره ی سیاه است،  5مهره ی سفید و  4از یک کیسه که شامل : مثال
 .را بنویسید Xتعداد مهره های سفید خارج شده باشد، جدول توزیع احتمال  Xاگر متغیر تصادفی 

 .را اختیار کند 3و  2و  1و  0می تواند مقادیر  Xمتغیر تصادفی  : حل

p X = 0 =
𝑛( X = 0 )

𝑛(S)
=

4
0

5
3

9
3

=
10
84

 p X = 1 =
𝑛( X = 1 )

𝑛(S)
=

4
1

5
2

9
3

=
40
84

 

p X = 2 =
𝑛( X = 2 )

𝑛(S)
=

4
2

5
1

9
3

=
30
84

 p X = 3 =
𝑛( X = 3 )

𝑛(S)
=

4
3

5
0

9
3

=
4
84

 

:بنابراین جدول توزیع احتمال مربوط به این متغیر تصادفی به صورت زیر می باشد  
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pحال احتمال آن که سکه صفر با رو بیاید را با  X = p، احتمال آن که یک بار رو بیاید را با  0 X = 1  و احتمال آن ...و 
pبا رو باید را با  3که  X =  .نشان داده و با توجه به فرمول هایی که تاکنون خوانده ایم، آن ها را محاسبه می کنیم 3

pحال احتمال آن که صفر مهره ی سفید خارج شود را با X = pای سفید خارج شود را ب،احتمال آن که یک مهره 0 X = 1  ...و 
pبا رو باید را با  3و احتمال آن که  X =  .نشان داده و با توجه به فرمول هایی که تاکنون خوانده ایم، آن ها را محاسبه می کنیم 3



𝑥𝑖 0 1 2 3 

𝐩 𝑥𝑖  
10
84

 
40
84

 
30
84

 
4
84

 

:بنابراین جدول توزیع احتمال مربوط به این متغیر تصادفی به صورت زیر می باشد  

 .به صورت                                                           است Xتوزیع احتمال متغیر تصادفی : مثال

p 𝑥 = 𝑖 =
𝑖

𝑖2 + 3
 ; 𝑖 = 1,2,3

p 𝑥 = j =
1
14
 ; j = 4,5,6

 

 .را بنویسید Xجدول تابع احتمال  ( الف

p(𝑥مقدار ( ب ≥  .را حساب کنید (3

:حل (الف   

p X = 1 =
1

12 + 3
=

1
4

 p X = 2 =
2

22 + 3
=

2
7

 p X = 3 =
3

32 + 3
=

3
12

=
1
4

 

p X = 4 =
1
14

 p X = 5 =
1
14

 p X = 6 =
1
14

 

𝑥𝑖 1 2 3 4 5 6 

𝐩 𝑥𝑖  
1
4

 
2
7

 
1
4

 
1
14

 
1
14

 
1
14

 

(ب  

p 𝑥 ≥ 3 = p X = 3 + p X = 4 + p X = 5 + p X = 6 =
1
4
+

1
14
+

1
14
+

1
14

=
13
28

 

:بنابراین جدول توزیع احتمال مربوط به این متغیر تصادفی به صورت زیر می باشد  
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:توزیع دو جمله ای  

 و دیگری را شکست با احتمال وقوع 𝑝یکی از نتایج را پیروزی . آزمایشی را در نظر بگیرید که فقط دو نتیجه دارد
𝑞 می نامیم با احتمال وقوع. 

 .بار آزمایش در نظر می گیریم 𝑛را تعداد پیروزی ها در  Xبار تکرار می کنیم و متغیر تصادفی  𝑛این آزمایش را 

 :بار پیروزی از رابطه ی زیر به دست می آید 𝑘در این صورت احتمال 

𝐩 X = 𝑘 =
𝑛

𝑘
𝒑𝑘𝒒𝑛−𝑘 ; 𝒒 = 1 − 𝒑 

.بار رو بیاید 9حداقل ( بار رو بیاید ب 4( الف: مطلوبست احتمال آن که. بار پرتاب می کنیم 10سکه ای را : مثال  

بنابراین برای حل مساله می توانیم از توزیع دو جمله (. رو یا پشت.)در یک مرتبه آزمایش پرتاب سکه فقط دو نتیجه دارد: حل
.فرض کنید آمدن رو را پیروزی و آمدن پشت را شکست بنامیم . استفاده کنیمای   

𝑝 = احتمال رو آمدن یک بار پرتاب =
1
2

 

⇒ 𝑞 = 1 − 𝑝 = 1 −
1
2
=

1
2

 

𝑛 = تعداد دفعات تکرار آزمایش = 10 

𝑘 = تعداد دفعات تکرار پیروزی = 4 

⇒ 𝐩 X = 𝑘 =
𝑛

𝑘
𝒑𝑘𝒒𝑛−𝑘 ⇒ 𝐩 X = 4 =

10
4

1
2

4 1
2

10−4
 

=
10
4

1
2

4 1
2

6
 

.بار رو بیاید 10بار یا  9بار رو بیاید، یعنی یا  9حداقل ( ب  

p X ≥ 9 = p X = 9 + p(X = 10) 
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𝐩 X = 9 =
10
9

1
2

9 1
2

10−9
=

10
9

1
2

9 1
2

1
= 10

1
2

10
 

𝐩 X = 10 =
10
10

1
2

10 1
2

10−10
=

10
10

1
2

10 1
2

0
=

1
2

10
 

⇒ p X = 9 + p X = 10 = 10
1
2

10
+

1
2

10
= 11

1
2

10
 

.بیاید را به دست آورید 4بار عدد  3احتمال آن که . بار پرتاب می کنیم 5یک تاس را : مثال  

.  بنابراین با این  نمی توانیم از توزیع دو جمله ای استفاده کنیم. حالت وجود دارد 6می دانیم در یک مرتبه پرتاب تاس، : حل
برای اینکه بتوانیم از توزیع دو جمله ای استفاده کنیم، با توجه به . زیرا در توزیع دو جمله ای آزمایش ما فقط دو حالت داشت

. صورت سوال، نتایج حاصل از پرتاب تاس را به صورت زیر تغییر می دهیم  

بنابراین در این جا نتیجه آزمایش  (. شکست)ظاهر نمی شود 4و یا عدد ( موفقیت)ظاهر می شود 4در پرتاب یک تاس یا عدد 
.فقط دو حالت دارد  

𝑝 = تاس پرتاب احتمال ظاهر شدن 4 یک بار  =
1
6

 

⇒ 𝑞 = 1 − 𝑝 = 1 −
1
6
=

5
6

 

𝑛 = تعداد دفعات تکرار آزمایش = 5 

𝑘 = تعداد دفعات تکرار پیروزی = 3 

⇒ 𝐩 X = 𝑘 =
𝑛

𝑘
𝒑𝑘𝒒𝑛−𝑘 

⇒ 𝐩 X = 3 =
5
3

1
6

3 5
6

5−3
=

5
3

1
6

3 5
6

2
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نفر با شرایط یکسان در این آزمون شرکت  3اگر . است 0/6احتمال این که دانش آموزی در یک امتحان موفق شود : مثال
 کنند، احتمال این که حداقل دو نفر از آن ها موفق شوند چه قدر است؟

با توجه به صورت سوال (. موفق شدن یا موفق نشدن)در این جا آزمایش ما امتحان دادن است که فقط دو نتیجه دارد: حل  

𝑝احتمال موفق شدن  =  .می باشد 0/6

𝑝 = 0/6 ⇒ 𝑞 = 1 − 0/6 = 0/4 

𝑛 = تعداد دفعات تکرار آزمایش = 3 

𝑘 = تعداد دفعات تکرار پیروزی =   3یا 2

p X ≥ 2 = p X = 2 + p(X = 3) 

𝐩 X = 2 =
3
2

6
10

2 4
10

3−2
=

3
2

6
10

2 4
10

1
= 3 ×

36
100

×
4
10

=
432
1000

 

⇒ p X ≥ 2 = p X = 2 + p X = 3 =
432
1000

+
216

1000
=

648
1000

 

𝐩 X = 3 =
3
3

6
10

3 4
10

3−3
=

3
3

6
10

3 4
10

0
= 1 ×

216
1000

× 1 =
216

1000
 

: بیمار همانند دارو را مصرف کنند، احتمال آن که 5اگر . است 0/7احتمال درمان یک بیماری با دارویی خاص برابر : مثال
نفر درمان شوند چه قدر است؟ 3یا  2( بنفر درمان شوند چه قدر است؟   3( الف  

:حل (الف   
𝑝 = 0/7 ⇒ 𝑞 = 1 − 0/7 = 0/3 

𝑛 = 5 

𝑘 = 3 

⇒ 𝐩 X = 𝑘 =
𝑛

𝑘
𝒑𝑘𝒒𝑛−𝑘 ⇒ 𝐩 X = 3  

=
5
3

7
10

3 3
10

5−3
=

5
3

7
10

3 3
10

2
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(ب  
p X = 2 + p X = 3 =

5
2

7
10

2 3
10

3
+

5
3

7
10

3 3
10

2
 

نفر به تصادف از این جمعیت انتخاب شوند، با کدام احتمال فقط  5اگر . درصد اهالی منطقه ای میشی است 80رنگ چشم : تست
(78کنکور سراسری تجربی سال )نفر از آن ها میشی است؟                                                                     2رنگ چشم   

0/1024( الف 0/00512( ب  0/0512( ج  0/01024 (د   

𝑝 = 80% =
80
100

=
8
10

=
4
5
, 𝑞 = 1 − 𝑝 = 1 −

4
5
=

1
5
, 𝑛 = 5, 𝑘 = 2 

:حل  

⇒ 𝐩 X = 𝑘 =
𝑛

𝑘
𝒑𝑘𝒒𝑛−𝑘 ⇒ 𝐩 X = 2 =

5
2

4
5

2 1
5

5−2
=

5
2

4
5

2 1
5

3
 

= 10 ×
16
25
×

1
125

=
160

3125
= .بنابراین پاسخ صحیح گزینه ج می باشد 0/0512  

اگر احتمال موفقیت در یک عمل جراحی : تست
1
 باشد، در بین چهار بیمار احتمال این که حداقل دو بیمار موفق شوند، چه قدر  2

 است؟
 (الف

11
 (ب 16

5
 (ج 16

5
( د 8

1
8 

𝑝 =
1
2
, 𝑞 = 1 − 𝑝 = 1 −

1
2
=

1
2
, 𝑛 = 4, 𝑘 ≥ 2 

:حل  

p X ≥ 2 = p X = 2 + p X = 3 + p X = 4 =
4
2

1
2

2 1
2

2
+

4
3

1
2

3 1
2

1
+

4
4

1
2

4 1
2

0
 

= 6 ×
1
16
+ 4 ×

1
16
+ 1 ×

1
16
=

6
16
+

4
16
+

1
16
=

11
16

.بنابراین پاسخ صحیح گزینه الف می باشد   
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 بار 𝑛و ...(  مانند دختر یا پسر بودن، رو یا پشت در پرتاب سکه و )در یک آزمایش تصادفی که فقط دو حالت وجود دارد : نکته

𝑝تکرار شده است، و در آن ها شکست و پیروزی دارای احتمال یکسان هستند یعنی  = 𝑞 =
1
 بار  𝑘در این صورت احتمال .  2

 :پیروزی برابر است با

𝐩 𝑘 بار پیروزی =

𝑛
𝑘

2𝑛
 

.بار روی سکه بیاید را حساب کنید 6احتمال این که . بار پرتاب می کنیم 10سکه ای را : مثال  

:حل  
:با استفاده از توزیع دو جمله ای: روش اول  

𝑝 = 𝑞 =
1
2
 , 𝑛 = 10, 𝑘 = 6 ⇒ 𝐩 X = 6 =

10
6

1
2

6 1
2

4
= 210 ×

1
64
×

1
16
=

210
1024

 

:با استفاده از نکته ی بالا: روش دوم  

𝐩 𝑘 بار پیروزی =

𝑛
𝑘

2𝑛
⇒ 𝐩 آمدن 6 بار رو =

10
6

210 =
210
1024

 

باشد، مطلوبست احتمال آن که در یک خانواده ی %  40اگر احتمال انتقال ژن های منفی هر یک از والدین به فرزندان : مثال
 .منفی به دنیا بیایند RHفرزند با  4فرزندی  6

p RH منفی = p RH منفی پدر × p RH منفی مادر = 0/4 × 0/4 = 0/16 

𝑝 = 0/16 ⇒ 𝑞 = 1 − 0/16 = 0/84, 𝑛 = 6 , 𝑘 = 4 

𝐩 X = 4 =
6
4

0/16 4 0/84 2 
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وند بخشنده و مهربان  به نام خدا

(:بخش اول)فصل دوم /پیش دانشگاهی تجربی/ 1ریاضی عمومی   

 توابع و معادلات

𝐅𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝐀𝑛𝑑 𝐄𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 

1 --  



:معادله ی درجه دوم  

𝑎𝑥2معادله ی  + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑎با شرط   0 ≠  .می گوییممعادله ی درجه دوم را  0

=∆برای به دست آوردن ریشه های این معادله درجه دو، کافی است  𝑏2 − 4𝑎𝑐 را به دست آوریم. 

1) ∆> 0 ⇒ :معادله دو ریشه حقیقی متمایز دارد.   𝑥1, 𝑥2 =
−𝑏 ± ∆

2𝑎
 

3) ∆< 0 ⇒  معادله ریشه  حقیقی ندارد. 

2) ∆= 0 ⇒ :معادله یک ریشه  مضاعف دارد.   𝑥1 = 𝑥2 =
−𝑏

2𝑎
 

𝑎 > 0 𝑎 < 0 

𝑎 < 0 𝑎 > 0 

𝑎 < 0 𝑎 > 0 

𝑚𝑥2را چنان تعیین کنید که معادله ی   𝑚مقدار : مثال + 2𝑚 − 3 𝑥 + 𝑚 − 1 =  .دارای ریشه ی مضاعف باشد 0

:حل  

∆= 0 ⇒ 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 0 ⇒ 2𝑚 − 3 2 − 4 𝑚 𝑚 − 1 = 0 ⇒ 4𝑚2 − 12𝑚 + 9 − 4 𝑚2 −𝑚 = 0 

⇒ 4𝑚2 − 12𝑚 + 9 − 4𝑚2 + 4𝑚 = 0 ⇒ −8𝑚 = −9 ⇒ 𝑚 =
9
8
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pجدول تعیین علامت  = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐   به یکی از حالات زیر می باشد ∆برحسب علامت: 

𝑥 −∞ +∞ 

p 

𝑥1 𝑥2 

 𝑎مخالف علامت  𝑎موافق علامت  𝑎موافق علامت 

∆> 0 

𝑥 −∞ +∞ 

p 

𝑥 −∞ +∞ 

p  همواره موافق علامت𝑎 

𝑥1 

 𝑎موافق علامت  𝑎موافق علامت 

الف)  

∆= ب) 0  ∆< ج) 0  

𝑚حدود : مثال
 

𝑥2را طوری تعیین کنید که معادله ی   − 𝑚𝑥 + 3 − 𝑚 = 0
 

.دارای دو جواب حقیقی متمایز باشد
 

بنابراین با . برای آن که معادله ی بالا دو جواب حقیقی متمایز داشته باشد باید دلتای این معادله بزرگ تر از صفر باشد: حل
𝑚اعمال این شرط به نامعادله ی زیر می رسیم که با حل آن حدود  

 
:به دست می آید

 
∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = −𝑚 2 − 4 1 3 −𝑚 = 𝑚2 − 12 + 4𝑚 = 𝑚2 + 4𝑚 − 12

∆>0
𝑚2 + 4𝑚− 12 > 0

 
𝑚2برای حل نامعادله ی بالا ابتدا جواب های معادله ی  + 4𝑚 − 12 = 0

 
را به دست آورده و سپس جدول تعیین علامت آن را 

..رسم کرده و با استفاده از آن جواب را به دست می آوریم 
 

𝑚2 + 4𝑚− 12 = 0 ⇒ 𝑚− 2 𝑚 + 6 = 0 ⇒ 𝑚 = 2, 𝑚 = −6
  

𝑥
 

−∞
 

+∞
 

p
 

+
 

−
 

+
 

−6
 

2
 

:جواب⇐
 

−∞,−6 ∪ 2, +∞
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𝑎𝑥2در معادله ی درجه دوم : نکته + 𝑏𝑥 + 𝑐 =  :اگر  0

𝑎(  الف + 𝑏 + 𝑐 =  .و دیگری عدد      است 1آن گاه یکی از ریشه ها عدد ( جمع ضرایب صفر شود) 0
𝑐

𝑎
 

𝑎( ب − 𝑏 + 𝑐 = − .و دیگری عدد          است 1−آن گاه یکی از ریشه ها عدد  0
𝑐

𝑎
 

𝑥ریشه های یک معادله ی درجه دوم باشند، از  𝛽و  𝛼اگر : الف − 𝛼 𝑥 − 𝛽 =  می توانیم معادله ی درجه دوم را به   0
 .دست آوریم

 .باشد 5−و  4معادله ی درجه دومی بنویسید که ریشه های آن دو عدد : مثال

 
𝛼 = 4           
𝛽 = −5         

:حل  

⇒ 𝑥 − 𝛼 𝑥 − 𝛽 = 0 ⇒ 𝑥 − 4 𝑥 − −5 = 0 ⇒ 𝑥 − 4 𝑥 + 5 = 0 

⇒ 𝑥2 − 𝑥 − 20 = 0 

𝑎جواب های معادله ی : تست + 𝑏 𝑥2 + 𝑐 − 𝑎 𝑥 − 𝑏 − 𝑐 =  کدام است؟  0

.در معادله ی داده شده اگر ضرایب را با هم جمع کنیم، حاصل برابر صفر می شود: حل  

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 𝑎 + −𝑏 − 𝑐 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 𝑎 − 𝑏 − 𝑐 = 0 

𝑏− .است                                       و دیگری 1بنابراین یکی از ریشه ها  − 𝑐

𝑎 + 𝑏
= −

𝑏 + 𝑐

𝑎 + 𝑏
.می باشد 1پاسخ صحیح گزینه ی    

4  ) 3) 2  ) 1  ) 1, −
𝑏 + 𝑐

𝑎 + 𝑏
 1 , −𝑏 − 𝑐 1 ,

𝑏 + 𝑐

𝑎 + 𝑏
 −1, −

𝑏 + 𝑐

𝑎 + 𝑏
 

 روش های تشکیل معادله ی درجه دوم
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 .باشد -3آن      و دوم با ضرایب صحیح بنویسید که جواب های درجه ی معادله ای : مثال
1
2

 

 
𝛼 =

1
2

              

𝛽 = −3            
 ⇒ 𝑥 − 𝛼 𝑥 − 𝛽 = 0 ⇒ 𝑥 −

1
2

𝑥 − −3 = 0 ⇒ 𝑥 −
1
2

𝑥 + 3 = 0 

⇒ 𝑥2 +
5
2
𝑥 −

3
2
= 0 

رد 2 ربض  رفینط 
2𝑥2 + 5𝑥 − 3 = 0 

 داده شده باشد، ( 𝐏یعنی )و حاصل ضرب آن ها (  𝐒یعنی )، حاصل جمع آن ها  𝛽و  𝛼اما اگر به جای خود جواب های  : ب
 .معادله را به صورت زیر تشکیل می دهیم

𝑥2 − 𝐒𝑥 + 𝐏 = 0 

 .باشند 1معادله ی درجه دومی را بنویسید که مجموع ریشه های آن       و حاصل ضرب آن ها : مثال
13
6

 

:حل  
𝑥2 − 𝐒𝑥 + 𝐏 = 0

𝐒=
13
6  ,𝐏=1

 𝑥2 −
13
6
𝑥 + 1 = 0

رد 6 ربض  رفینط 
6𝑥2 − 13𝑥 + 6 = 0 

:حل  

:روابط بین ضرایب و جواب های معادله ی درجه دوم  

𝑎𝑥2معادله ی درجه دوم  + 𝑏𝑥 + 𝑐 =  ریشه های معادله ی داده شده باشند در این صورت 𝛽و  𝛼اگر . را در نظر بگیرید 0

:مجموع و حاصل ضرب ریشه ها را به صورت زیر نمایش می دهیم  

 
مجموع ریشه ها ∶ 𝐒 = 𝛼 + 𝛽 = −

𝑏

𝑎

حاصل ضرب ریشه ها ∶ 𝐏 = 𝛼. 𝛽 =
𝑐

𝑎
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𝑥2ریشه های معادله ی  𝛽و  𝛼اگر : مثال − 3𝑥 + 4 = 𝛼 .باشند، حاصل                             را به دست آورید 0 +
1
𝛼
+ 𝛽 +

1
𝛽

 

 
مجموع ریشه ها ∶ 𝐒 = 𝛼 + 𝛽 = −

𝑏

𝑎
= −

−3
1
= 3

حاصل ضرب ریشه ها ∶ 𝐏 = 𝛼. 𝛽 =
𝑐

𝑎
=

4
1
= 1       

 

:حل  

𝛼 +
1
𝛼
+ 𝛽 +

1
𝛽
= 𝛼 + 𝛽 +

1
𝛼
+

1
𝛽

= 𝛼 + 𝛽 +
𝛽 + 𝛼

𝛼. 𝛽
= 3 +

3
4
=

15
4

 

𝑥2اگر مجموع ریشه های معادله ی  : مثال − 𝑎 + 3 𝑥 + 2𝑎 =  .باشد، حاصل ضرب ریشه ها را به دست آورید 6برابر  0

𝛼 + 𝛽 = −
𝑐

𝑎
⇒ 6 = −

− 𝑎 + 3
1

⇒ 𝑎 + 3 = 6 ⇒ 𝑎 = 3 ⇒ 𝑥2 − 6𝑥 + 6 = 0 ⇒ 𝛼. 𝛽 =
𝑐

𝑎
=

6
1
= 6 

:حل  

 
𝛼 + 𝛽 = −

𝑏

𝑎
= −

2𝑘 − 1
2

𝛼. 𝛽 =
𝑐

𝑎
=
−𝑘

2
           

 

2𝑥2در معادله ی درجه دوم : مثال + 2𝑘 − 1 𝑥 − 𝑘 = مجموع معکوس دو ریشه برابر  𝑘به ازای کدام مقدار  0
7
 است؟ 3

6  



1
𝛼
+

1
𝛽
=

7
3
⇒
𝛽 + 𝛼

𝛼. 𝛽
=

7
3
⇒
−

2𝑘 − 1
2

−𝑘
2

=
7
3
⇒

2𝑘 − 1
𝑘

=
7
3
⇒ 3 2𝑘 − 1 = 7𝑘 ⇒ 6𝑘 − 3 = 7𝑘 

⇒ 6𝑘 − 7𝑘 = 3 ⇒ −𝑘 = 3 ⇒ 𝑘 = −3 

𝑎𝑥2اگر در معادله ی درجه دوم : نکته + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝛼 :، یک ریشه عکس ریشه ی دیگر باشد                ،در این صورت داریم 0 =
1
𝛽

 

𝑎 = 𝑐 

𝑚𝑥2کدام باشد تا دو ریشه ی معادله ی  𝑚مقدار : تست + 4𝑥 + 3𝑚 − 4 =  عکس یکدیگر باشند؟ 0

4 )3- 3 )3 2 )2 1 )2- 

:طبق نکته ی بالا داریم: حل  

 
𝑎 = 𝑚          
𝑐 = 3𝑚 − 4  ; 𝑎 = 𝑐 ⇒ 𝑚 = 3𝑚 − 4 ⇒ 𝑚 − 3𝑚 = −4 ⇒ −2𝑚 = −4 ⇒ 𝑚 =

−4
−2

= 2 

.می باشد 2بنابراین پاسخ صحیح گزینه ی   

𝑎𝑥2اگر در معادله ی درجه دوم : نکته + 𝑏𝑥 + 𝑐 =  ، یک ریشه عکس و قرینه ی ریشه ی دیگر باشد                    0
 :در این صورت داریم

𝛼 = −
1
𝛽

 

𝑎 = −𝑐 

3𝑥2دو ریشه ی معادله ی  𝑚به ازای چه مقدار : تست + 11𝑥 − 2𝑚 − 7 =  عکس و قرینه ی یکدیگرند؟ 0

4 )5 3 )−5 2) −2 1 )2 
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:طبق نکته ی بالا داریم: حل  

 
𝑎 = 3               
𝑐 = −2𝑚 − 7  ; 𝑎 = −𝑐 ⇒ 3 = − −2𝑚 − 7 ⇒ 3 = 2𝑚 + 7 ⇒ 2𝑚 = −4 ⇒ 𝑚 =

−4
2
= −2 

.می باشد 2بنابراین پاسخ صحیح گزینه ی   

𝑎𝑥2ریشه های معادله ی درجه دوم  𝑥2و  𝑥1می دانیم اگر : نکته + 𝑏𝑥 + 𝑐 =  :باشند، در این صورت داریم 0

𝑥1 + 𝑥2 = −
𝑏

𝑎
⇒
𝑏

𝑎
= − 𝑥1 + 𝑥2  𝑥1. 𝑥2 =

𝑐

𝑎
 

:در نتیجه داریم  

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑎 𝑥2 +
𝑏

𝑎
𝑥 +

𝑐

𝑎
= 𝑎 𝑥2 − 𝑥1 + 𝑥2 𝑥 + 𝑥1. 𝑥2 = 𝑎 𝑥2 + −𝑥1 − 𝑥2 𝑥 + 𝑥1. 𝑥2  

= 𝑎 𝑥 − 𝑥1 𝑥 − 𝑥2 ⇒ 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑎 𝑥 − 𝑥1 𝑥 − 𝑥2  

𝑥معادله ی سهمی را بنویسید که محور طول ها را در : مثال = 𝑥و  3 = 𝑦و محور عرض ها را در  1 =  .قطع کند  6

:حل 𝑦اگر تابع درجه دوم را به صورت   = 𝑎 𝑥 − 𝑥1 𝑥 − 𝑥2  ،نمایش دهیم𝑥1  و𝑥2  محل های برخورد نمودار تابع با 
 :بنابراین داریم. محور طول ها می باشند

𝑦 = 𝑎 𝑥 − 1 𝑥 − 3  

 در معادله ی  0,6پس نقطه ای به مختصات . قطع می کند 6از طرفی، نمودار سهمی محور عرض ها را در نقطه ای به عرض 
 :در نتیجه. تابع صدق می کند

⇒ 6 = 𝑎 0 − 1 0 − 3 ⇒ 6 = 3𝑎 ⇒ 𝑎 = 2 𝑦 = 𝑎 𝑥 − 1 𝑥 − 3  ⇒ 𝑦 = 2 𝑥 − 1 𝑥 − 3  
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:تشکیل معادله ی درجه دوم جدید از روی معادله ی مفروض  

𝑎𝑥2در معادله ی درجه دوم ( الف + 𝑏𝑥 + 𝑐 =  را قرینه کنیم، معادله ی جدیدی به دست می آید که ریشه هایش   𝑏اگر  0
 .ریشه های معادله ی مفروض استقرینه ی 

3𝑥2معادله ی درجه دومی که ریشه هایش قرینه ی ریشه های معادله ی : تست − 7𝑥 − 1 =  باشد کدام است؟ 0

4 )−3𝑥2 + 7𝑥 + 1 = 0   3 )3𝑥2 + 7𝑥 + 1 = 0   2 )−3𝑥2 − 7𝑥 − 1 = 0   1 )3𝑥2 + 7𝑥 − 1 = 0   

3𝑥2پس معادله به صورت . را قرینه کنیم 𝑏کافی است : حل + 7𝑥 − 1 =  .پاسخ صحیح است 1گزینه . می باشد 0

𝑎𝑥2در معادله ی درجه دوم ( ب + 𝑏𝑥 + 𝑐 =  را عوض کنیم، معادله ی جدیدی به دست می آید که  𝑐و  𝑎اگر جای  0
 .ریشه های معادله ی مفروض است عکسریشه هایش 

5𝑥2معادله ی درجه دومی که ریشه هایش عکس ریشه های معادله ی : تست − 13𝑥 − 1 =  باشد کدام است؟ 0

4 )𝑥2 − 13𝑥 + 5 = 0 3 )𝑥2 + 13𝑥 − 5 = 0   2 )5𝑥2 + 13𝑥 − 1 = 0   1 )−5𝑥2 + 13𝑥 + 1 = 0   

𝑥2−بنابراین معادله ی جدید به صورت . را عوض کنیم 𝑐و  𝑎کافی است جای : حل − 13𝑥 + 5 =  .می باشد 0

اما چون طرفین یک تساوی را می توان در یک مقدار دلخواه ضرب کرد، اگر . با توجه به گزینه ها اما به ظاهر جوابی وجود ندارد  

𝑥2−معادله ی  − 13𝑥 + 5 = 𝑥2ضرب کنیم، معادله به صورت  1−را در  0 + 13𝑥 − 5 = . در می آید 0
پس گزینه ی

 
  3 .پاسخ صحیح می باشد   
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𝑎𝑥2در معادله ی درجه دوم ( ج + 𝑏𝑥 + 𝑐 =  را قرینه کنیم، معادله ی جدیدی به دست  𝑏را عوض کرده و  𝑐و  𝑎اگر جای  0
 .ریشه های معادله ی مفروض است عکس و قرینه یمی آید که ریشه هایش 

𝑎𝑥2در معادله ی درجه دوم ( د + 𝑏𝑥 + 𝑐 =  ضرب کنیم، معادله ی جدیدی به دست می آید  𝑘2را در  𝑐و  𝑘را در  𝑏اگر   0
 .ریشه های معادله ی مفروض استبرابر  𝒌که ریشه هایش 

𝑥2برابر ریشه های معادله ی  9معادله ی درجه دومی که ریشه هایش : تست + 𝑥 − 3 =  باشد کدام است؟ 0

4 )𝑥2 − 13𝑥 + 5 = 0 3 )𝑥2 + 13𝑥 − 5 = 0   2 )5𝑥2 + 13𝑥 − 1 = 0   1 )−5𝑥2 + 13𝑥 + 1 = 0   

𝑘را در  𝑏کافی است : حل = 𝑘2را در  𝑐و  9 =  در این صورت معادله ی جدید به صورت. ضرب کنیم 81
  𝑥2 + 9𝑥 − 243 =  .می باشد 1بنابراین پاسخ صحیح گزینه ی . خواهد شد 0
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 ریشه ی معادله ی  Xریشه ی معادله ی اولیه باشد،  𝑥روش دیگر برای حل این گونه سوالات آن است که بگوییم اگر : نکته
 .سپس با جایگذاری در معادله ی قدیم، معادله ی جدید را به دست آوریم. جدید است

X: واحد بیش تر از ریشه های معادله ی اولیه باشد، در این صورت 𝑘مثلا اگر بخواهیم معادله ی جدید ریشه هایش  = 𝑥 + 𝑘 

𝑥و در نتیجه   = X − 𝑘  .  یعنی در معادله ی اولیه کافی است به جای𝑥   قرار دهیمX − 𝑘 و سپس معادله را ساده کنیم. 

2𝑥2دوم  واحد بزرگ تر از ریشه های معادله ی درجه  2معادله ی درجه دومی بنویسید که ریشه های آن : مثال − 5𝑥 + 3 = 0   
 .باشد

:حل  

X = 𝑥 + 2 ⇒ 𝑥 = X − 2 ⇒ 2 X − 2 2 − 5 X − 2 + 3 = 0 ⇒ 2 X2 − 4X + 4 − 5X + 10 + 3 = 0 

⇒ 2X2 − 8X + 8 − 5X + 13 = 0 ⇒ 2X2 − 13X + 21 = 0 ⇒ 2𝑥2 − 13𝑥 + 21 = 0 

2𝑥2معادله ی درجه دومی بنویسید که ریشه های آن مربع ریشه های معادله ی درجه دوم : مثال − 5𝑥 − 7 =  .باشد 0

:حل  

X = 𝑥2 ⇒ 𝑥 = X ⇒ 2 X
2
− 5 X − 7 = 0 ⇒ 2X − 5 X − 7 = 0 ⇒ 2X − 7 = 5 X 

وانت 2 هب  ساویت  رفینط 
2X − 7 2 = 5 X

2
⇒ 2X2 − 28X + 49 = 25X ⇒ 2X2 − 53X + 49 = 0 

⇒ 2𝑥2 − 53𝑥 + 49 = 0 
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𝑦تابع درجه دوم   = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 : 

 .عددی مثبت باشد آن گاه سهمی رو به بالا و دارای مینیمم  است  𝑎یعنی 𝑥2اگر ضریب . نام داردسهمی قائم نمودار این تابع 

 .استماکزیمم  و دارای پایین باشد آن گاه سهمی رو به منفی عددی   𝑎یعنی 𝑥2ضریب و اگر 

 𝑚𝑖𝑛 = راس سهمی = −
𝑏

2𝑎
,
∆

4𝑎
  𝑚𝑎𝑥 = راس سهمی = −

𝑏

2𝑎
,
∆

4𝑎
 

𝑎 > 0 𝑎 < 0 

𝑦کمترین مقدار تابع : مثال = 𝑓 𝑥 = 2𝑥2 − 3𝑥 +  .را به دست آورید 4

𝑥 = −
𝑏

2𝑎
⇒ 𝑥 = −

−3
2 4

=
3
8

طول نقطه ی مینیمم:    

عرض نقطه ی مینیمم:   𝑦 =
∆

4𝑎
=
𝑏2 − 4𝑎𝑐

4𝑎
=

−3 2 − 4 2 4
4 2

=
9 − 32

8
=

23
8

 

⇒ 𝑚𝑖𝑛 =
3
8
,
23
8
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𝑦اگر منحنی یک تابع  به صورت : نکته = 𝑎 𝑥 − 𝑥0 2 + 𝑦0   باشد، در این صورت مختصات راس سهمی که همان ماکزیمم 

,𝐒(𝑥0یا مینیمم است به صورت  𝑦0) اگر . می باشد𝑎 > 𝑎این نقطه مینیمم و اگر  0 <  .این نقطه ماکزیمم است 0
 



𝑦تبدیل تابع از فرم   = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐   به فرم𝑦 = 𝑎 𝑥 − 𝑥0 2 + 𝑦0: 

 نصف ( به کمک فاکتورگیری)به یک  𝑥2برای این کار از روش مربع کامل استفاده کرده به این صورت که بعد از تبدیل ضریب
 سپس با استفاده از تجزیه به کمک اتحاد مربع. به توان دو را به ضابطه ی تابع اضافه و از آن کم می کنیم 𝑥ضریب 

 .دو جمله ای تابع را به فرم مورد نظر تبدیل می کنیم

:مثال  

𝑦 = 𝑥2 + 2𝑥 − 2

𝑥 ضریب
2

2
=

2
2

2
=1
𝑦 = 𝑥2 + 2𝑥 − 2 + 1 − 1 = 𝑥2 + 2𝑥 + 1 − 1 − 2 

⇒ 𝑦 = 𝑥 + 1 2 − 3 

:مثال  

𝑦 = 2𝑥2 − 4𝑥 + 5 
زا 2 اکتورگیریف 

𝑦 = 2 𝑥2 − 2𝑥 +
5
2

𝑥 ضریب
2

2
=

−2
2

2
=1
𝑦 = 2 𝑥2 − 2𝑥 +

5
2
+ 1 − 1  

⇒ 𝑦 = 2 𝑥2 − 2𝑥 + 1 − 1 +
5
2

 ⇒ 𝑦 = 2 𝑥 − 1 2 +
3
2

 ⇒ 𝑦 = 2 𝑥 − 1 2 + 3 

𝑦مختصات راس منحنی : مثال = −2 𝑥 + 5 2  را به دست آورده و مشخص کنید این منحنی ماکزیمم دارد یا مینیمم؟ 3−

𝑎چون : حل = −2 <  بنابراین این منحنی دارای ماکزیمم است و مختصات راس منحنی که همان نقطه ی ماکزیمم می باشد 0

𝐒: عبارت است 𝑥0, 𝑦0 = −5, −3 

⇒ 𝐒 𝑥0, 𝑦0 = −1, −3  

⇒ 𝐒 𝑥0, 𝑦0 = 1, −3  13  



𝑦ماکزیمم تابع  1−اگر نقطه ای به طول : تست = 1 −𝑚 𝑥2 + 𝑚2 − 6 𝑥 +  :برابر است با 𝑚باشد  1

 

𝑎 < 0 ⇒ 1 −𝑚 < 0 ⇒ 𝑚 > 1

𝑥 = −
𝑏

2𝑎
⇒ −1 = −

𝑚2 − 6
2 1 −𝑚

 
⇒ 𝑚2 − 6 = 2 − 2𝑚 ⇒ 𝑚2 + 2𝑚 − 8 = 0 ⇒  

𝑚 = 2
𝑚 = −4 

𝑚چون  > 𝑚پس  1 =  .پاسخ صحیح می باشد 4بنابراین گزینه ی . قابل قبول است 2

4 )2 3 )1- 2 )4- 1 )3- 

:حل  

𝑥 .معادله ی تقارن در سهمی قائم                      می باشد: نکته = −
𝑏

2𝑎
 

𝑥معادله ی محور تقارن منحنی : تست + 𝑦 = 𝑥2 کدام است؟ 

𝑥 + 𝑦 = 𝑥2 ⇒ 𝑦 = 𝑥2 − 𝑥 

𝑥 = −
𝑏

2𝑎
𝑎=1,𝑏=−1

𝑥 = −
−1

2 1
⇒ 2𝑥 = 1 ⇒ 2𝑥 − 1 = 0 

4) 2𝑦 + 1 = 0 3) 2𝑥 − 1 = 0 2) 2𝑦 − 1 = 0 1 ) 2𝑥 + 1 = 0 

:حل  
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𝑦نمودار تابع  𝑚به ازای کدام مقدار : تست = 1 −𝑚 𝑥2 + 𝑥 +𝑚 −  از چهار ناحیه ی محورهای مختصات گذشته و  2
 دارای ماکزیمم است؟

4) −1 < 𝑚 < 2 3) 1 < 𝑚 < 2 2) 𝑚 > 2 1 ) 𝑚 < 1 

 .ها در واقع ریشه های معادله ی مربوط به این سهمی یکی مثبت و دیگری منفی است 𝑥با توجه به این نمودار محل برخورد با محور 

.در نتیجه حاصل ضرب ریشه ها منفی است  

 

𝑎 < 0 ⇒ 1 −𝑚 < 0 ⇒ 𝑚 > 1 Ι                     

حاصل ضرب ریشه ها < 0 ⇒
𝑐

𝑎
< 0 ⇒

𝑚 − 2
1 −𝑚

< 0
 

𝑚 

1 −𝑚 + − − 

𝑚 − 2 − − + 

− + − 

1 2 

:با توجه به جدول تعیین علامت جواب عبارت است از  

𝑚 < 𝑚 و 1 > 2 ΙΙ  
Ι ∩ ΙΙ

𝑚 > 2 

2بنابراین پاسخ صحیح گزینه ی 
 

.می باشد
 

𝑎پس  <  :و نمودار به صورت زیر  است 0
 .  چون سهمی از هر چهار ناحیه می گذرد، پس نمودار آن به صورت                     یا                        می باشد: حل

 اما چون دارای ماکزیمم است
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.ماکزیمم شوددو عدد را چنان بیابید که حاصل ضرب آن ها این . است 110حاصل جمع دو عدد برابر : مثال  

𝑥: داریم. می نامیم 𝑦و  𝑥دو عدد را : حل + 𝑦 = Pمی خواهیم حاصل ضرب آن ها یعنی  110 = 𝑥. 𝑦 ماکزیمم شود. 

𝑥 + 𝑦 = 110 ⇒ 𝑦 = 110 − 𝑥 ⇒ 𝐏 = 𝑥. 𝑦 = 𝑥 110 − 𝑥 = 110𝑥 − 𝑥2 = −𝑥2 + 110𝑥 

𝑎حاصل، یک تابع درجه دوم است و چون  = −1 <  : اما مختصات نقطه ی ماکزیمم. بنابراین دارای ماکزیمم می باشد 0

𝑥 = −
𝑏

2𝑎
= −

110
2 −1

= 55
𝑦=110−𝑥

𝑦 = 110 − 55 = 55 

.طول و عرض مستطیل را چنان بیابید که مساحت این مستطیل ماکزیمم شود. است 100محیط یک مستطیل برابر : مثال  

2 𝑥 + 𝑦 = 100 ⇒ 𝑥 + 𝑦 = 50 ⇒ 𝑦 = 50 − 𝑥 ⇒ 𝐒 = 𝑥. 𝑦 = 𝑥 50 − 𝑥 = 50𝑥 − 𝑥2 = −𝑥2 + 50𝑥 

𝑎حاصل، یک تابع درجه دوم است و چون  = −1 <  : اما مختصات نقطه ی ماکزیمم. بنابراین دارای ماکزیمم می باشد 0

⇒  
𝑥 = 55
𝑦 = 55 

محیط: داریم. می نامیم 𝑦و عرض آن را  𝑥طول مستطیل را : حل =  .می خواهیم مساحت آن ماکزیمم شود 100

𝑥 = −
𝑏

2𝑎
= −

50
2 −1

= 25
𝑦=50−𝑥

𝑦 = 50 − 25 = 25 ⇒  
𝑥 = 25
𝑦 = 25 
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:رسم منحنی درجه دوم  

:به کمک انتقال( الف  

𝑦در این روش ابتدا نمودار  = 𝑥2 سپس با توجه به مقداری که به . را رسم می کنیم𝑥  شود، هم چنیناضافه و یا از آن کم می 
 .مقداری که به خود تابع اضافه و یا از آن کم می شود، نمودار را در راستای افقی و یا عمودی انتقال می دهیم

𝑦نمودار تابع : مثال = 𝑥 + 1 2 +  .را به کمک انتقال رسم کنید 3

𝑦=𝑥2
 

𝑦= 𝑥+1 2
 

𝑦= 𝑥+1 2+3
 

:به کمک مختصات راس سهمی و نقطه یابی( ب  

𝑦اگر منحنی درجه دوم به صورت  = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  باشد برای رسم آن کافی است                 را به دست آورده، یک عدد 
 .را برای آن ها به دست آوریم 𝑦قبل و یک عدد بعد از آن را در جدول نوشته و مقادیر 

𝑥 = −
𝑏

2𝑎
 

𝑦اما در صورتی که منحنی درجه دوم به صورت  = 𝑎 𝑥 − 𝑥0 2 + 𝑦0  باشد، نقطه ی𝐒(𝑥0, 𝑦0)  را در نظر گرفته، سپس 
 .  را برای آن ها به دست می آوریم 𝑦را در جدول نوشته و مقادیر  𝑥0یک عدد قبل و یک عدد بعد از 
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.نمودار مربوط به هر تابع را رسم کنید: مثال  

1) 𝑦 = 3𝑥2 − 6𝑥 + 1 

𝑥 = −
𝑏

2𝑎
= −

−6
2 3

=
6
6
= 1 

𝑥 0 1 2 

𝑦 1 −2 1 

2) 𝑦 = 𝑥 − 1 𝑥 − 2  ⇒ 𝑦 = 𝑥2 − 3𝑥 + 2 

𝑥 = −
𝑏

2𝑎
= −

−3
2 1

=
3
2

 

𝑥 = :محور تقارن سهمی 1  

𝑥 1 
3
2

 2 

𝑦 0 −
1
4

 0 

𝑥 = −
3
2

:محور تقارن سهمی   

3) 𝑦 = 2 𝑥 − 1 2 − 3 

𝐒 𝑥0, 𝑦0 = 1, −3  

𝑥 0 1 2 

𝑦 −1 −3 −1 

3) 𝑦 = −3 𝑥 + 2 2 + 4 

𝐒 𝑥0, 𝑦0 = −2, 4  

𝑥 −3 −2 −1 

𝑦 1 4 1 
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𝑥 =  محور تقارن سهمی 1
𝑥 = P𝑚𝑖𝑛 محور تقارن سهمی 2− = راس سهمی = (1, −3) 

P𝑚𝑎𝑥 = راس سهمی = (−2, 4) 

.دست می آوریممی توانیم به محورهای مختصات را نیز نمودار با تلاقی مختصات نقاط رسم دقیق تر، برای : نکته  

𝑦نمودار تابع : مثال = −𝑥2 + 2𝑥 +  .را رسم کنید 3

𝑥 = −
𝑏

2𝑎
= −

2
2 −1

= −
2
−2

= 1 
𝑥 0 1 2 

𝑦 3 4 3 

𝑦 = 0 ⇒ −𝑥2 + 2𝑥 + 3 = 0 ⇒ 𝑥 = −1,  ها𝑥محل برخورد نمودار با محور :  3

− 

𝑥 = 0 ⇒ 𝑦 =  ها𝑦محل برخورد نمودار با محور :  3
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𝑥 = 0 ⇒ 𝑦 =
1
2

0 − 1 0 + 3 =
1
2
−1 3 =

−3
2

 

 ها𝑦محل برخورد نمودار با محور : 

𝑦روی نمودار تابع درجه دوم  Mو  Nاگر دو نقطه ی : نکته = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  دارای عرض های یکسان باشند، آن گاه طول 
 راس سهمی برابر است با نصف مجموع طول های آن دو نقطه و با جایگذاری طول راس سهمی در معادله ی سهمی می توانیم

 .عرض راس سهمی و در نتیجه مختصات راس سهمی را به دست آوریم

.سهمی به معادله ی                                       را رسم کنید: مثال  𝑦 =
1
2
𝑥 − 1 𝑥 + 3  

𝑦 = 0 ⇒
1
2
𝑥 − 1 𝑥 + 3 = 0 ⇒ 𝑥 = −3, 1 ⇒ −3,0 , 1,0  ها𝑥محل برخورد نمودار با محور :  

.بنابراین از نکته ی گفته شده استفاده می کنیم تا طول راس سهمی را به دست آوریم. دو نقطه ی بالا دارای عرض یکسان هستند  

𝑥راس سهمی =
−3 + 1

2
=
−2
2
= −1 ⇒ 𝑦راس سهمی =

1
2
−1 − 1 −1 + 3 =

1
2
−2 +2 = −2 

−  −  −  

𝑥راس سهمی =
𝑥N + 𝑥M

2
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:قدر مطلق  

𝑥 :نمایش می دهیم و داریم 𝑥یک عدد حقیقی باشد، قدر مطلق آن را به صورت  𝑥اگر  =  
𝑥  ; 𝑥 ≥ 0  

−𝑥  ; 𝑥 < 0
 

𝑥: این تعریف بیان می کند که اگر عبارت داخل قدرمطلق مقداری مثبت باشد، خود عبارت را می نویسیم یعنی = 𝑥 

𝑥: یعنی. در صورتی که عبارت داخل قدرمطلق مقداری منفی باشد، قرینه ی عبارت داخل قدرمطلق را می نویسیم = −𝑥 

1−اگر : مثال < 𝑥 < A، آن گاه حاصل عبارت   0 = 𝑥 + 1 − 2𝑥 − 3 + 𝑥 را به دست آورید. 

1−باید علامت عبارت های داخل قدرمطلق را در فاصله ی : حل < 𝑥 <  اگر علامت عبارات داخل قدرمطلق. تعیین کنیم 0

.به ازای  مثبت شود، خود عبارت را می نویسیم و اگر علامت عبارت داخل قدرمطلق منفی شد، قرینه ی عبارت را می نویسیم  

𝑥برای این کار می توانیم عددی دلخواه مثلا  = −
1
 .را در ذهن خود در نظر گرفته و علامت داخل قدرمطلق را مشخص کنیم 2

A = 𝑥 + 1 − 2𝑥 − 3 + 𝑥 = 𝑥 + 1 − − 2𝑥 − 3 + −𝑥 = 𝑥 + 1 + 2𝑥 − 3 − 𝑥 = 2𝑥 − 2 

 منفی است منفی است مثبت است
:خواص قدر مطلق  

1( 𝑥 ≥ 0 

2( −𝑥 = 𝑥  

3( 𝑥 = 𝑦 ⇒ 𝑥 = ±𝑦 

4( 𝑥 = 𝑎
𝑎≥0

𝑥 = ±𝑎 

5( 𝑥. 𝑦 = 𝑥 . 𝑦  

6( 𝑥 ≤ 𝑎
𝑎≥0

− 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ +𝑎 

7( 𝑥 ≥ 𝑎
𝑎≥0

𝑥 ≥ 𝑎 یا 𝑥 ≤ −𝑎 

8( 𝑥 + 𝑦 ≤ 𝑥 + 𝑦  

10( 
𝑥

𝑦
 =

𝑥  

𝑦  
 

9) 𝑥2𝑛2𝑛
= 𝑥  
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.معادلات و نامعادلات زیر را حل کنید: مثال  

1) 2𝑥 − 7 < 4 

اصیتخ 6
− 4 < 2𝑥 − 7 < 4 ⇒ −4 + 7 < 2𝑥 − 7 + 7 < 4 + 7 ⇒ 3 < 2𝑥 < 11 ⇒

3
2
< 𝑥 <

11
2

 

2) 3𝑥 + 5 ≥ 7 

اصیتخ 7
 

3𝑥 + 5 ≥ 7 ⇒ 3𝑥 ≥ 7 − 5 ⇒ 3𝑥 ≥ 2 ⇒ 𝑥 ≥
2
3
               

یا
3𝑥 + 5 ≤ −7 ⇒ 3𝑥 ≤ −7 − 5 ⇒ 3𝑥 ≤ −12 ⇒ 𝑥 ≤ −4

 

3) 3𝑥 − 9 = 𝑥 + 5  

اصیتخ 3
3𝑥 − 9 = ± 𝑥 + 5 ⇒  

3𝑥 − 9 = 𝑥 + 5 ⇒ 3𝑥 − 𝑥 = 5 + 9 ⇒ 2𝑥 = 14 ⇒ 𝑥 = 7    
3𝑥 − 9 = −𝑥 − 5 ⇒ 3𝑥 + 𝑥 = −5 + 9 ⇒ 4𝑥 = 4 ⇒ 𝑥 = 1

 

4) 5𝑥 − 3 = 9 

اصیتخ 4  
5𝑥 − 3 = ±9 ⇒  

5𝑥 − 3 = 9 ⇒ 5𝑥 = 9 + 3 ⇒ 5𝑥 = 12 ⇒ 𝑥 =
12
5

5𝑥 − 3 = −9 ⇒ 5𝑥 = −9 + 3 ⇒ 5𝑥 = −6 ⇒ 𝑥 =
−6
5

 

5) 𝑥 + 1 ≤ 𝑥 + 3  

وانت 2 هب  رفینط 
𝑥 + 1 2 ≤ 𝑥 + 3 2 ⇒ 𝑥2 + 2𝑥 + 1 ≤ 𝑥2 + 6𝑥 + 9 ⇒ 2𝑥 − 6𝑥 ≤ 9 − 1 ⇒ −4𝑥 ≤ 8 

⇒ 4𝑥 ≥ −8 ⇒ 𝑥 ≥ −2 22  



.معادلات قدرمطلقی زیر را حل کنید: مثال  

الف)  𝑥 − 2 = 4 

ب)  
4

2𝑥 + 6
= 2 

.معادلات قدرمطلقی زیر را حل کنیدنا: مثال  

الف)  3 − 5𝑥 < 8 

ب)  
2

3𝑥 + 1
>

1
2

 

اصیتخ 4  
𝑥 − 2 = ±4 ⇒  𝑥 − 2 = 4 ⇒ 𝑥 = 4 + 2 ⇒ 𝑥 = 6

اصیتخ 4
𝑥 = ±6         

𝑥 − 2 = −4 ⇒ 𝑥 = −4 + 2 ⇒ 𝑥 = −6 .ق.ق غ              
 

⇒
4

2 𝑥 + 3
= 2 ⇒

4
2 𝑥 + 3

= 2 ⇒
4

2 𝑥 + 3
= 2 

سطینو رفینط 
4 𝑥 + 3 = 4 

⇒ 𝑥 + 3 = 1
اصیتخ 4

𝑥 + 3 = ±1 ⇒  
𝑥 + 3 = 1 ⇒ 𝑥 = −2
𝑥 + 3 = −1 ⇒ 𝑥 = −4

 

اصیتخ 6
− 8 < 3 − 5𝑥 < 8 ⇒ −11 < −5𝑥 < 5

رب 5− قسیمت  امساوین  رفینط  −11
−5

>
−5𝑥
−5

>
5
−5

 

⇒
11
5
> 𝑥 > −1 ⇒ −1 < 𝑥 <

11
5

 

⇒
2

3𝑥 + 1
>

1
2
⇒

2
3𝑥 + 1

>
1
2

 
                                                             3𝑥 + 1

2
< 2 

⇒ 3𝑥 + 1 < 4 
اصیتخ 6

− 4 < 3𝑥 + 1 < 4 ⇒ −5 < 3𝑥 < 3 ⇒
−5
3
< 𝑥 <

3
3

 ⇒
−5
3
< 𝑥 < 1  

.طرفین نامساوی را معکوس می کنیم  

چون طرفین نامساوی مثبت است، جهت 
.نامساوی عوض می شود  
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𝑦تابع  : نکته = 𝑥 − 𝑎 + 𝑥 − 𝑏 برای رسم این تابع کافی است ریشه های داخل قدرمطلق را به. را در نظر بگیرید 

.آورده، سپس یک عدد قبل و یک عدد بعد از این اعداد را در نظر گرفته و در یک جدول می نویسیمدست   

.(که به آن نمودار گلدانی نیز گفته می شود: )نمودار این تابع به شکل زیر می باشد  

𝑦نمودار تابع : مثال = 𝑥 − 2 + 𝑥 +  .را رسم کنید 1

.ابتدا ریشه های عبارت های داخل قدرمطلق را به دست می آوریم: حل   
𝑥 − 2 = 0 ⇒ 𝑥 = 2 = 𝑎   
𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑥 = −1 = 𝑏

 

𝑥 −2 −1 0 1 2 3 

𝑦 5 3 3 3 3 5 

𝑎 − 𝑏 = 2 − −1 = 3 

𝑎 و برد آن   Rدامنه ی این تابع  . در این تابع خط                    محور تقارن است − 𝑏 ,+∞)    
 .می باشد

𝑥 =
𝑎 + 𝑏

2
 

,3 و برد آن   Rدامنه ی این تابع   .می باشد (∞+
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𝑦رسم نمودار توابع شامل قدرمطلق به کمک تابع  = 𝑥 و به روش انتقال: 

𝑦در این روش ابتدا نمودار  = 𝑥 سپس با توجه به مقداری که به . را رسم می کنیم𝑥  شود، هم چنیناضافه و یا از آن کم می 
 .مقداری که به خود تابع اضافه و یا از آن کم می شود، نمودار را در راستای افقی و یا عمودی انتقال می دهیم

𝑦ابتدا نمودار تابع : مثال = 𝑥  .را رسم کرده و سپس با استفاده از آن نمودار توابع زیر را رسم کنید  

1) 𝑦 = 2 − 𝑥 + 3  

2) 𝑦 = 𝑥 − 1 + 1 

3) 𝑦 = 2𝑥 − 3  

𝑦ابتدا نمودار  25 = 𝑥 − را رسم کرده سپس طول نقاط را در  3
1
 .ضرب می کنیم 2



𝑦رسم نمودار تابع   = 𝑓(𝑥) : 

𝑦ابتدا نمودار تابع  = 𝑓(𝑥)  را رسم کرده، سپس قسمت هایی از نمودار را که زیر محور𝑥  ها قرار دارد را حذف و نسبت به 
𝑦به این ترتیب نمودار . ها قرینه می کنیم 𝑥محور  = 𝑓(𝑥) به دست می آید. 

𝑦نمودار تابع : مثال = 𝑥2 −  .را رسم کنید 4

𝑦ابتدا نمودار : حل = 𝑥2 −  .را با استفاده از انتقال رسم می کنیم 4

 .ها قرینه می کنیم 𝑥ها قرار دارد، نسبت به محور  𝑥سپس قسمتی از نمودار را که زیر محور 

𝑦 = 𝑥2 𝑦 = 𝑥2 − 4 𝑦 = 𝑥2 − 4  
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𝑦نمودار : مثال = 𝑥3 را رسم کنید. 

𝑦ابتدا نمودار : حل = 𝑥3 را با استفاده از نقطه یابی رسم می کنیم. 

𝒙 −2 −1 0 1 2 

𝒚 −8 −1 0 1 8 

 .ها قرینه می کنیم 𝑥ها قرار دارد، نسبت به محور  𝑥سپس قسمتی از نمودار را که زیر محور 

𝑦 = 𝑥3 𝑦 = 𝑥3  

𝑦نمودار : مثال = 𝑠𝑖𝑛𝑥   0,2را در بازه ی𝜋 رسم کنید. 

𝒙 0 
𝜋

2
 𝜋 

3𝜋
2

 2π 

𝒚 0 1 0 −1 0 

𝑦ابتدا نمودار : حل = 𝑥3 را با استفاده از نقطه یابی رسم می کنیم. 
 .ها قرینه می کنیم 𝑥ها قرار دارد، نسبت به محور  𝑥سپس قسمتی از نمودار را که زیر محور 

𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥  
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:روش تبدیل تابع قدرمطلقی به یک تابع چند ضابطه ای و رسم آن  

سپس دامنه ی تابع . در این روش ابتدا عبارات درون قدر مطلق را برابر صفر قرار می دهیم تا ریشه های آن ها را به دست آوریم
.قدر مطلقی را به ازای ریشه های به دست آمده به قسمت های مختلفی تقسیم می کنیم  

 .، در هر قسمت، علامت عبارات درون قدرمطلق ها را مشخص کرده و آن گاه قدر مطلق را بر می داریم 𝑥با توجه به محدوده ی 

 .آن ها رسم می کنیم 𝑥در نهایت نمودار ضابطه های به دست آمده در هر قسمت را با توجه به محدوده ی 

𝑦به عنوان مثال برای رسم تابع  = 𝑥 + 𝑥 ابتدا ریشه ی عبارت درون قدر مطلق را به دست می آوریم .𝑥 = 0 

𝑦سپس دامنه ی تابع  = 𝑥 + 𝑥  کهR  می باشد را با توجه ریشه ی به دست آمده به دو قسمت𝑥 ≥ 𝑥و  0 <  تقسیم  0
 :می کنیم که در نهایت به تابع زیر می رسیم

𝑦 = 𝑥 + 𝑥 =  
𝑥 + 𝑥  ; 𝑥 ≥ 0

𝑥 − 𝑥 ; 𝑥 < 0
 =  

2𝑥 ; 𝑥 ≥ 0

0  ; 𝑥 < 0
 

𝑦تابع : مثال = 3 − 𝑥 +  .کنیدرا رسم آن نمودار سپس . بنویسید( بدون نماد قدرمطلق)به صورت یک تابع چند ضابطه ای را 1

𝑥ریشه ی عبارت درون قدرمطلق : حل = 𝑥دامنه ی تابع را به . است 1− ≥ 𝑥و  1− <  .تقسیم می کنیم 1−

𝑦 = 3 − 𝑥 + 1 =  
3 − 𝑥 + 1   ; 𝑥 ≥ −1     

3 − − 𝑥 + 1  ; 𝑥 < −1
 

=  
2 − 𝑥 ; 𝑥 ≥ −1

4 + 𝑥  ; 𝑥 < −1
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(:براکت)جزء صحیح   

 .است 𝑥، اولین عدد صحیح کوچک تر یا مساوی 𝑥جزء صحیح 

:برای محاسبه ی جزء صحیح یک عدد روش زیر را به کار می بندیم  

𝑥عددی صحیح باشد  𝑥اگر ( الف ∈ Z 3 :به عنوان مثال. ، جزء صحیح آن با خودش برابر است = 3 , −4 = −4 

𝑥عددی غیر صحیح باشد  𝑥اگر ( ب ∉ Z  ابتدا دقت می کنیم که عدد ،𝑥  قرار دارددو عدد صحیح متوالی ، بین کدام. 

 .استعدد صحیح کوچک تر برابر  𝑥پس از یافتن آن دو عدد، جزء صحیح 

:مثال  −9 < −8/2 < −8 ⇒ −8/2 = −9 3 < 3/6 < 4 ⇒ 3/6 = 3 

 :به صورت زیر تقسیم نمود 𝜶و جزء کسری یا اعشاری𝑥را به دو قسمت جزءصحیح  𝑥می توان هر عدد حقیقی : نکته

𝑥 = 𝑥 + 𝛼   ; 0 ≤ 𝛼 < 1 

:به عنوان مثال  

5/23 = 5 + 0/23 −3/7 = −4 + 0/3 

 29 جزء اعشاری جزء صحیح جزء اعشاری جزء صحیح



𝑦را به صورت  𝑥تابع جزء صحیح  = 𝑓 𝑥 = 𝑥 نشان می دهیم. 

:ویژگی های تابع جزء صحیح  

1) 𝑥 = 𝑛
𝑛∈𝑍

𝑛 ≤ 𝑥 < 𝑛 + 1 

2) 𝑥 ≤ 𝑥 < 𝑥 + 1 ⟺ 𝑥 − 𝑥 ≤ 𝑥 − 𝑥 < 𝑥 − 𝑥 + 1 ⟺ 0 ≤ 𝑥 − 𝑥 < 1 

3)𝑖𝑓 𝒌 ∈ 𝑍 ⇒ 𝑥 ± 𝑘 = 𝑥 ± 𝑘 ; 

:اثبات 𝑥برای هر   ∈ R داریم: 

𝑥 = 𝑛 ; 𝑛 ∈ 𝑍
یژگیو 1

𝑛 ≤ 𝑥 < 𝑛 + 1
𝑘∈𝑍 𝑘 لاوهع ی هب  رفینط 

𝑛 + 𝑘 ≤ 𝑥 + 𝑘 < 𝑛 + 𝑘 + 1 

𝑛+𝑘∈𝑍
𝑛 + 𝑘 = 𝑛 + 𝑘

𝑛= 𝑥
𝑥 + 𝑘 = 𝑥 + 𝑘 

4) 𝑥 + 𝑘 𝑥 = 𝑥 + 𝑘 𝑥  

 .، جزء صحیح آن را نسبت می دهد، تابع جزء صحیح نام دارد 𝑥تابعی که به هر عدد حقیقی 

:تابع جزء صحیح  

 .است  Zو برد آن  Rدامنه ی این تابع  

⟹  

𝑥 + 𝑥 = 𝑥 + 𝑥 = 2 𝑥

𝑥 − 𝑥 = 𝑥 − 𝑥 = 0      
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5) 𝑥 + −𝑥 =  
0        ; 𝑖𝑓 𝑥 ∈ 𝑍
−1     ; 𝑖𝑓 𝑥 ∉ 𝑍

 

6) −𝑥 =  
− 𝑥         ; 𝑥 ∈ 𝑍       

−1 − 𝑥       ; 𝑥 ∉ 𝑍
 

𝑥اگر : حالت اول ∈ Z : 

 .نیز عدد صحیح بوده و بنابراین جزء صحیح آن ها با خودشان برابر است 𝑥−عددی صحیح می باشد،  𝑥در این حالت چون 

 
𝑥 = 𝑥      

−𝑥 = −𝑥
 ⇒ 𝑥 + −𝑥 = 𝑥 + −𝑥 = 𝑥 − 𝑥 = 0 

𝑥اگر : حالت دوم ∉ Z : 

𝑛:  وجود دارد به طوری که 𝑛عددی صحیح نمی باشد، پس عدد صحیحی مانند  𝑥در این حالت چون  < 𝑥 < 𝑛 + 1 . 

𝑛 < 𝑥 < 𝑛 + 1⇒ 𝑥 = 𝑛 Ι :از طرفی    

𝑛 < 𝑥 < 𝑛 + 1
                                                                   

− 𝑛 > −𝑥 > −𝑛 − 1
ای
⇒− 𝑛 − 1 < −𝑥 < −𝑛 

.جهت نامساوی عوض می شود  

⇒ −𝑛 − 1 < −𝑥 < −𝑛 − 1 + 1 ⇒ −𝑥 = −𝑛 − 1 ΙΙ  

رد 1− ربض  رفینط   

Ι و ΙΙ
𝑥 + −𝑥 = 𝑛 + −𝑛 − 1 = −1 

:اثبات  
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𝑓اگر : مثال 𝑥 = −𝑥 + 4 + 𝑥 + 𝑥و  2 ∉ Z  باشد، نشان دهید𝑓 𝑥 = 5 . 

:حل  

𝑓 𝑥 = −𝑥 + 4 + 𝑥 + 2
2,4∈𝑍⇒4 یژگیو

𝑓 𝑥 = −𝑥 + 4 + 𝑥 + 2 ⇒ 𝑓 𝑥 = 𝑥 + −𝑥 + 6 

𝑥∉Z⇒ 𝑥 + −𝑥 =−1
𝑓 𝑥 = −1 + 6 ⇒ 𝑓 𝑥 = 5 

𝑓اگر : تمرین 𝑥 = 𝑥 + 2 + −𝑥  و𝑥 ∉ Z  باشد، نشان دهید𝑓 𝑥 = 1 . 

𝑛اگر : مثال ∈ N  4آن گاه با استفاده از نامساوی های𝑛2 < 4𝑛2 + 2𝑛 + 1 < 4𝑛2 + 4𝑛 +  :نشان دهید 1

4𝑛2 + 2𝑛 + 1 = 2𝑛 

:با توجه به نامساوی داده شده داریم: حل  

4𝑛2 < 4𝑛2 + 2𝑛 + 1 < 4𝑛2 + 4𝑛 + 1 ⇒ 2𝑛 2 < 4𝑛2 + 2𝑛 + 1 < 2𝑛 2 + 2 2𝑛 1 + 12 

 اتحاد مربع مجوع دو جمله
امساوین رفینط  زا  ذرج 

2𝑛 2 < 4𝑛2 + 2𝑛 + 1 < 2𝑛 + 1 2 ⇒ 2𝑛 2 < 4𝑛2 + 2𝑛 + 1 < 2𝑛 + 1 2 

⇒ 2𝑛 < 4𝑛2 + 2𝑛 + 1 < 2𝑛 + 1
2𝑛∈𝑍

4𝑛2 + 2𝑛 + 1 = 2𝑛 
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.معادلات زیر را حل کنید: مثال  

𝑥 )الف − 1 = 6 

𝑥 − 1 = 6
حیحص زءج  یژگیو 3 

𝑥 − 1 = 6 ⇒ 𝑥 = 7
حیحص زءج  یژگیو 1 

7 ≤ 𝑥 < 8 

3𝑥 )ب − 1 = 1 

3𝑥 − 1 = 1
حیحص زءج  یژگیو 1 

1 ≤ 3𝑥 − 1 < 2
علاوهب ی 1 امساوین  رفینط 

1 + 1 ≤ 3𝑥 − 1 + 1 < 2 + 1 

𝑥 )ج + 3 𝑥 = 8 

⇒ 2 ≤ 3𝑥 < 3
رب 3 قسیمت  امساوین  رفینط  2

3
≤ 𝑥 < 1 

𝑥 + 3 𝑥 = 8
یژگیو 4 تیجهن 

𝑥 + 3 𝑥 = 8 ⇒ 4 𝑥 = 8 ⇒ 𝑥 = 2
حیحص زءج  یژگیو 1 

2 ≤ 𝑥 < 3 

1 )د − 2𝑥 = −5 

1 − 2𝑥 = −5
حیحص زءج  یژگیو 1 

− 5 ≤ 1 − 2𝑥 < −4
علاوهب ی 1 امساوین  رفینط 

− 5 − 1 ≤ 1 − 2𝑥 − 1 < −4 − 1 

⇒ −6 ≤ −2𝑥 < −5
رب 2− قسیمت  امساوین  رفینط  −6

−2
≥
−2𝑥
−2

<
−5
−2

⇒ 2/5 < 𝑥 ≤ .جهت نامساوی عوض می شود 3  
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𝑦نمودار تابع : مثال = 𝑥  2− را در بازه ی,  .رسم کنید  2

بازه ی داده شده را به تعدادی زیر بازه به صورت زیر تقسیم می کنیم به طوری که ابتدا و انتهای هر زیربازه دو عدد صحیح : حل  
.متوالی باشند  

 −2, −1) ⇒ 𝑥 = −2
ابعت ابطهض ی  رد  ایگذاریج 

𝑦 = −2 ⇒ −2 ≤ 𝑥 < −1 
⇒ 𝑦 = −2 

 −1, 0) ⇒ 𝑥 = −1
ابعت ابطهض ی  رد  ایگذاریج 

𝑦 = −1 ⇒ −1 ≤ 𝑥 < 0 
⇒ 𝑦 = −1 

 0, 1) ⇒ 𝑥 = 0
ابعت ابطهض ی  رد  ایگذاریج 

𝑦 = 0 ⇒ 0 ≤ 𝑥 < 1 ⇒ 𝑦 = 0 

 1, 2) ⇒ 𝑥 = 1
ابعت ابطهض ی  رد  ایگذاریج 

𝑦 = 1 ⇒ 1 ≤ 𝑥 < 2 ⇒ 𝑦 = 1 

𝑥 = 2 ⇒ 𝑦 = 2 

𝑦نمودار تابع : مثال = 𝑥 − 𝑥 را رسم کنید. 

 برای رسم نمودار این تابع، مجموعه ی اعداد حقیقی را به زیربازه هایی تقسیم می کنیم که ابتدا و انتهای بازه ها اعداد صحیح: حل

,𝑛 به عنوان مثال در بازه ی فرضی . متوالی باشند 𝑛 + 𝑥داریم  (1 = 𝑛  و در نتیجه ضابطه ی تابع به شکل𝑦 = 𝑥 + 𝑛  در 
,𝑛 بازه ی با استفاده از نقطه یابی در را ( یک خط می باشدکه )تابع آید و کافی است نمودار این می  𝑛 +  .رسم کنیم (1

−2 ≤ 𝑥 < −1 ⇒ 𝑥 = −2
ابعت ابطهض ی  رد  ایگذاریج 

𝑦 = 𝑥 − −2 ⇒ 𝑦 = 𝑥 + 2 

⋮ ⋮ 
𝑥 −2 −1 

𝑦 0 1 
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−1 ≤ 𝑥 < 0 ⇒ 𝑥 = −1
ابعت ابطهض ی  رد  ایگذاریج 

𝑦 = 𝑥 − −1 ⇒ 𝑦 = 𝑥 + 1 
𝑥 −1 0 

𝑦 0 1 

0 ≤ 𝑥 < 1 ⇒ 𝑥 = 0
ابعت ابطهض ی  رد  ایگذاریج 

𝑦 = 𝑥 − 0 ⇒ 𝑦 = 𝑥 
𝑥 0 1 

𝑦 0 1 

1 ≤ 𝑥 < 2 ⇒ 𝑥 = 1
ابعت ابطهض ی  رد  ایگذاریج 

𝑦 = 𝑥 − +1 ⇒ 𝑦 = 𝑥 − 1 
𝑥 1 2 

𝑦 0 1 

⋮ ⋮ 

,𝑛 چون در هر زیر بازه ی : نکته 𝑛 + 𝑥 ، انتهای زیربازه یعنی  (1 = 𝑛 +   متعلق به آن زیربازه نمی باشد، لذا هنگام رسم،  1
 .نقاط انتهایی در هر زیربازه را توخالی رسم کرده ایم

ودش یم  کرارت  مودارن   
 

ودش یم  کرارت  مودارن 
 ⋯ ⋯ 

دقت کنید که شیب تمام خطوط برابر با یک می . حال خطوط به دست آمده را در زیربازه های مربوط به خودشان، رسم می کنیم
.پس تمامی خطوط با هم موازی هستند. باشد  
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𝑓 .رسم کنید 6,6−نمودار تابع                       را در بازه ی : مثال 𝑥 =
𝑥

3
 

.را تشکیل می دهیمدرون جزء صحیح ، عبارت بازه ی داده شدهدر این گونه موارد با توجه به : حل  

−6 ≤ 𝑥 ≤ 6
رب 3 قسیمت  امساوین  رفینط 

− 2 ≤
𝑥

3
≤ 2 

حال باید بازه ی به دست آمده را به چند زیربازه تقسیم می کنیم به طوری که تابع                    بین دو عدد صحیح متوالی قرار 
 .گیرد

𝑓 𝑥 =
𝑥

3
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−2 ≤
𝑥

3
< −1 ⇒

𝑥

3
= −2 ; −6 ≤ 𝑥 < −3 ⇒ 𝑦 = −2  

−1 ≤
𝑥

3
< 0 ⇒

𝑥

3
= −1 ; −3 ≤ 𝑥 < 0 ⇒ 𝑦 = −1  

0 ≤
𝑥

3
< 1 ⇒

𝑥

3
= 0 ; 0 ≤ 𝑥 < 3 ⇒ 𝑦 = 0  

1 ≤
𝑥

3
< 2 ⇒

𝑥

3
= 1 ; 3 ≤ 𝑥 < 6 ⇒ 𝑦 = 1  

𝑥

3
= 2 ⇒

𝑥

3
= 2 ; 𝑥 = 6 ⇒ 𝑦 = 2  

 



𝑦رسم نمودار  = 𝑓(𝑥)  : 

 .را رسم می کنیم 𝑓(𝑥)تابع درون جزء صحیح : مرحله ی اول

…خطوط افقی : مرحله ی دوم , 𝑦 = −2, 𝑦 = −1, 𝑦 = 0, 𝑦 = 1, 𝑦 = 2,  را رسم کرده، جاهایی که این خطوط با  …
 .در نظر می گیریم توپربرخورد دارند را نقاط  𝑓(𝑥)نمودار تابع 

𝑛و  𝑛بین دو عدد صحیح متوالی  𝑓(𝑥)با توجه به اینکه اگر : مرحله ی سوم + 1   
𝑓(𝑥): قرار گیرد آن گاه داریم = 𝑛  

 که بین دو خط 𝑓(𝑥)مطابق شکل، قسمت هایی از نمودار   𝑓(𝑥)هنگام رسم 
  𝑦 = 𝑛  و𝑦 = 𝑛 +  قرار می گیرند را حذف کرده و به جای آن تصویر  1

𝑦را روی خط پایینی   𝑓(𝑥)نمودار  = 𝑛 رسم می کنیم. 

 .در نظر می گیریمتوخالی  به صورت نقاطخط پایینی هم چنین تصویر این نقاط توپر را روی 

𝑦نمودار تابع : مثال = 𝑠𝑖𝑛𝑥 را رسم کنید. 
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𝑦نمودار تابع : مثال = 2𝑥 را رسم کنید. 

𝑦نمودار تابع : مثال = 𝑥2 را رسم کنید. 
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 توابع صعودی و نزولی

𝑓اگر به نمودار تابع  𝑥 = 𝑥2  توجه کنید، دیده می شود که 
,0 روی بازه ی   . نیز افزایش می یابند 𝑓(𝑥)مقادیر  𝑥با افزایش مقادیر (∞+

 .است صعوددر این حالت گوییم تابع در حال 

,∞−)بازه را روی اما اگر این تابع   نگاه کنیم، می بینیم که    0
 . کاهش می یابد 𝑓(𝑥)مقادیر  𝑥با افزایش مقادیر 

 .است نزولدر این حالت گوییم تابع در حال 

 تعریف

 صعودی Dدر بازه ی  𝑓باشد، گوییم  𝒇بازه ای در دامنه ی تابع  𝐃به طور کلی، اگر 
,𝑥1است هرگاه برای هر    𝑥2 ∈ D داشته باشیم: 

𝑥1 < 𝑥2 ⇒ 𝑓(𝑥1) ≤ 𝑓(𝑥2) 

,𝑥1است هرگاه برای هر نزولی  Dدر بازه ی  𝑓و گوییم  𝑥2 ∈ D داشته باشیم: 

𝑥1 < 𝑥2 ⇒ 𝑓(𝑥2) ≤ 𝑓(𝑥1) 

.هم نزولیثابت هم صعودی محسوب می شوند توابع  :نکته  
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:توابع اکیدا صعودی  

.می نامنداکیدا صعودی توابع یک به یک و صعودی را توابع   

,𝑥1هر صعودی است اگر و فقط اگر برای اکیدا  Dروی بازه 𝑓 یک تابع  𝑥2 ∈ D داشته باشیم: 

𝑥1 < 𝑥2 ⇒ 𝑓 𝑥1 < 𝑓(𝑥2) 

.می نامنداکیدا نزولی را توابع نزولی یک به یک و هم چنین توابع   

,𝑥1هر است اگر و فقط اگر برای اکیدا نزولی  Dروی بازه 𝑓 یک تابع  𝑥2 ∈ D داشته باشیم: 

𝑥1 < 𝑥2 ⇒ 𝑓 𝑥2 < 𝑓(𝑥1) 

:توابع اکیدا نزولی  

𝑓با رسم نمودار تابع  : مثال 𝑥 = 𝑥2  دیده می شود که این تابع روی بازه ی(−∞, ,0 اکیدا نزولی و روی   0 +∞)  
 .اکیدا صعودی است

,∞−نمودار تابع                  نشان می دهد که این تابع روی بازه های : مثال ,0و  0 +∞  

Rاما روی.  اکیدا نزولی است −  .نه صعودی و نه نزولی است 0

𝑓 𝑥 =
1
𝑥

 

𝑦نمودار تابع : مثال = 𝑠𝑖𝑛𝑥  نشان می دهد که این تابع روی بازه ی−
𝜋

2 ,
𝜋

2  

اکیدا صعودی و روی بازه ی 
𝜋

2 ,
3𝜋
 .اکیدا نزولی است 2

−
𝜋

2
 

𝜋

2
 

3𝜋
2
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𝑦نمودار تابع : مثال = 𝑥2 −  را رسم کرده و مشخص کنید در چه بازه ای تابع صعودی و در چه بازه ای تابع نزولی است؟ 1

:حل  

,0 و   1−,∞−)با توجه به نمودار، تابع در بازه های   اکیدا نزولی  1
,1− و در بازه های  ,1 و   0  .اکیدا صعودی است (∞+

.البته این تابع به طور کلی نه صعودی است و نه نزولی  
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:ترکیب توابع  

𝑓(gبه  𝑓تحت اثر تابع   g(𝑥)تبدیل شود و g(𝑥)به  gتحت اثر تابع  𝑥اگر  𝑥  تبدیل شود، آن گاه تابعی وجود دارد که  (
𝑓(gرا به   𝑥مستقیما  𝑥  .می نامیم 𝑓𝑜gاین تابع را  . تبدیل می کند (

𝑥 g(𝑥) 𝑓(g 𝑥 ) 

g 𝑓 

𝑓𝑜g 
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 قرار گیرد، آن گاه 𝑓در دامنه ی  g(𝑥)مقدار  gدر دامنه ی  𝑥به گونه ای باشند که برای هر  𝑓و  gبه طور کلی اگر دو تابع 

𝑓(gمی توانیم مقدار  𝑥  .نشان دهیم 𝑓𝑜gرا محاسبه کنیم و تابع جدیدی بسازیم و آن را با   (

𝑥خواهد بود و برای هر  gزیرمجموعه ی دامنه ی  𝑓𝑜gدر این صورت دامنه ی  ∈ Dg داریم: 𝑓𝑜g 𝑥 = 𝑓(g 𝑥 ) 

𝑓اگر : مثال = 2,1 , 6,3 , 5, − 2 , gو  11,7 = 0,1 , −1,2 , 11,5 ,  .را بیابید 𝑓𝑜g،آنگاه  9,6

:حل  
 
Rg = 1,2,5,6   

D𝑓 = 2,6,5,11
 

D𝑓𝑜g: می دانیم ⊆ Dg . 

𝑥 = −1 ⇒ 𝑓𝑜g −1 = 𝑓 g −1 = 𝑓 2 = 1 ⇒ −1,1 ∈ 𝑓𝑜g 

𝑥 = 0 ⇒ 𝑓𝑜g 0 = 𝑓 g 0 = 𝑓 1 =  تعریف نشده

𝑥 = 11 ⇒ 𝑓𝑜g 11 = 𝑓 g 11 = 𝑓 5 = −2 ⇒ 11, −2 ∈ 𝑓𝑜g 

𝑥 = 9 ⇒ 𝑓𝑜g 9 = 𝑓 g 9 = 𝑓 6 = 3 ⇒ 9, 3 ∈ 𝑓𝑜g 

⇒ 𝑓𝑜g =  −1,1 , 11,−2 , 9,3  



𝑓اگر : مثال 𝑥 = 2𝑥 − 𝑓og(𝑥)و  1 = 𝑥3  آن گاه تابعg 𝑥 را به دست آورید. 

:حل  

 
𝑓og(𝑥) = 𝑥3 ⇒ 𝑓(g 𝑥 = 𝑥3                  

𝑓 𝑥 = 2𝑥 − 1 ⇒ 𝑓 g 𝑥 = 2g 𝑥 − 1
 ⇒ 2g 𝑥 − 1=𝑥3 ⇒ 2g 𝑥 = 𝑥3 + 1 ⇒ g 𝑥 =

𝑥3 + 1
2
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𝑓اگر : مثال 𝑥 = 2𝑥 − gو  3 𝑥 = 𝑥2 +  .را به دست آورید g𝑜𝑓و  𝑓𝑜gآن گاه توابع  5

:حل  

𝑓𝑜g 𝑥 = 𝑓 g 𝑥 = 𝑓 𝑥2 + 5 = 2 𝑥2 + 5 − 3 = 2𝑥2 + 10 − 3 ⇒ 𝑓𝑜g 𝑥 = 2𝑥2 + 7 

g𝑜𝑓 𝑥 = g 𝑓 𝑥 = g 2𝑥 − 3 = 2𝑥 − 3 2 + 5 = 4𝑥2 − 12𝑥 + 9 + 5 

⇒ g𝑜𝑓 𝑥 = 4𝑥2 − 12𝑥 + 14 

D𝑓 = R, Rg = R ⇒ D𝑓 ∩ Rg ≠ ∅ ⇒  𝑓𝑜g وجود دارد

Dg = R, R𝑓 = R ⇒ Dg ∩ R𝑓 ≠ ∅ ⇒  g𝑜𝑓 وجود دارد

𝑓برای توابع : مثال 𝑥 = 3𝑥2 + 𝑘،                           و  2 𝑥 = 3𝑥 + g .ترکیب توابع زیر را حساب کنید 1 𝑥 =
2

𝑥 − 1
 

الف)  𝑓𝑜g(𝑥) (ب  𝑓𝑜g𝑜𝑘(𝑥) 
:حل  

الف)  𝑓𝑜g 𝑥 = 𝑓(g 𝑥 )
g 𝑥 =

2
𝑥−1         

 𝑓
2

𝑥 − 1

𝑓 𝑥 رد  𝑥 ایج هب    2
𝑥−1جایگذاری      

     3
2

𝑥 − 1

2
+ 2 

⇒𝑓𝑜g 𝑥 =
12

𝑥 − 1 2 + 2 
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ب)  𝑓𝑜g𝑜𝑘 𝑥 = 𝑓(g 𝑘 𝑥 ) 
𝑘 𝑥 =3𝑥+1     

 𝑓(g 3𝑥 + 1 ) 
g 𝑥 رد  𝑥 ایج هب   3𝑥+1جایگذاری      

     𝑓(
2

3𝑥 + 1 − 1
) 

= 𝑓(
2

3𝑥
)
𝑓 𝑥 رد  𝑥 ایج هب  2

3𝑥
     جایگذاری 

 3
2

3𝑥
2
+ 2 = 3 ×

22

3𝑥 2 + 3 =
12

32𝑥 + 2 = 12 × 32𝑥 + 2 

:دامنه ی توابع مرکب  

D𝑓𝑜g = 𝑥 ∈ Dg g(𝑥) ∈ D𝑓  Dg𝑜𝑓 = 𝑥 ∈ D𝑓 𝑓(𝑥) ∈ Dg  D𝑓𝑜𝑓 = 𝑥 ∈ D𝑓 𝑓(𝑥) ∈ D𝑓  

𝑓برای دو تابع : مثال 𝑥 = 𝑥 − gو  1 𝑥 = 𝑥  دامنه ی توابع𝑓𝑜g  وg𝑜𝑓 را محاسبه کنید. 

:حل D𝑓می دانیم   = R  وDg =  0,  :در این صورت طبق تعریف داریم.  (∞+

D𝑓𝑜g = 𝑥 ∈ Dg g(𝑥) ∈ D𝑓 = 𝑥 ∈  0, +∞) 𝑥 ∈ R = 𝑥 ∈  0, +∞) ∩ 𝑥 ∈  0, +∞)  

=  0, +∞) 

Dg𝑜𝑓 = 𝑥 ∈ D𝑓 𝑓(𝑥) ∈ Dg = 𝑥 ∈ R 𝑥 − 1 ∈  0, +∞) = 𝑥 ∈ R 𝑥 − 1 ≥ 0 = 𝑥 ∈ R ∩ 𝑥 ≥ 1  

= 𝑥 ≥ 1 =  1, +∞) 

𝑓اگر : تمرین 𝑥 = 3𝑥 + gو  1 𝑥 = 1 − 𝑥  آن گاه دامنه ی تابعg𝑜𝑓 را به دست آورده و آن را محاسبه کنید. 

𝑓اگر : تمرین 𝑥 = 1 − 𝑥  آن گاه دامنه ی تابع𝑓𝑜𝑓 را به دست آورده و آن را محاسبه کنید. 

 



𝑂𝑛𝑒تابع یک به یک  − 𝑇𝑜 − 𝑂𝑛𝑒 : 

𝑦تابع  = 𝑓(𝑥)  را یک به یک می گوییم هرگاه برای هر𝑥1, 𝑥2 ∈ D𝑓  از𝑓 𝑥1 = 𝑓(𝑥2) بتوان نتیجه گرفت :𝑥1 = 𝑥2 

:به بیان دیگر  ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ D𝑓; 𝑓 𝑥1 = 𝑓 𝑥2 ⇒ 𝑥1 = 𝑥2 

𝑓یک به یک بودن تابع : مثال 𝑥 = 𝑥3 +  .را بررسی کنید 4

:حل  

𝑓 𝑥1 = 𝑓 𝑥2 ⇒ 𝑥13 + 4 = 𝑥23 + 4 ⇒ 𝑥13 = 𝑥23 ⇒ 𝑥133
= 𝑥233

⇒ 𝑥1 = 𝑥2 

𝑓 𝑥1 = 𝑥13 + 4 𝑓 𝑥2 = 𝑥23 + 4 

:حل  

𝑓 𝑥1 = 𝑓 𝑥2 ⇒
1
𝑥1

=
1
𝑥2

⇒ 𝑥1 = 𝑥2 

𝑓 𝑥1 =
1
𝑥1

 𝑓 𝑥2 =
1
𝑥2

 

𝑓 .یک به یک بودن تابع                     بررسی کنید: مثال 𝑥 =
1
𝑥

 

𝑓از تساوی  𝑥1 = 𝑓 𝑥2 نتیجه گرفتیم :𝑥1 = 𝑥2  بنابراین تابع بالا در دامنه اشR −  .یک به یک می باشد 0

𝑓از تساوی  𝑥1 = 𝑓 𝑥2 نتیجه گرفتیم :𝑥1 = 𝑥2  بنابراین تابع بالا در دامنه اشR یک به یک می باشد. 
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𝑦یک به یک بودن تابع : مثال = 𝑓 𝑥 = 2𝑥2 −  .را بررسی کنید 5

:حل  

𝑓 𝑥1 = 𝑓 𝑥2 ⇒ 2𝑥12 − 5 = 2𝑥12 − 5 ⇒ 2𝑥12 = 2𝑥22 ⇒ 𝑥12 = 𝑥22 ⇒ 𝑥12 = 𝑥22 ⇒ 

𝑥1 = 𝑥2 ⇒ 𝑥1 = ±𝑥2 

𝑓 𝑥1 = 2𝑥12 − 5 𝑓 𝑥2 = 2𝑥22 − 5 

(:تابع معکوس)تابع وارون   

 :وجود داشته باشد به طوری که 𝑓ی منحصر بفرد در دامنه ی تابع  𝑓  ،𝑥در برد تابع  𝑦دارای تابع وارون است اگر برای هر  𝑓تابع 

𝑓 𝑥 = 𝑦  به عبارت دیگر تابع𝑓 دارای تابع وارون است اگر یک به یک باشد. 

(:تابع معکوس)روش به دست آوردن تابع وارون   

طرفین وسطین، ضرب : پس از آن با استفاده از عملیات ریاضی مانند. برای این کار ابتدا یک به یک بودن تابع را ثابت می کنیم
و در . به دست می آوریم 𝑦را برحسب  𝑥...  پرانتزها، ساده کردن عبارت های جبری، ریشه گیری، توان رسانی، فاکتورگیری و 

 .را با هم عوض می کنیم 𝑦و  𝑥آخر جای 

𝑓از تساوی  𝑥1 = 𝑓 𝑥2 نتیجه گرفتیم :𝑥1 = ±𝑥2  بنابراین تابع بالا در دامنه اشR یک به یک نیست. 

𝑦تابع وارون تابع : مثال = 𝑓 𝑥 = 2𝑥 −  .را به دست آورید 4
:حل :بررسی یک به یک بودن   𝑓 𝑥1 = 𝑓 𝑥2 ⇒ 2𝑥1 − 4 = 2𝑥2 − 4 ⇒ 2𝑥1 = 2𝑥2 ⇒ 𝑥1 = 𝑥2 

:به دست آوردن تابع معکوس  

𝑓از تساوی  𝑥1 = 𝑓 𝑥2 نتیجه گرفتیم :𝑥1 = 𝑥2  بنابراین تابع بالا در دامنه اشR یک به یک می باشد. 

𝑦 = 2𝑥 − 4 ⇒ 2𝑥 = 𝑦 + 4 ⇒ 𝑥 =
1
2
𝑦 + 4  

𝑦 و 𝑥 ایج عویضت 
𝑦 =

1
2
𝑥 + 4 ⇒ 𝑓−1(𝑥) =

1
2
𝑥 + 4  
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𝑦 .تابع وارون تابع                                   را به دست آورید: مثال = 𝑓 𝑥 =
2𝑥 + 1
𝑥 − 1

 

:حل :بررسی یک به یک بودن   

𝑓 𝑥1 = 𝑓 𝑥2 ⇒
2𝑥1 + 1
𝑥1 − 1

=
2𝑥2 + 1
𝑥2 − 1

⇒ 2𝑥1 + 1 𝑥2 − 1 = 2𝑥2 + 1 𝑥1 − 1  

⇒ 2𝑥1𝑥2 − 2𝑥1 + 𝑥2 − 1 = 2𝑥1𝑥2 − 2𝑥2 + 𝑥1 − 1 ⇒ −2𝑥1 − 𝑥1 = −2𝑥2 − 𝑥2 ⇒ −3𝑥1 = −3𝑥2 

⇒ 𝑥1 = 𝑥2 

𝑓از تساوی  𝑥1 = 𝑓 𝑥2 نتیجه گرفتیم :𝑥1 = 𝑥2  بنابراین تابع بالا در دامنه اشR −  .یک به یک می باشد 1

:به دست آوردن تابع معکوس  

𝑦 =
2𝑥 + 1
𝑥 − 1

⇒ 𝑦 𝑥 − 1 = 2𝑥 + 1 ⇒ 𝑦𝑥 − 𝑦 = 2𝑥 + 1 ⇒ 𝑦𝑥 − 2𝑥 = 1 + 𝑦 

اکتورگیریف
𝑥 𝑦 − 2 = 1 + 𝑦 ⇒ 𝑥 =

𝑦 + 1
𝑦 − 2

 
𝑦 و 𝑥 ایج عویضت 

 𝑦 =
𝑥 + 1
𝑥 − 2

⇒ 𝑓−1 𝑥 =
𝑥 + 1
𝑥 − 2

 

𝑦 .تابع وارون تابع                             را به دست آورید: مثال = 𝑓 𝑥 =
1

𝑥3 

:حل :بررسی یک به یک بودن   𝑓 𝑥1 = 𝑓 𝑥2 ⇒
1

𝑥13 =
1

𝑥23 ⇒ 𝑥1 = 𝑥2 

𝑦 =
1

𝑥3 ⇒ 𝑥3 =
1
𝑦
⇒ 𝑥33

=
1
𝑦

3
⇒ 𝑥 =

1

𝑦3
𝑦 و 𝑥 ایج عویضت 

𝑦 =
1

𝑥3 ⇒ 𝑓−1(𝑥) =
1

𝑥3  

:به دست آوردن تابع معکوس  

𝑓از تساوی  𝑥1 = 𝑓 𝑥2 نتیجه گرفتیم :𝑥1 = 𝑥2  بنابراین تابع بالا در دامنه اشR −  .یک به یک می باشد 0
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. وارون پذیری تابع چندضابطه ای زیر را بررسی کرده و تابع وارون آن را به دست آورید: مثال  

𝑦 = 𝑓 𝑥 =  
2 + 𝑥2 ; 𝑥 ≥ 0

−𝑥2 + 1 ; 𝑥 < 0
 

:حل :بررسی یک به یک بودن   

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0; 𝑓 𝑥1 = 𝑓 𝑥1 ⇒ 2 + 𝑥12 = 2 + 𝑥22 ⇒ 𝑥12 = 𝑥22 یریگ یشهر 
𝑥12 = 𝑥22 ⇒ 

𝑥1 = 𝑥2
𝑥1,𝑥2≥0

𝑥1 = 𝑥2 

𝑥1, 𝑥2 < 0; 𝑓 𝑥1 = 𝑓 𝑥1 ⇒ −𝑥12 + 1 = −𝑥22 + 1 ⇒ −𝑥12= −𝑥22⇒ 𝑥12 = 𝑥22 یریگ یشهر 
 

𝑥12 = 𝑥22 ⇒ 𝑥1 = 𝑥2
𝑥1,𝑥2<0

−𝑥1= −𝑥2⇒ 𝑥1 = 𝑥2 

:به دست آوردن تابع معکوس  

𝑓از تساوی  𝑥1 = 𝑓 𝑥2 نتیجه گرفتیم :𝑥1 = 𝑥2 بنابراین تابع چندضابطه ای بالا در دامنه هایش یک به یک می باشد. 

𝑦 = 2 + 𝑥2 𝑥≥0
𝑦 − 2 = 𝑥2 یریگ یشهر 

𝑥2 = 𝑦 − 2 ⇒ 𝑥 = 𝑦 − 2
𝑥≥0⇒ 𝑥 =𝑥

𝑥 = 𝑦 − 2  
𝑦 و 𝑥 ایج عویضت 

𝑦 = 𝑥 − 2                                                                                                                         

𝑦 = −𝑥2 + 1
𝑥<0

𝑦 − 1 = 𝑥2 یریگ یشهر 
𝑥2 = 𝑦 − 1 ⇒ 𝑥 = 𝑦 − 1

𝑥<0⇒ 𝑥 =−𝑥
− 𝑥 = 𝑦 − 1                      

⇒ 𝑥 = − 𝑦 − 1
𝑦 و 𝑥 ایج عویضت 

𝑦 = − 𝑥 − 1                                                                                                                         
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 ، نیازمند دامنه ی هر یک از  𝑓حال برای نوشتن تابع وارون تابع . تا اینجا توانستیم ضابطه های تابع وارون را به دست آوریم
 .ضابطه های حساب شده نیز هستیم

 پس برد هر یک از ضابطه های  را به دست آورده و آن ها را به عنوان دامنه ی . است 𝑓می دانیم دامنه ی تابع وارون برابر برد تابع 
 .تابع وارون در نظر می گیریم

𝑥 ≥ 0 ⇒ 𝑥2 ≥ 0 ⇒ 2 + 𝑥2 ≥ 2 ⇒ 𝑦 ≥ 2 

𝑥 < 0 ⇒ 𝑥2 > 0 ⇒ −𝑥2 < 0 ⇒ 1 − 𝑥2 < 1 ⇒ 𝑦 < 1 

⇒ 𝑓−1 𝑥 =  
𝑥 − 2 ; 𝑥 ≥ 2

− 𝑥 − 1 ; 𝑥 < 1
 

𝑦معکوس پذیری تابع : مثال = 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 −  .را بررسی کرده و سپس تابع معکوس آن را به دست آورید 2

:حل :بررسی یک به یک بودن   

𝑦 = 𝑓 𝑥 = 𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 − 1 − 1 ⇒ 𝑦 = 𝑓 𝑥 = 𝑥 − 1 3 − 1 

𝑓 𝑥1 = 𝑓 𝑥2 ⇒ 𝑥1 − 1 3 − 1 = 𝑥2 − 1 3 − 1 ⇒ 𝑥1 − 1 3 = 𝑥2 − 1 3 یریگ یشهر 
 

𝑥1 − 1 33
= 𝑥2 − 1 33

⇒ 𝑥1 − 1 = 𝑥2 − 1 ⇒ 𝑥1 = 𝑥2 

𝑓از تساوی  𝑥1 = 𝑓 𝑥2 نتیجه گرفتیم :𝑥1 = 𝑥2 بنابراین تابع چندضابطه ای بالا در دامنه هایش یک به یک می باشد. 

:به دست آوردن تابع معکوس  

𝑦 = 𝑥 − 1 3 − 1 ⇒ 𝑦 + 1 = 𝑥 − 1 3 یریگ یشهر 
𝑦 + 13 = 𝑥 − 1 33

⇒ 𝑦 + 13 = 𝑥 − 1 

⇒ 𝑦 + 13 + 1 = 𝑥 ⇒ 𝑥 = 𝑦 + 13 + 1
𝑦 و 𝑥 ایج عویضت 

𝑦 = 𝑥 + 13
+ 1 ⇒ 𝑓−1 𝑥 = 𝑥 + 13

+ 1 
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𝑓 .ثابت کنید تابع                           وارون پذیر است و وارون آن را به دست آورید: مثال 𝑥 =
1 − 3𝑥

1 + 3𝑥
 

: اثبات یک به یک بودن. همانطور که می دانیم، تابعی وارون پذیر است که یک به یک باشد: حل  

𝑓 𝑥1 = 𝑓 𝑥2 ⇒ 
1 − 3𝑥1

1 + 3𝑥1
=

1 − 3𝑥2

1 + 3𝑥2
 

سطینو رفینط 
1 − 3𝑥1 1 + 3𝑥2 = 1 + 3𝑥1 1 − 3𝑥2  

رانتزهاپ ربض 
1 × 1 + 1 × 3𝑥2 + −3𝑥1 × 1 + −3𝑥1 3𝑥2 = 1 × 1 + 1 × −3𝑥2 + 3𝑥1 × 1 + 3𝑥1 −3𝑥2  

⇒ 1 + 3𝑥2 − 3𝑥1 − 3𝑥1+𝑥2 = 1 − 3𝑥2 + 3𝑥1 − 3𝑥1+𝑥2 ⇒ −2 × 3𝑥1 = −2 × 3𝑥2 ⇒ 3𝑥1 = 3𝑥2 ⇒ 𝑥1 = 𝑥2 

𝑓از تساوی  𝑥1 = 𝑓 𝑥2 نتیجه گرفتیم :𝑥1 = 𝑥2  بنابراین تابع بالا در دامنه اشR یک به یک می باشد. 

:به دست آوردن تابع معکوس  

𝑦 =
1 − 3𝑥

1 + 3𝑥
 

سطینو رفینط 
𝑦 1 + 3𝑥 = 1 − 3𝑥 ⇒ 𝑦 + 𝑦3𝑥=1 − 3𝑥 ⇒ 𝑦 + 1 = −3𝑥 − 𝑦3𝑥 

اکتورگیریف
𝑦 + 1 = 3𝑥 −1 − 𝑦  ⇒ 3𝑥 =

𝑦 + 1
−1 − 𝑦

یریمگ یم  گاریتمل  رفینط  زا 
log = log  3𝑥 

𝑦 + 1
−1 − 𝑦

 

⇒ 𝑥 log = log     ⇒ 𝑥 =
log

log
           

𝑦 و 𝑥 ایج عویضت 
𝑦 =

log

log
⇒ 𝑓−1 𝑥 =

log

log
 

𝑦 + 1
−1 − 𝑦

 
𝑦 + 1
−1 − 𝑦

 
3 

3 3 3 

𝑥 + 1
−1 − 𝑥

 𝑥 + 1
−1 − 𝑥
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𝑓اگر : تست 𝑥 = 2𝑥 + gو  1 𝑥 = 𝑥 −  75کدام است؟                            سراسری   𝑓𝑜g−1، ضابطه ی  1

g 𝑥 = 𝑥 − 1 ⇒ 𝑦 = 𝑥 − 1 ⇒ 𝑦 + 1 = 𝑥
𝑦 و 𝑥 ایج عویضت 

𝑥 + 1 = 𝑦 ⇒ g−1(𝑥) = 𝑥 + 1 

𝑓𝑜g−1 𝑥 = 𝑓 g−1 𝑥 = 𝑓 𝑥 + 1 = 2 𝑥 + 1 + 1 = 2𝑥 + 2 + 1 = 2𝑥 + 3 

4 )2𝑥 + 4 3 )2𝑥 + 3 2 )2𝑥 + 2 1) 2𝑥 + 1 

 .را به دست می آوریم g−1(𝑥)ابتدا : حل

.می باشد 3پاسخ صحیح گزینه ی   

51 

𝑦 . تابع معکوس تابع                را به دست آورید: مثال = 𝑥2 

 .  یک به یک نیستRبا رسم نمودار این تابع متوجه می شویم که این تابع در دامنه اش: حل

.اما برای وارون پذیر شدن باید دامنه ی تابع را محدود کرد. نیستدر نتیجه وارون پذیر   

,∞−)بزرگ ترین بازه ای که تابع روی آن یک به یک می باشد، بازه ی  ,0 یا   0  .می باشد (∞+

𝑥 ∈  0, +∞) ⇒ 𝑦 = 𝑥2 یریگ یشهر 
𝑦 = 𝑥2 ⇒ 𝑦 = 𝑥

𝑥≥0⇒ 𝑥 =𝑥
𝑦 = 𝑥

𝑦 و 𝑥 ایج عویضت 
  

𝑥 = 𝑦 یا 𝑦 = 𝑥 

𝑥 ∈ (−∞, 0 ⇒ 𝑦 = 𝑥2 یریگ یشهر 
𝑦 = 𝑥2 ⇒ 𝑦 = 𝑥

𝑥≤0⇒ 𝑥 =−𝑥
𝑦 = −𝑥 ⇒ − 𝑦 = 𝑥 

𝑦 و 𝑥 ایج عویضت 
 − 𝑥 = 𝑦 یا 𝑦 = − 𝑥 
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𝑦 را طوری تعیین کرد که این تابع وارون خودش باشد؟ 𝑐و  𝑎در تابع                        آیا می توان : مثال =
𝑎𝑥 + 1
𝑥 − 𝑐

 

:ابتدا تابع وارون تابع بالا را به دست می آوریم: حل  

𝑦 =
𝑎𝑥 + 1
𝑥 − 𝑐

سطینو رفینط 
𝑦 𝑥 − 𝑐 = 𝑎𝑥 + 1 ⇒ 𝑦𝑥 − 𝑦𝑐 = 𝑎𝑥 + 1 ⇒ 𝑦𝑥 − 𝑎𝑥 = 1 + 𝑦𝑐 

𝑥 زا اکتورگیریف 
𝑥 𝑦 − 𝑎 = 1 + 𝑦𝑐 ⇒ 𝑥 =

1 + 𝑦𝑐

𝑦 − 𝑎
   
𝑦 و 𝑥 ایج عویضت 

𝑦 =
1 + 𝑥𝑐

𝑥 − 𝑎
=
𝑥𝑐 + 1
𝑥 − 𝑎

 

:حال تابع را با وارونش مساوی هم قرار می دهیم  

𝑎𝑥 + 1
𝑥 − 𝑐

=
𝑥𝑐 + 1
𝑥 − 𝑎

⇒ 𝑎 = 𝑐 

𝑦دامنه ی تابع : تمرین = 𝑥2 + 2𝑥 را به گونه ای محدود کنید که وارون پذیر باشد و وارون آن را به دست آورید. 

𝑓−1 .  است 𝑓−1نیز تابع وارون 𝑓باشد،  𝑓تابع وارون 𝑓−1اگر: نکته −1
= 𝑓  

 .است 𝑓برابر برد  gو دامنه ی  gبرابر برد  𝑓ی وارون یکدیگر باشند، دامنه  gو  𝑓اگر دو تابع : نکته

 



𝑦قرینه ی یکدیگر نسبت به نیمساز ربع اول و سوم   𝑓−1و  𝑓نمودارهای : نکته = 𝑥 است خط. 

𝑦دو تابع : مثال = 𝑥  و𝑦 = 𝑥2  0 با دامنه ی,  .وارون یکدیگرند (∞+

𝑦 .تابع              وارون خودش است و نمودارش نسبت به نیمساز ربع اول و سوم متقارن است: مثال =
1
𝑥
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 :  وارون یکدیگر باشند در این صورت داریم Dgبا دامنه ی  gو  D𝑓با دامنه ی  𝑓اگر دو تابع : نکته

 

𝑓𝑜g 𝑥 = 𝑥  ; 𝑥 ∈ Dg

g𝑜𝑓 𝑥 = 𝑥 ; 𝑥 ∈ D𝑓

 

 .یعنی اگر ترکیب دو تابع تابع همانی شود، آن دو تابع وارون یکدیگرند. یعنی ترکیب دو تابع وارون تابعی همانی است و بر عکس

Rتابع                          با دامنه ی : مثال − R، وارون تابع                        با دامنه ی  1− − 𝑓 :زیرا. است 0 𝑥 =
1

𝑥 + 1
 g 𝑥 =

1 − 𝑥

𝑥
 

𝑓𝑜g 𝑥 = 𝑓 g 𝑥 = 𝑓
1 − 𝑥

𝑥
=

1
1 − 𝑥
𝑥 + 1

=
1

1 − 𝑥 + 𝑥
𝑥

=
1
1
𝑥

= 𝑥 

g𝑜𝑓 𝑥 = g 𝑓 𝑥 = g
1

𝑥 + 1
=

1 −
1

𝑥 + 1
1

𝑥 + 1

=

𝑥 + 1 − 1
𝑥 + 1

1
𝑥 + 1

=

𝑥
𝑥 + 1

1
𝑥 + 1

=
𝑥 𝑥 + 1
𝑥 + 1

= 𝑥 

𝑎که  𝑎برای هر عدد مثبت : مثال ≠ 𝑓تابع  1 𝑥 = 𝑎𝑥  با دامنه یR  وارون تابعg 𝑥 = log𝑎 𝑥  0با دامنه ی, +∞   
 :زیرا. است

𝑓𝑜g 𝑥 = 𝑓 g 𝑥 = 𝑓 log𝑎 𝑥 = 𝑎log𝑎 𝑥 = 𝑥  ; 𝑥 ∈ 0, +∞  

g𝑜𝑓 𝑥 = g 𝑓 𝑥 = g 𝑎𝑥 = log𝑎 = 𝑥 log𝑎 = 𝑥 × 1 = 𝑥  ; 𝑥 ∈ R 
𝑎𝑥 𝑎 
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وند بخشنده و مهربان  به نام خدا

(:بخش دوم)فصل دوم /پیش دانشگاهی تجربی/ 1ریاضی عمومی   

 توابع و معادلات

𝐅𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝐀𝑛𝑑 𝐄𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 

1 
 



:دنباله ها  

 شد در آنجا گفته . شديمآشنا با مفهوم کلی دنباله های عددی و به طور خاص با دنباله های حسابی و هندسی  ٢در رياضی 
 «.دهندمی اعداد را تشکيل تعدادی از اعداد که آن ها را پشت سرهم نوشته باشيم يک دنباله از هر »

جمله ی دنباله عدد از دنباله را هر در واقع هر موقع مجموعه ای از اعداد را شماره گذاری می کنيم دنباله ای در دست داريم و 
.تقسيم می شوند( بی پايان)و نامتناهی( باپايان)دنباله ها خود نيز به دو دسته ی متناهی. ناميممی   

نمايش  ... و 𝑢𝑛را با  𝑛 ام، جمله ی ... ، 𝑢3، جمله ی سوم را با  𝑢٢، جمله ی دوم را با  𝑢1،جمله ی اول را با  𝑢در دنباله ای با نام 
 .  می دهيم

𝑢𝑛 را جمله ی عمومی دنباله می گوييم که با توجه به آن می توانيم ساير جملات دنباله را به دست آوريم. 

𝑢𝑛جمله ی عمومی دنباله ای : مثال = 𝑛٢ + 4𝑛 چهار جمله ی اول دنباله را به دست آوريد. می باشد. 

:حل  

𝑢𝑛 = 𝑛٢ + 4𝑛  ⇒

𝑛 = 1 ⇒ 𝑢1 = 12 + 4 1 ⇒ 𝑢1 = 1 + 4 = 5 ⇒ 𝑢1 = 5       
𝑛 = 2 ⇒ 𝑢2 = 22 + 4 2 ⇒ 𝑢2 = 4 + 8 = 12 ⇒ 𝑢2 = 12   
𝑛 = 3 ⇒ 𝑢3 = 32 + 4 3 ⇒ 𝑢3 = 9 + 12 = 21 ⇒ 𝑢3 = 21  
𝑛 = 4 ⇒ 𝑢4 = 42 + 4 4 ⇒ 𝑢4 = 16 + 16 = 32 ⇒ 𝑢4 = 32

 

:تعریف دیگری از دنباله  

 مجموعه ی ( که همان جملات دنباله می باشد)و برد آن 𝐍دنباله، تابعی است که دامنه ی آن مجموعه ی اعداد طبيعی
 :به بيان ديگر. است 𝑢𝑛و ضابطه ی آن جمله ی عمومی دنباله 𝐑اعداد حقيقی

𝑓:𝐍
                            

𝐑 

𝑓 𝑛 = 𝑢𝑛 
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,5,1٢,٢1,3٢به عنوان مثال، دنباله ی   :را می توان به صورت زير نمايش داد …

𝑛 1 ٢ 3 4 ⋯ 𝑛 

𝑓 𝑛 = 𝑢𝑛 5 1٢ ٢1 3٢ ⋯ 𝑛٢ + 4𝑛  

 .می باشد(Rمجموعه ی اعداد حقيقی )و سطر دوم برد تابع( Nمجموعه ی اعداد طبيعی )در نمايش بالا، سطر اول دامنه ی تابع

𝑢𝑛به عنوان مثال در دنباله ی . در دنباله های متناهی، دامنه ی تابع زير مجموعه ای از اعداد طبيعی می باشد: تذکر = 1,4,9,16    
1,٢,3,4دامنه مجموعه ی  ⊂ 𝐍  می باشد 1,4,9,16و برد آن مجموعه ی  . 

.سه جمله ی ابتدايی هر يک از دنباله های زير را بنويسيد: مثال  

الف)  𝑎𝑛 = 5
3
5

𝑛−1
ب)   𝑏𝑛 =

𝑛(𝑛+٢)
٢ ج)   𝑐𝑛 = 1 +

1
𝑛

𝑛

 

𝑎𝑛 = 5
3
5

𝑛−1
⇒

𝑛 = 1 ⇒ 𝑎1 = 5
3
5

1−1
⇒ 𝑎1 = 5

3
5

0
⇒ 𝑎1 = 5 × 1 ⇒ 𝑎1 = 5

𝑛 = ٢ ⇒ 𝑎٢ = 5
3
5

٢−1
⇒ 𝑎٢ = 5

3
5

1
⇒ 𝑎٢ = 5 ×

3
5
⇒ 𝑎٢ = 3

𝑛 = 3 ⇒ 𝑎3 = 5
3
5

3−1
⇒ 𝑎3 = 5

3
5

٢
⇒ 𝑎3 = 5 ×

9
٢5

⇒ 𝑎3 =
9
5

 

ب)  𝑏𝑛 =
𝑛(𝑛+٢)

٢  ⇒

𝑛 = 1 ⇒ 𝑎1 =
1 1 + ٢

٢
⇒ 𝑎1 =

3
٢

𝑛 = ٢ ⇒ 𝑎٢ =
٢ ٢ + ٢

٢
⇒ 𝑎٢ = 4

𝑛 = 3 ⇒ 𝑎3 =
3 3 + ٢

٢
⇒ 𝑎3 =

15
٢
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⇒

𝑛 = 1 ⇒ 𝑎1 = 1 +
1
1

1
⇒ 𝑎1 = ٢ 1 ⇒ 𝑎1 = ٢                                

𝑛 = ٢ ⇒ 𝑎٢ = 1 +
1
٢

٢
⇒ 𝑎٢ =

3
٢

٢
⇒ 𝑎٢ =

9
4
                                

𝑛 = 3 ⇒ 𝑎3 = 1 +
1
3

3
⇒ 𝑎3 =

4
3

3
⇒ 𝑎3 =

64
٢7
                             

ج)   𝑐𝑛 = 1 +
1
𝑛

𝑛

 

.دنباله ی                         را در نظر بگيريد: مثال  𝑎𝑛 =
3𝑛 + 1
٢𝑛 − 1

 

 .آن را به دست آوريد( جمله های دنباله)باشد، برد 1,٢,3,4اگر دامنه ی آن مجموعه ی ( الف

 ، جمله ی چندم اين دنباله برابر    است؟ 𝑎𝑛با فرض نامتناهی بودن ( ب
5
3

 

:چون دامنه مجموعه ای متناهی است پس دنباله نيز متناهی است و داريم( الف: حل  

𝑎1 =
3 1 + 1
٢ 1 − 1

=
4
1
= 4 𝑎٢ =

3 ٢ + 1
٢ ٢ − 1

=
7
3

 𝑎3 =
3 3 + 1
٢ 3 − 1

=
10
5
= ٢ 

برای يافتن شماره ی جمله ی ( ب
5
، کافی است در جمله ی عمومی داده شده، عدد  3

5
 :قرار دهيم 𝑎𝑛را به جای  3

5
3
=

3𝑛 + 1
٢𝑛 − 1

 
سطينو رفينط 

5 ٢𝑛 − 1 = 3 3𝑛 + 1 ⇒ 10𝑛 − 5 = 9𝑛 + 3 ⇒ 10𝑛 − 9𝑛 = 3 + 5 ⇒ 𝑛 = 8 

𝑎𝑛در دنباله ی  : تمرین = ٢𝑛٢ − 5𝑛  است؟ 88چندمين جمله ی دنباله برابر 
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:دنباله ی حسابی  

کافی است مقدار ثابتی به نام قدر نسبت را به ( به جز جمله ی اول)دنباله ای است که برای به دست آوردن هر جمله ی آن 
 .نشان می دهيم 𝑑در دنباله ی حسابی قدرنسبت را با حرف . جمله ی قبلی اضافه کنيم

:جمله ی عمومی دنباله ی حسابی  

 ام می باشد،  𝑛قدر نسبت يک دنباله ی حسابی باشد، آن گاه جمله ی عمومی دنباله که همان جمله ی  𝑑جمله ی اول و 𝑎1اگر 
𝑎𝑛 :از رابطه ی زير به دست می آيد = 𝑎1 + 𝑛 − 1 × 𝑑  

,٢,7,1٢,17در تصاعد حسابی : مثال  .جمله ی بيستم را به دست آوريد …

:حل  

𝑎1 = ٢  , 𝑑 = 7 − ٢ = 5 ⇒ 𝑎٢0 =? 

𝑎𝑛 = 𝑎1 + 𝑛 − 1 × 𝑑 
𝑛=20

𝑎20 = 𝑎1 + 20− 1 × 𝑑 ⇒ 𝑎20 = 𝑎1 + 19𝑑 = 2 + 19 × 5 = 97 

 : 𝐒𝑛جمله ی اول یک دنباله ی حسابی  𝒏مجموع  

جمله ی اول  𝒏مجموع  اگر جمله ی اول، جمله ی آخر دنباله و تعداد جملات دنباله ای حسابی را داشته باشيم، : اولروش 
 :از رابطه ی زير به دست می آيد 𝐒𝑛يک دنباله ی حسابی 

𝐒𝑛 =
𝑛

٢
× 𝑎1 + 𝑎𝑛  

 جمله ی آخر

 تعداد جملات جمله ی اول
.مجموع اين جملات را بيابيد. است ٢0و جمله ی آخر  ٢جمله دارد، جمله ی اول  10در يک دنباله ی حسابی که  :مثال  

𝐒𝑛 =
𝑛

٢
× 𝑎1 + 𝑎𝑛  ⇒ S10 =

10
٢
× ٢ + ٢0  = 5 × ٢٢  = 110 

:حل  
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1: نشان دهيد: مثال + 3 + 5 +⋯+ ٢𝑛 − 1 = 𝑛٢ 

,1,3,5اگر فرض کنيم دنباله ای حسابی داريم که جملات آن به صورت : حل … , ٢𝑛 −  است آن گاه منظور از سمت چپ تساوی  1
   مجموع اين جملات 𝐒𝑛حال با استفاده از فرمول . تاست 𝑛تعداد اين جملات . بالا، حاصل جمع جملات اين دنباله ی حسابی است

 .را حساب می کنيم

 

𝑎1 = 1             
𝑎𝑛 = ٢𝑛 − 1   
تعداد جملات = 𝑛

 ⇒ 𝐒𝑛 =
𝑛

٢
× 𝑎1 + 𝑎𝑛 ⇒ 𝐒𝑛 =

𝑛

٢
1 + ٢𝑛 − 1 =

𝑛

٢
٢𝑛 = 𝑛 × 𝑛 ⇒ 𝐒𝑛 = 𝑛٢ 

:نشان دهيد: تمرین الف)   ٢ + 4 + 6 +⋯+ ٢𝑛 = 𝑛٢ + 𝑛 (ب  1 + ٢ + 3 +⋯+ 𝑛 =
𝑛 𝑛+1

٢  

از  𝐒𝑛جمله ی اول يک دنباله ی حسابی  𝒏دنباله معلوم باشد، آن گاه مجموع قدر نسبت و جمله ی اول اگر : دومروش 
 :زير به دست می آيدرابطه ی 

𝐒𝑛 =
𝑛

٢
× ٢𝑎1 + 𝑛 − 1 × 𝑑  

.جمله ی اول اين دنباله را به دست آوريد 10مجموع . می باشد 3و قدر نسبت دنباله  5در يک دنباله ی حسابی، جمله ی اول : مثال  

 
𝑎1 = 5
𝑑 = 3
𝑛 = 10

 ⇒ 𝐒𝑛=
𝑛

٢
× ٢𝑎1 + 𝑛 − 1 × 𝑑  

⇒ 𝐒10 = 5 × 37 = 185 

⇒ 𝐒10 =
10
٢
× ٢ × 5 + 10 − 1 × 3  

⇒ 𝐒10 = 5 × 10 + 9 × 3  

:حل  
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قرار است توليد اين لوله ها . می باشدتن ميليون  15برابر  1390محصول توليد لوله های فولادی کارخانه ای، در آغاز سال : مثال
.را پيش بينی کنيد 90دهه ی لوله ها در توليد مجموع . ميليون تن افزايش يابد 4نسبت به سال قبل هر سال   

 
𝑎1 = 19
𝑑 = 4
𝑛 = 10

 

:حل  

⇒ 𝐒𝑛=
𝑛

٢
× ٢𝑎1 + 𝑛 − 1 × 𝑑  

⇒ 𝐒10 = 5 × 74 = 370 

⇒ 𝐒10 =
10
٢
× ٢ × 19 + 10 − 1 × 4  

⇒ 𝐒10 = 5 × 38 + 9 × 4  

.هستند را به دست آوريد 3که مضرب  100مجموع اعداد طبيعی کوچک تر از : مثال  

:حل :بخش پذير هستند، به صورت روبرو می باشند 3که بر  100اعداد طبيعی کوچک تر از    3,6,9, … 

.  حال بايد تعداد جملات اين دنباله را به دست آوريم. می باشد 3و قدر نسبت  3دنباله ی بالا، دنباله ای حسابی با جمله ی اول 

کوچک تر هستند از رابطه ی  100که از   3تعداد مضارب طبيعی 
100
3 =  .به دست می آيد  33

هستند  3که مضرب  100حال از فرمول                                           استفاده می کنيم تا مجموع اعداد طبيعی کوچک تر از   
.به دست آيد  

𝐒𝑛 =
𝑛

٢
× ٢𝑎1 + 𝑛 − 1 × 𝑑  

𝑛 = 33 ⇒ 𝐒𝑛 =
𝑛

٢
× ٢𝑎1 + 𝑛 − 1 × 𝑑  

.هستند را به دست آوريد 7که مضرب  1000مجموع اعداد طبيعی کوچک تر از : مثال  

:حل :بخش پذير هستند، به صورت روبرو می باشند 3که بر  100اعداد طبيعی کوچک تر از    7,14,٢1, … 

⇒ 𝐒33 =
33
٢
× ٢ × 3 + 33 − 1 × 3  

⇒ 𝐒33 =
33
٢
× 6 + 3٢ × 3 =

33
٢
× 6 + 96 =

33
٢
× 10٢ = 33 × 51 = 1683 
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.  حال بايد تعداد جملات اين دنباله را به دست آوريم. می باشد 7و قدر نسبت  7دنباله ی بالا، دنباله ای حسابی با جمله ی اول 

کوچک تر هستند از رابطه ی  1000که از   7تعداد مضارب طبيعی 
1000

7 =  .به دست می آيد  14٢

.هستند به دست آيد 7که مضرب  1000حال از فرمول                            استفاده می کنيم تا مجموع اعداد طبيعی کوچک تر از   𝐒𝑛 =
𝑛

٢
× 𝑎1 + 𝑎𝑛  

𝐒𝑛 =
𝑛

٢
× ٢𝑎1 + 𝑛 − 1 × 𝑑  

𝑛=14٢
𝐒14٢ =

14٢
٢
× ٢ × 7 + 14٢ − 1 × 7  

⇒ 𝐒14٢ =
14٢
٢ × 14 + 141 × 7 =

14٢
٢ × 14 + 987 =

14٢
٢ × 1001 = 71 × 1001 =71071 

:در اين صورت. می باشد 4٢و جمله ی بيستم  -18در يک دنباله ی حسابی، جمله ی دهم : مثال  
.مجموع سی جمله ی ابتدای اين دنباله را حساب کنيد( ب.      جمله ی اول و قدر نسبت اين دنباله را به دست آوريد( الف  

.مجموع ده جمله ی دوم اين دنباله را حساب کنيد( ج  

:حل :با توجه به فرض سوال داريم( الف   

 

𝑎10 = −18

𝑎٢0 = 4٢  
 
                                                    

 
𝑎10 = 𝑎1 + 9𝑑 

𝑎٢0 = 𝑎1 + 19𝑑 
 

−𝑎1 − 9𝑑 = +18

𝑎1 + 19𝑑 = 4٢  
 

ستگاهد لح 
𝑑 = 6, 𝑎1 = −7٢ ⇒  

𝑎1 + 9𝑑 = −18

𝑎1 + 19𝑑 = 4٢  
 

:با توجه به قسمت الف داريم( ب  

𝐒𝑛 =
𝑛

٢
× ٢𝑎1 + 𝑛 − 1 × 𝑑  

𝑛=30
𝐒30 =

30
٢
× ٢ × −7٢ + 30 − 1 × 6  

⇒ 𝐒30 =
30
٢ × −144 + ٢9 × 6 =

30
٢ × −144 + 174 =

30
٢ × 30 = 15 × 30 =450 

.هستند را به دست آوريد 6که مضرب  1000مجموع اعداد طبيعی کوچک تر از : تمرین  
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:در اين صورت. می باشد 31و جمله ی دهم  -19در يک دنباله ی حسابی، جمله ی پنجم : مرینت  
.مجموع ده جمله ی دوم اين دنباله را حساب کنيد(ب.      مجموع بيست جمله ی ابتدای اين دنباله را حساب کنيد( الف  

:با توجه به عبارت زير، مجموع ده جمله ی دوم را محاسبه می کنيم( ج  

𝑎1 + 𝑎٢ +⋯+ 𝑎10 + 𝑎11 + 𝑎1٢ +⋯𝑎٢0 

جمله ی اول 10مجموع  جمله ی دوم 10مجموع    

جمله ی اول 20مجموع   

S٢0 ⇒ ⇒ جمله ی اول ٢0مجموع  =جمله ی اول  10مجموع  +جمله ی دوم  10مجموع  = S10 جمله ی دوم 10مجموع  +  

⇒ مجموع 10 جمله ی دوم =
٢0
٢
× ٢ ×−7٢ + ٢0 − 1 × 6 −

10
٢
× ٢ ×−7٢ + 10 − 1 × 6  

⇒ مجموع 10 جمله ی دوم =
٢0
٢
× −144 + 19 × 6 −

10
٢
× −144 + 9 × 6 + 

⇒ مجموع 10 جمله ی دوم =
٢0
٢
× −144 + 114 −

10
٢
× −144 + 54 + 

⇒ مجموع 10 جمله ی دوم =
٢0
٢
× −30 −

10
٢
× −90  ⇒ مجموع 10 جمله ی دوم = −300 − −450  

⇒ مجموع 10 جمله ی دوم = −300 + 450 = 150 

جمله ی دوم 10مجموع   = S٢0 − S10 ⇒ 
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جمله ی اول آن نصف مجموع شش جمله ی دوم آن   9بوده و مجموع  -7اگر در يک دنباله ی حسابی جمله ی اول : مثال
.باشد، قدر نسبت را به دست آوريد  

:حل  

𝐒9 =
9
٢
× ٢ × −7 + 9 − 1 × 𝑑 ⇒ 𝐒9 =

9
٢
× −14 + 8𝑑  

جمله ی دوم 6مجموع   = S1٢ − S6 =
1٢
٢
× ٢ × −7 + 1٢ − 1 × 𝑑 −

6
٢
× ٢ × −7 + 6 − 1 × 𝑑  

جمله ی دوم 6مجموع   ⇒ =
1٢
٢
× −14 + 11𝑑 −

6
٢
× −14 + 5𝑑 = 6 × −14 + 11𝑑 − 3 −14 + 5𝑑  

S9 =
1
٢
S1٢ − S6  

:اما طبق صورت سوال داريم  

⇒ ٢S9 = S1٢ − S6 ⇒ ٢
9
٢
× −14 + 8𝑑 = −4٢ + 51𝑑 

= −84 + 66𝑑 + 4٢ − 15𝑑 = −4٢ + 51𝑑 

⇒ 9 −14 + 8𝑑 = −4٢ + 51𝑑 ⇒ −1٢6 + 7٢𝑑 = −4٢ + 51𝑑 

⇒ 7٢𝑑 − 51𝑑 = −4٢ + 1٢6 ⇒ ٢1𝑑 = 84 ⇒ 𝑑 = 4 

بوده و مجموع پنج جمله ی اول آن يک سوم مجموع پنج جمله ی  -٢دنباله ای حسابی را مشخص کنيد که جمله ی اول : تمرین
.بعدی آن باشد  
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:دنباله ی هندسی  

:هندسی( تصاعد)جمله ی عمومی دنباله ی   

 ام می باشد برابر  𝑛که همان جمله ی جمله ی عمومی دنباله نمايش دهيم،  𝑞و قدر نسبت آن را با  𝑎1اگر جمله اول دنباله را با 
 : بااست 

𝑎𝑛 = 𝑎1𝑞𝑛−1 

جمله ی قبل را در يک مقدار ثابت ( به جز جمله ی اول) اگر در دنباله ای برای پيدا کردن هر جمله : دنباله ی هندسیتعريف   
نمايش  یا 𝑞 𝑟به اين مقدار ثابت، قدر نسبت دنباله می گوييم و آن را با حرف . ضرب کنيم، آن دنباله را دنباله ی هندسی می گوييم

 .می دهيم

.در دنباله ی هندسی مقابل جمله ی دوازدهم را به دست آوريد: مثال  3,9,٢7, … 

:حل  

𝑎1 = 3, 𝑞 =
9
3
= 3 ⇒ 𝑎1٢ = 𝑎1𝑞1٢−1 ⇒ 𝑎1٢ = 3 × 311 ⇒ 𝑎1٢ = 31٢ 

 :جمله ی اول یک دنباله ی هندسی 𝑛مجموع 

 نمايش  𝐒𝑛جمله ی اول اين دنباله را که با   𝑛قدر نسبت يک دنباله ی هندسی باشد، آن گاه مجموع  𝑞جمله ی اول و 𝑎1اگر
 :می دهيم، از رابطه ی زير به دست می آيد

𝐒𝑛 =
𝑎1 1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
 

.را بيابيد 3و قدر نسبت  4جمله ی اول يک دنباله ی هندسی با جمله ی اول  50مجموع : مثال  

 
𝑎 = 4
𝑞 = 3
𝑛 = 50

 ⇒ 𝐒50 =
4 1 −350

1 − 3
 =

4 1 −350

−٢
 = −٢ 1 −350  

:حل  

𝐒𝑛 =
𝑎1 1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
 

; 𝑞 ≠ 1 
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𝑎𝑛 .مجموع ده جمله ی اول آن را حساب کنيد. جمله ی عمومی دنباله ای هندسی به صورت                            می باشد: مثال =
3
٢
−٢ 𝑛 

.با توجه به جمله ی عمومی، جمله ی اول و قدر نسبت دنباله را به دست می آوريم: حل  

𝑎1 =
3
٢
−٢ 1 =

3
٢
× −٢ = −3

𝑎٢ =
3
٢
−٢ ٢ =

3
٢
× 4 = +6   

 
⇒ 𝑞 =

+6
−3

= −٢ 

 
𝑎 = −3
𝑞 = −٢
𝑛 = 10

 ⇒ 𝐒10 =
−3 1 − −٢ 10

1 − −٢
 =

−3 1 − 10٢4
1 + ٢

 = 10٢3 𝐒𝑛 =
𝑎1 1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
 =

−3 −10٢3
3

 

𝑎𝑛 .مجموع ده جمله ی اول آن را حساب کنيد. جمله ی عمومی دنباله ای هندسی به صورت                            می باشد: تمرین = 5 −٢ 𝑛−1 

.برابر مجموع چهار جمله ی اول آن است 17مجموع هشت جمله ی اول يک دنباله ی هندسی : مثال  
.جمله ی دوازدهم اين دنباله چند برابر جمله ی هشتم آن می باشد( ب.   قدرنسبت اين دنباله را به دست آوريد( الف  

:با توجه به فرضيات مسئله داريم( الف: حل  

S8 = 17S4 ⇒
𝑎1 1 − 𝑞8

1 − 𝑞
= 17 ×

𝑎1 1 − 𝑞4

1 − 𝑞

سطينو رفينط 
𝑎1 1 − 𝑞8 1 − 𝑞 = 17𝑎1 1 − 𝑞4 1 − 𝑞  

⇒ 1 − 𝑞8 = 17 1 − 𝑞4 ⇒ 1٢ − 𝑞4 ٢
= 17 1 − 𝑞4  

جزيهت
1 + 𝑞4 1 − 𝑞4 = 17 1 − 𝑞4  

⇒ 1 + 𝑞4 = 17 ⇒ 𝑞4 = 16 ⇒ 𝑞44
= 164 ⇒ 𝑞 = ٢ ⇒ 𝑞 = ±٢ 
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(ب  
 
𝑎1٢ = 𝑎1𝑞11

𝑎8 = 𝑎1𝑞7    
 ⇒

𝑎1٢
𝑎8

=
𝑎1𝑞11

𝑎1𝑞7 ⇒
𝑎1٢
𝑎8

= 𝑞4 𝑞4=16𝑎1٢
𝑎8

= 16 ⇒ 𝑎1٢ = 16𝑎8 

.برابر مجموع سه جمله ی اول آن است 9مجموع شش جمله ی اول يک دنباله ی هندسی : تمرین  
.جمله ی هفتم اين دنباله چند برابر جمله ی چهارم آن می باشد( ب.   قدرنسبت اين دنباله را به دست آوريد( الف  

.با استفاده از دستور محاسبه ی مجموع جملات دنباله ی هندسی، درستی اتحادهای زير را نشان دهيد: مثال  

𝑥𝑛 )الف − 1 = 𝑥 − 1 𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−٢ +⋯+ 𝑥 + 1  

𝑥𝑛 )ب + 1 = 𝑥 + 1 𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛−٢ +⋯− 𝑥 + 1  

𝑎𝑛جمله ی عمومی اين دنباله . را در نظر بگيريد 𝑥و قدر نسبت  1دنباله ای هندسی با جمله ی اول ( الف: حل = 1 × 𝑥𝑛−1  و 
,1 :ام به صورت روبرو می باشد 𝑛و جمله ی ... جملات اول، دوم، 𝑥, … , 𝑥𝑛−٢, 𝑥𝑛−1 

 :جمله ی اول دنباله برابر است با 𝑛مجموع 

 
𝑎 = 1
𝑞 = 𝑥
𝑛 = 𝑛

 

𝐒𝑛 =
𝑎1 1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
=

1 × 1 − 𝑥𝑛

1 − 𝑥
=

1 − 𝑥𝑛

1 − 𝑥
=
− 1 − 𝑥𝑛

− 1 − 𝑥
=
𝑥𝑛 − 1
𝑥 − 1

Ι  

𝐒𝑛 = 1 + 𝑥 +⋯+ 𝑥𝑛−٢ + 𝑥𝑛−1 = 𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−٢ +⋯+ 𝑥 + 1 ΙΙ           

 

𝑥𝑛 − 1
𝑥 − 1

= 𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−٢ +⋯+ 𝑥 + 1
سطينو رفينط 

𝑥𝑛 − 1 = 𝑥 − 1 𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−٢ +⋯+ 𝑥 + 1  

 .بنابراين سمت راست آنها نيز با هم برابر است. با هم برابر است ΙΙو   Ιسمت چپ تساوی های 

:به کمک قسمت الف، درستی اتحاد زير را نشان دهيد( ج  

 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛 = 𝑎 − 𝑏 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−٢. 𝑏 + ⋯+ 𝑎. 𝑏𝑛−٢ + 𝑏𝑛−1  
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𝑎𝑛جمله ی عمومی اين دنباله . را در نظر بگيريد 𝑥−و قدر نسبت  1دنباله ای هندسی با جمله ی اول ( ب = 1 × −𝑥 𝑛−1  و 
,1 :ام به صورت روبرو می باشد 𝑛و جمله ی ... جملات اول، دوم، −𝑥, … ,−𝑥𝑛−٢, 𝑥𝑛−1 

 :جمله ی اول دنباله برابر است با 𝑛مجموع 

 
𝑎 = 1   
𝑞 = −𝑥
𝑛 = 𝑛   

 

𝐒𝑛 =
𝑎1 1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
=

1 × 1 − −𝑥 𝑛

1 − −𝑥
=

1 + 𝑥𝑛

1 + 𝑥
=
𝑥𝑛 + 1
𝑥 + 1

Ι  

𝐒𝑛 = 1 − 𝑥 +⋯− 𝑥𝑛−٢ + 𝑥𝑛−1 = 𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛−٢ +⋯− 𝑥 + 1 ΙΙ           

 

𝑥𝑛 + 1
𝑥 + 1

= 𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛−٢ +⋯− 𝑥 + 1
سطينو رفينط 

𝑥𝑛 + 1 = 𝑥 + 1 𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛−٢ +⋯− 𝑥 + 1  

 .بنابراين سمت راست آنها نيز با هم برابر است. با هم برابر است ΙΙو   Ιسمت چپ تساوی های 

 :در نتيجه داريم. قرار می دهيم      𝑥در اتحادی که در قسمت الف ثابت کرديم به جای ( ج
𝑎

𝑏
 

𝑥𝑛 − 1 = 𝑥 − 1 𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−٢ +⋯+ 𝑥 + 1
𝑥=

𝑎

𝑏 𝑎

𝑏

𝑛

− 1 =
𝑎

𝑏
− 1

𝑎

𝑏

𝑛−1
+

𝑎

𝑏

𝑛−٢
+⋯+

𝑎

𝑏
+ 1  

⇒
𝒂𝒏

𝒃𝒏
− 1 =

𝒂

𝒃
− 1

𝒂𝒏−1

𝒃𝒏−1 +
𝒂𝒏−2

𝒃𝒏−2 +⋯+
𝒂

𝒃
+ 1  ⇒

𝒂𝒏 − 𝒃𝒏

𝒃𝒏
=

𝒂 − 𝒃

𝒃

𝒂𝒏−1 + 𝒂𝒏−2. 𝒃 + ⋯+ 𝒂. 𝒃𝒏−2 + 𝒃𝒏−1

𝒃𝒏−1  

⇒
𝒂𝒏 − 𝒃𝒏

𝒃𝒏
=

𝒂 − 𝒃 𝒂𝒏−1 + 𝒂𝒏−2. 𝒃 + ⋯+ 𝒂. 𝒃𝒏−2 + 𝒃𝒏−1

𝒃. 𝒃𝒏−1  ⇒
𝒂𝒏 − 𝒃𝒏

𝒃𝒏
=

𝒂 − 𝒃 𝒂𝒏−1 + 𝒂𝒏−2. 𝒃 + ⋯+ 𝒂. 𝒃𝒏−2 + 𝒃𝒏−1

𝒃𝒏
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 .از طرفین تساوی، به اتحاد مورد نظر می رسیم 𝒃𝒏با ساده کردن 

 ⇒ 𝒂𝒏 − 𝒃𝒏 = 𝒂 − 𝒃 𝒂𝒏−1 + 𝒂𝒏−2. 𝒃 + ⋯+ 𝒂. 𝒃𝒏−2 + 𝒃𝒏−1  

هندسی له یدنبا جملات مجموع حد  

 :استفاده می کنیمزير از دستور جمله ی ابتدای دنباله ی هندسی  𝒏محاسبه ی مجموع گفتیم برای 

𝐒𝒏 =
𝒂1 1 − 𝒒𝒏

1 − 𝒒
 

𝒒: حال اگر در دنباله ای هندسی داشته باشیم < 1 ⇒ −1 < 𝒒 < 𝒒، مقدار  𝒏در اين صورت با افزايش  1 𝒏 کوچکتر می شود. 

𝒒بی نهايت بزرگ می شود، مقدار  𝒏به عبارت ديگر وقتی  𝒏 بی نهايت کوچک شده و به صفر نزديک و نزديک تر می شود. 

 :در نتیجه مجموع تمام جملات دنباله يا حد مجموع جملات دنباله برابر می شود با

𝐒𝒏 =
𝒂1 1 − 𝒒𝒏

1 − 𝒒
 

𝒒 <1,𝒏⟶∞
𝐒𝒏 =

𝒂1
1 − 𝒒

 

 .کنیدرا حساب ( حد مجموع جملات دنباله)ی زير  دنبالهمجموع تمام جملاتِ : مثال
3, −1,

1
3
, −

1
9
,

1
27

, … 

:حل  

 

𝒂1 = 3

𝒒 =
−1
3

 ⇒ 𝐒𝒏 =
𝒂1

1 − 𝒒
⇒ 𝐒𝒏 =

3

1 − −
1
3

=
3

1 + 1
3

=
3
4
3

=
9
4
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کران داری دنباله ها –دنباله های صعودی و نزولی   

𝒙يادآوری حد چند جمله ای ها وقتی  ⟶ ±∞ : 

𝒇تابعی چند جمله ای به صورت  𝒇(𝒙)اگر  𝒙 = 𝒂𝒙𝒏 + 𝒃𝒙𝒏−1 +⋯+ 𝒍  باشد، آن گاه حد𝒇(𝒙) هنگامی که 
 𝒙 ⟶  :يعنی. ، برابر حد جمله ای از آن است که دارای بزرگترين درجه است ∞±

𝑙𝑖𝑚
𝒙⟶±∞

𝒂𝒙𝒏 + 𝒃𝒙𝒏−1 +⋯+ 𝒍 = 𝑙𝑖𝑚
𝒙⟶±∞

𝒂𝒙𝒏 

𝒇به عنوان مثال حد تابع  𝒙 = 4𝒙2 − 5𝒙 + 𝒙هنگامی که  1 ⟶  :يعنی.  4𝒙2برابر است با حد  ∞±

𝑙𝑖𝑚
𝒙⟶±∞

4𝒙2 − 5𝒙 + 1 = 𝑙𝑖𝑚
𝒙⟶±∞

4𝒙2 = +∞ 

𝒙وقتی                                      حد تابع گويای                         : نکته ⟶  برابر 𝒏و  𝒎، با توجه به مقادير اعداد صحیح و مثبت  ∞±
 :خواهد بود با 

𝒇 𝒙 =
𝒂𝒙𝒎 + 𝒃𝒙𝒎−1 +⋯+ 𝒍

𝒂′𝒙𝒏 + 𝒃′𝒙𝒏−1 +⋯+ 𝒍′
 

𝑙𝑖𝑚
𝒙⟶±∞

𝒂𝒙𝒎 + 𝒃𝒙𝒎−1 +⋯+ 𝒍

𝒂′𝒙𝒏 + 𝒃′𝒙𝒏−1 +⋯+ 𝒍′
= 𝑙𝑖𝑚

𝒙⟶±∞

𝒂𝒙𝒎

𝒂′𝒙𝒏
= 𝑙𝑖𝑚

𝒙⟶±∞

𝑎

𝑎′
𝑥𝑚−𝑛 =  

±∞  ; 𝑖𝑓 𝑚 > 𝑛
𝑎

𝑎′
     ; 𝑖𝑓 𝑚 = 𝑛

0       ; 𝑖𝑓 𝑚 < 𝑛

 

:مثال  

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶±∞

3𝒙2 + 4
2𝒙

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶±∞

3
2
𝒙 = ±∞ 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶±∞

3𝒙2 + 4

2𝒙2 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶±∞

3
2
=

3
2

 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶±∞

4
2𝒙

= 0 

:حد دنباله ها  

 يعنی برای محاسبه ی حد هر دنباله، بايد حد جمله ی عمومی آن را وقتی. مفهومی مشابه دارند ∞+حد دنباله ها و حد تابع در 
 𝒏 ⟶  .به دست آوريم ∞+
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𝒖𝒏 :به عنوان مثال برای محاسبه ی حد دنباله ی                           داريم =
1

2𝒏 + 6
 𝒍𝒊𝒎

𝒏⟶+∞
𝒖𝒏 = 𝒍𝒊𝒎

𝒏⟶+∞

1
2𝒏 + 6

= 0 

𝒏وقتی  𝒖𝒏پس حد دنباله ی  ⟶ 𝒏  ،2𝒏زيرا با بزرگ شدن عدد طبیعی . برابر صفر است ∞+ +  بزرگ و بزرگ تر شده و در نتیجه 6

1
2𝒏 + 6

 را به اندازه ی کافی بزرگ کنیم، می توانیم 𝒏به عبارت ديگر اگر . کسر                 کوچک و کوچک تر شده و به صفر نزديک می شود 

 .کسر                      را به هر اندازه که بخواهیم به صفر نزديک کنیم
1

2𝒏 + 6
 

 .گويیم همگراباشد، در اين صورت دنباله را  𝐋دارای حد بوده و مقدار حد آن عدد حقیقی  𝒖𝒏اگر دنباله ی : تعریف

 .همگرا می باشد 𝐋به عدد حقیقی  𝒖𝒏در اين صورت گويیم دنباله ی 

 .پس اين دنباله همگرا به صفر است. به عنوان مثال، حد دنباله ی                    صفر است
1

2𝒏 + 6
 

:در حالت های زير دنباله همگرا نمی باشد: تذکر  

𝒖𝒏 :است ∞+زيرا حد آن  . به عنوان مثال دنباله ی                                دنباله ای همگرا نمی باشد. شود ∞−يا  ∞+اگر حد دنباله ( الف =
𝒏2 𝒏 + 2

4
 

𝒍𝒊𝒎
𝒏⟶+∞

𝒏2 𝒏 + 2
4

= 𝒍𝒊𝒎
𝒏⟶+∞

𝒏3 + 2𝒏2

4
= 𝒍𝒊𝒎

𝒏⟶+∞

𝒏3

4
= +∞ 

𝒖𝒏 :زيرا. به عنوان مثال دنباله ی                   دنباله ای همگرا نیست. اگر دنباله به عددی يکتا میل نکند، می گويیم دنباله همگرا نیست( ب = −1 𝒏 

 ، جملات اين دنباله به عدد  𝒏های فرد برابر منفی يک است و با بزرگ شدن  𝒏های زوج برابر يک و به ازای  𝒏زيرا اين دنباله به ازای 
 .خاصی نزديک نمی شود

𝒖𝒏 = −1 𝒏 =  
𝒏 زوج;        1

−1     ; 𝒏 فرد
 ⇒ 𝒍𝒊𝒎

𝒏⟶+∞
𝒖𝒏 =  وجود ندارد

.دنباله ای که همگرا نباشد را واگرا می گويیم: تذکر  
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.همگرايی دنباله های زير را بررسی کنید: مثال  

𝒖𝒏 )الف =
𝒏

𝒏 + 1
 ⇒ 𝒍𝒊𝒎

𝒏⟶+∞
𝒖𝒏 = 𝐥𝐢𝐦

𝒏⟶+∞

𝒏

𝒏 + 1
= 𝐥𝐢𝐦

𝒏⟶+∞

𝒏

𝒏
= 1 ⇒  دنباله همگرا به 1 است

𝒖𝒏)ب = −1 𝒏+1 =  
𝒏 زوج;        1−

1           ; 𝒏 فرد
 ⇒ 𝒍𝒊𝒎

𝒏⟶+∞
𝒖𝒏 = .دنباله واگرا است ⇒ وجود ندارد  

𝒖𝒏)ج = 2 +
−1 𝒏+1

𝒏2 + 3
 ⇒ 𝒍𝒊𝒎

𝒏⟶+∞
𝒖𝒏 = 𝐥𝐢𝐦

𝒏⟶+∞
2 +

−1 𝒏+1

𝒏2 + 3

−1 𝒏+1=1 1− يا
𝐥𝐢𝐦

𝒏⟶+∞
2 +

عدد

+∞
= 2 + 0 ⇒ 

⇒ 𝐥𝐢𝐦
𝒏⟶+∞

𝒖𝒏 = 2 ⇒  دنباله همگرا به 2 است

𝒖𝒏 )د = 𝒄𝒐𝒔 (𝒏𝝅) =  
𝒏 زوج;        1

−1           ; 𝒏 فرد
 ⇒ 𝒍𝒊𝒎

𝒏⟶+∞
𝒖𝒏 = .دنباله واگرا است وجود ندارد  ⇒ 

.همگرايی يا واگرايی دنباله ی                                           را بررسی کنید: تمرین  𝒖𝒏 =
𝒏2 − 1
𝒏 − 3

−
𝒏2 + 1
𝒏 + 7

 

:دنباله های صعودی و نزولی  
:دنباله های زير را در نظر بگیريد  

𝒂𝒏 =
1
𝒏

 : 1,
1
2
,

1
3
, … 𝒃𝒏 = 𝒏 ∶ 1,2,3, … 𝒄𝒏 = −1 𝒏 ∶ −1,1, −1,1, … 

 به عبارت ديگر در اين دنباله هر. هر چه شماره ی جمله افزايش يابد، مقدار جمله کاهش پیدا می کند  𝒂𝒏می بینیم که در دنباله ی 
 .  استدنباله ی نزولی نمونه ای از يک  𝒂𝒏دنباله ی . جمله از جمله ی قبلی اش کوچک تر است

 .  می کندجمله نیز  افزايش پیدا هر چه شماره ی جمله افزايش يابد، مقدار در اين جا . رفتار جمله ها برعکس است 𝒃𝒏اما در دنباله ی 
 .  استصعودی دنباله ی نمونه ای از يک  𝒃𝒏دنباله ی . استاش بزرگ تر جمله از جمله ی قبلی به عبارت ديگر در اين دنباله هر 
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 است و يک روند افزايشی و يا کاهشی -1و  1با افزايش شماره ی جمله، مقدار جمله ها در حال نوسان بین دو عدد  𝒄𝒏اما در دنباله ی 
 .چنین دنباله ای نه صعودی است و نه نزولی. بین تمامی جمله های دنباله وجود ندارد

𝒖𝒏+1:  داشته باشیم( شماره ی جمله)𝒏دنباله ای باشد که با افزايش  𝒖𝒏اگر : تعریف ≥ 𝒖𝒏  يا𝒖𝒏+1 − 𝒖𝒏 ≥  𝒖𝒏آن گاه   0
 .را دنباله ای صعودی می گويیم 

𝒖𝒏+1:  داشته باشیم( شماره ی جمله)𝒏دنباله ای باشد که با افزايش  𝒖𝒏اگر : تعریف ≤ 𝒖𝒏  يا𝒖𝒏+1 − 𝒖𝒏 ≤  𝒖𝒏آن گاه   0
 .را دنباله ای نزولی می گويیم 

𝒖𝒏+1نیز اگر رابطه ی بین جملات دنباله به صورت  < 𝒖𝒏  يا𝒖𝒏+1 − 𝒖𝒏 <  .باشد، در اين صورت دنباله را اکیدا نزولی گويیم 0

𝒖𝒏+1حال اگر رابطه ی بین جملات دنباله به صورت  > 𝒖𝒏  يا𝒖𝒏+1 − 𝒖𝒏 >  .باشد، در اين صورت دنباله را اکیدا صعودی گويیم 0

.اين دنباله هم صعودی و هم نزولی است. دنباله ی ثابت، دنباله ای است که تمام جملات آن، برابر مقدار ثابتی است: تذکر  

𝒖𝒏به عنوان مثال دنباله ی  =  .می باشند، هم صعودی است و هم نزولی 3که جملات آن همگی  3

.به دنباله ای که صعودی يا نزولی باشد، دنباله ی يکنوا می گويیم: تذکر  
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:بررسی صعودی یا نزولی بودن دنباله  

.برای تشخیص آن که دنباله ای صعودی و يا نزولی می باشد، از دو روش زير می توان استفاده کرد  

به کمک جمله ی عمومی، چند جمله ی ابتدايی دنباله را نوشته، سپس با توجه به آن ها، صعودی يا نزولی بودن دنباله را ( 1
.بررسی می کنیم  

.صعودی يا نزولی بودن دنباله های زير را بررسی کنید: مثال  

𝒂𝒏 )الف =
1

𝒏2 → 𝒂1 = 1, 𝒂2 =
1
4
, 𝒂3 =

1
9
, 𝒂4 =

1
16
, … 

 .است( و اکیدا نزولی)يک دنباله ی نزولی 𝒄𝒏بنابراين . ملاحظه می شود با افزايش شماره جمله ها، جملات دنباله کاهش می يابد
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𝒃𝒏 )ب = 𝒏2 → 𝒃1 = 1, 𝒃2 = 4, 𝒃3 = 9, 𝒃4 = 16, … 

 .است( و اکیدا صعودی)يک دنباله ی صعودی 𝒃𝒏بنابراين . ملاحظه می شود با افزايش شماره جمله ها، جملات دنباله نیز افزايش می يابد

𝒄𝒏 )ج =
−1 𝒏+1

𝒏
 → 𝒂1 = 1, 𝒂2 =

−1
2
, 𝒂3 =

1
3
, 𝒂4 =

−1
4
, … 

 .نه صعودی و نه نزولی است 𝒄𝒏بنابراين . ملاحظه می شود با افزايش شماره جمله ها، جملات دنباله روند خاصی را دنبال نمی کنند

𝒖𝒏 )د = −1 𝒏+1 → 𝒖1 = 1, 𝒖2 = −1, 𝒖3 = 1, 𝒖4 = 1, … 

.به چنین دنباله هايی، دنباله های نوسانی می گويیم. اين دنباله نه صعودی است و نه نزولی  

→ 𝒖1 = 3, 𝒖2 =
9
8
, 𝒖3 =

27
27

= 1, 𝒖4 =
81
64
, 𝒖4 =

243
125

, … 

.بنابراين اين دنباله نه صعودی و نه نزولی است. قانون کاهش يا افزايش رعايت نشده استجمله ی اول  3اين دنباله در   

𝒖𝒏 (ه =
3𝒏

𝒏3 

𝒖𝒏 )و =
𝒏2

2𝒏
 → 𝒖1 =

1
2
, 𝒖2 =

4
4
= 1, 𝒖3 =

9
8
, 𝒖4 =

16
16
= 1, 𝒖4 =

25
32

, … 

بنابراين اين دنباله نه . اما از جمله ی چهارم به بعد دنباله در حال افزايش است. جمله ی اول در حال کاهش است 3اين دنباله در   
.صعودی و نه نزولی است  

 پس از محاسبه ی( يعنی همه ی جمله ها مثبت يا همه منفی باشد)يکسان باشد 𝒖𝒏اگر علامت همه ی جمله های دنباله ی ( 2

𝒖𝒏+1  به کمک𝒖𝒏 نسبت              را تشکیل داده و داريم ،:   
𝒖𝒏+1
𝒖𝒏
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 پس از محاسبه ی( يعنی همه ی جمله ها مثبت يا همه منفی باشد)يکسان باشد 𝒖𝒏اگر علامت همه ی جمله های دنباله ی ( 2

𝒖𝒏+1  به کمک𝒖𝒏 نسبت              را تشکیل داده و داريم ،:   
𝒖𝒏+1
𝒖𝒏

 

𝒖𝒏 > )همه ی جمله ها مثبت (0 ⇒

𝒊𝒇:
𝒖𝒏+1
𝒖𝒏

≥ 1 ⇒ ;دنباله صعودی است  𝒊𝒇:
𝒖𝒏+1
𝒖𝒏

> 1 ⇒ دنباله اکیدا صعودی است

𝒊𝒇:
𝒖𝒏+1
𝒖𝒏

≤ 1 ⇒ ینزول است ;دنباله   𝒊𝒇:
𝒖𝒏+1
𝒖𝒏

< 1 ⇒ ینزول است دنباله اکیدا 

 

:حالت اول  

:حالت دوم  

𝒖𝒏 < )همه ی جمله ها منفی (0 ⇒

𝒊𝒇:
𝒖𝒏+1
𝒖𝒏

≥ 1 ⇒ ;دنباله نزولی است  𝒊𝒇:
𝒖𝒏+1
𝒖𝒏

> 1 ⇒ دنباله اکیدا نزولی است

𝒊𝒇:
𝒖𝒏+1
𝒖𝒏

≤ 1 ⇒ یصعود است ;دنباله   𝒊𝒇:
𝒖𝒏+1
𝒖𝒏

< 1 ⇒ یصعود است دنباله اکیدا 

 

.صعودی يا نزولی بودن دنباله های زير را بررسی کنید: مثال  

𝒖𝒏 )الف = 3𝒏 → 𝒖𝒏+1 = 3𝒏+1 

𝒖𝒏+1همه ی جمله ها مثبت
𝒖𝒏

=
3𝒏+1

3𝒏
= 3𝒏+1−𝒏 = 3 > 1 ⇒

𝒖𝒏+1
𝒖𝒏

> 1 ⇒  𝒖𝒏 دنباله ای صعودی (اکیدا صعودی) است
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𝒖𝒏 )ب =
1

𝒏2 + 1
 

→ 𝒖𝒏+1 =
𝒏 + 1 𝒏 + 2

2
 

𝒖𝒏+1همه ی جمله ها مثبت
𝒖𝒏

=

1
𝒏 + 1 2 + 1

1
𝒏2 + 1

=
𝒏2 + 1

𝒏 + 1 2 + 1
=

𝒏2 + 1

𝒏2 + 2𝒏 + 2
 

 :در نتیجه. پس کسر کوچک تر از يک است. در کسر                              مخرج بیش تر از صورت است
𝒏2 + 1

𝒏2 + 2𝒏 + 2
 

⇒
𝒖𝒏+1
𝒖𝒏

< 1 ⇒ ینزول (اکیدا نزولی) است  𝒖𝒏 دنباله ای 

𝒖𝒏 )ج =
𝒏 𝒏 + 1

2
 

→ 𝒖𝒏+1 =
1

𝒏 + 1 2 + 1
 

𝒖𝒏+1همه ی جمله ها مثبت
𝒖𝒏

=

𝒏 + 1 𝒏 + 2
2

𝒏 𝒏 + 1
2

=
𝒏 + 1 𝒏 + 2
𝒏 𝒏 + 1

=
𝒏 + 2
𝒏

> 1 ⇒
𝒖𝒏+1
𝒖𝒏

> 1 

⇒ ) است یصعود  𝒖𝒏 دنباله ای صعودی (اکیدا 

:دنباله های کراندار  

𝒖𝒏کوچک تر يا مساوی باشد  𝜶از عددی حقیقی و ثابت مانند  𝒖𝒏اگر تمام جملات دنباله ی : کران بالای دنباله ≤ 𝜶یعنی   ، 
 .را از بالا کراندار می نامیم 𝒖𝒏گويیم و دنباله ی   𝒖𝒏را يک کران بالای دنباله ی   𝜶در اين حالت 

 نیز  𝜶باشد، هر عدد بزرگ تر از  𝒖𝒏کران بالا برای دنباله ی  𝜶توجه کنید که با توجه به تعريف بالا، اگر 
 .  محسوب شود، بنابراين اين دنباله دارای بی شمار کران بالا است  𝒖𝒏می تواند به عنوان کران بالای دنباله ی 



𝒖𝒏به عنوان مثال دنباله ی  = −𝒏 جملات اين دنباله به صورت  . را در نظر بگیريد 
−1, −2, −3, −4,  .می باشد …

  -1بنابراين عدد . است -1واضح است که تمام جملات دنباله کوچک تر يا مساوی 
 .  يک کران بالا برای اين دنباله محسوب می شود

 .محسوب می شود 𝒖𝒏نیز يک کران بالا برای دنباله ی  -1توجه کنید که تمام اعداد بزرگ تر از 

𝒖𝒏بزرگ تر يا مساوی باشد  𝜷از عددی حقیقی و ثابت مانند  𝒖𝒏اگر تمام جملات دنباله ی : کران پایین دنباله ≥ 𝜷یعنی  ، 
 .را از پايین کراندار می نامیم 𝒖𝒏گويیم و دنباله ی   𝒖𝒏را يک کران پايین دنباله ی   𝜷در اين حالت 

 نیز می تواند به عنوان کران   𝜷باشد، هر عدد کوچک تر از  𝒖𝒏کران پايین برای دنباله ی  𝜷نیز توجه کنید که با توجه به تعريف بالا، اگر 
 .  محسوب شود، بنابراين اين دنباله دارای بی شمار کران پايین است  𝒖𝒏پايین دنباله ی 

𝒖𝒏به عنوان مثال دنباله ی  = 2𝒏 −  جملات اين دنباله به صورت  . را در نظر بگیريد 1
1,3, 5, 7,  .می باشد …

   1بنابراين عدد . است 1واضح است که تمام جملات دنباله بزرگ تر يا مساوی 
 .  يک کران پايین برای اين دنباله محسوب می شود

  𝒖𝒏نیز يک کران پايین برای دنباله ی  1توجه کنید که تمام اعداد کوچک تر از 
 .محسوب می شود
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.می گويیمدنباله ی کراندار دنباله ای را که هم از بالا و هم از پايین کراندار باشد،   

.به عنوان مثال دنباله ی                  را در نظر بگیريد  𝒖𝒏 =
1
𝒏

,1 .جملات اين دنباله به صورت                          می باشد 
1
2
,

1
3
,

1
4
, … 
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 يافتن کران بالا و پايین اين دنباله

𝑛 ≥ 1
ثبتم رفینط  1

𝑛
≤ 1

1
𝑛
>0

0 <
1
𝑛
≤ 1 ⇒ 0 < 𝑢𝑛 ≤ 1 

,0 تمام جملات اين دنباله در بازه ی    به عبارت ديگر تمام جملات از يک کوچکتر يا مساوی بوده و از صفر بزرگ تر  . قرار دارند (1
 .دنباله ای کران دار است 𝒖𝒏کران پايین دنباله بوده و در نتیجه  0کران بالا و عدد  1پس طبق تعريف کران ها، عدد . هستند

𝑙𝑖𝑚اگر : تذکر
𝒏⟶+∞

𝒖𝒏 =  از پايین کران دار است ولی از بالا کران دار نمی باشد و در نتیجه دنباله ای 𝒖𝒏، آن گاه دنباله ی  ∞+
 .کران دار نخواهد بود 

:به عنوان مثال دنباله ی                             را در نظر بگیريد  𝑢𝑛 =
𝑛3

𝑛 + 1
 

𝑙𝑖𝑚
𝑛⟶+∞

𝑛3

𝑛 + 1
= +∞ 

 .کران دار نیست 𝑢𝑛شده است بنابراين از پايین کران دار نبوده و در نتیجه دنباله ی  ∞−چون حد آن 

𝑙𝑖𝑚اگر : تذکر
𝒏⟶+∞

𝒖𝒏 =  از بالا کران دار است ولی از پايین کران دار نمی باشد و در نتیجه دنباله ای 𝒖𝒏، آن گاه دنباله ی  ∞−
 .کران دار نخواهد بود 

:به عنوان مثال دنباله ی                       را در نظر بگیريد  𝑢𝑛 = −𝑛٢ 

𝑙𝑖𝑚
𝑛⟶+∞

−𝑛٢ = −∞ 
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.کراندار بودن دنباله های زير را بررسی کنید: مثال  

𝒖𝒏)الف = 2𝒏 + 3  

𝑙𝑖𝑚چون 
𝒏⟶+∞

𝒖𝒏 =  دقت داشته باشید که کران. بنابراين دنباله از بالا کران دار نیست و در نتیجه دنباله کران دار نیست ∞+
 .می باشد 5پايین اين دنباله عدد 

𝒖𝒏)ب = −1 𝒏𝒏 

:دنباله به صورت زير می باشد  𝒖𝒏 =  

𝒏  ; 𝒊𝒇 زوج 𝒏

−𝒏  ; 𝒊𝒇 فرد 𝒏
:هم چنین داريم   𝒍𝒊𝒎

𝒏⟶+∞
𝒖𝒏 =  

+∞ ; 𝒊𝒇 زوج 𝒏

−∞  ; 𝒊𝒇 فرد 𝒏
 

 .کراندار نیست 𝒖𝒏و در نتیجه . بنابراين دنباله، نه از بالا و نه از پايین کراندار نیست

𝒖𝒏کرانداری دنباله ی : مثال = −1 𝒏 را بررسی کنید. 

,1,1−جملات دنباله به صورت : حل −1,1,  .  کران پايین برای دنباله می باشد -1کران بالا و عدد  1پس عدد . می باشند …
 .کران دار است 𝒖𝒏در نتیجه 

𝒖𝒏 .را بررسی کنید                             کرانداری دنباله ی : مثال =
2

𝒏2 + 3
 

: حل  

𝒏 ≥ 1 ⇒ 𝒏2 ≥ 1 ⇒ 𝒏2 + 3 ≥ 4
ثبتم رفينط  1

𝒏2 + 3
≤

1
4

0< 1
𝒏2+3

0 <
1

𝒏2 + 3
≤

1
4
×2

0 <
2

𝒏2 + 3
≤

2
4
=

1
2

 

1کران پايین و عدد  0عدد . اين دنباله هم از بالا و هم از پايین کراندار و در نتیجه کراندار است
 .کران بالا برای دنباله می باشد 2

.يکی از راه های به دست آوردن کران بالا و کران پايین دنباله، حد دنباله و جمله ی اول آن است: نکته  

جمله ی اول= حد دنباله و کران پايین = کران بالا : اگر دنباله ای صعودی باشد در اين صورت( الف  
جمله ی اول= حد دنباله و کران بالا = کران پايین : اگر دنباله ای نزولی باشد در اين صورت( ب  
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𝒖𝒏 .را بررسی کنید                             کرانداری دنباله ی : مثال =
2𝒏2 + 3

𝒏2 + 1
 

: حل  
𝒖1 =

5
2
, 𝒖2 =

11
5
, 𝒖3 =

21
10
, … , 𝒍𝒊𝒎

𝒏⟶+∞
𝒖𝒏 = 2 

𝒖𝒏با توجه به جملات دنباله و حد آن مشخص می شود که دنباله هم از بالا  ≤
5
𝒖𝒏و هم از پايین  2 >  .کراندار است  2

.بنابراين دنباله ی بالا کران دار است  

.کرانداری دنباله های زير را بررسی کنید: تمرین  

𝒖𝒏 =
𝒏2 + 7

𝒏2 + 5
 𝒂𝒏 =

1

𝒏2 + 1
 𝒃𝒏 =

1
𝒏 + 1

 𝒄𝒏 = −1 𝒏+1 

.برای هر يک از قسمت های زير دو دنباله مثال بزنید: مثال  

.از پايین کران دار بوده ولی از بالا کران دار نباشد( ب .از بالا کران دار بوده ولی از پايین کران دار نباشد( الف   

و نه از بالا کران دار باشد  نه از پايین( د .پايین و هم از بالا کران دار باشد هم از( ج   

: حل  

𝒂𝒏دنباله های ( الف = −𝒏 و                    را در نظر بگیريد. 𝒃𝒏 = −3𝒏 

𝒂𝒏 𝒂𝒏برای  -1عدد  ≤ 𝒃𝒏 𝒃𝒏برای  -3و عدد 1 ≤  :زيرا. اين دو دنباله دارای کران پايین نمی باشند. کران بالا می باشند3−

𝒍𝒊𝒎
𝒏⟶+∞

𝒂𝒏 = 𝒍𝒊𝒎
𝒏⟶+∞

𝒃𝒏 = −∞ 

𝒂𝒏دنباله های ( ب = 𝒏 و                    را در نظر بگیريد. 𝒃𝒏 = 3𝒏 

𝒂𝒏 𝒂𝒏عدد برای  ≥ 𝒃𝒏 𝒃𝒏برای  3و عدد 1 ≥  :زيرا. اين دو دنباله دارای کران بالا نیستند. کران پايین می باشند3

𝒍𝒊𝒎
𝒏⟶+∞

𝒂𝒏 = 𝒍𝒊𝒎
𝒏⟶+∞

𝒃𝒏 = +∞ 

𝒅𝒏 =
2𝒏 + 1
𝒏 + 2
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𝒂𝒏دنباله های ( ج = 𝒔𝒊𝒏𝒏 و                          را در نظر بگیريد. 𝒃𝒏 = 𝒄𝒐𝒔𝒏 

−1 ≤ 𝐬𝐢𝐧𝒏 ≤ 1 ⇒ −1 ≤ 𝒂𝒏 ≤ 1 −1 ≤ 𝐜𝒐𝒔𝒏 ≤ 1 ⇒ −1 ≤ 𝒃𝒏 ≤ 1 

.بنابراين اين دنباله ها کران دارند. به ترتیب کران بالا و کران پايین می باشند -1و  1برای هر دو دنباله ی بالا اعداد   

𝒂𝒏دنباله های ( د = −1 𝒏𝒏 و                        را در نظر بگیريد. 𝒃𝒏 = −3 𝒏 

𝒂𝒏 = −1 𝒏𝒏  =  

𝒏  ; 𝒊𝒇 زوج 𝒏 ⇒ 𝒍𝒊𝒎
𝒏⟶+∞

𝒂𝒏 = +∞

−𝒏  ; 𝒊𝒇 فرد 𝒏 ⇒ 𝒍𝒊𝒎
𝒏⟶+∞

𝒂𝒏 = −∞
 

 فرد باشد  𝒏ولی از بالا کران دار نمی باشد و اگر  1شده و در نتیجه اين دنباله از پايین کران دار بوده ∞+زوج باشد، حد دنباله  𝒏اگر 
 در نتیجه کل دنباله نه از بالا و نه از پايین کران. اما از پايین کران دار نمی باشد( -1)، حد دنباله  شده و اين دنباله از بالا کران دار بوده 

 .دار است

𝒃𝒏 = −3 𝒏 =  

3𝒏  ; 𝒊𝒇 زوج 𝒏 ⇒ 𝒍𝒊𝒎
𝒏⟶+∞

𝒃𝒏 = +∞

−3𝒏  ; 𝒊𝒇 فرد 𝒏 ⇒ 𝒍𝒊𝒎
𝒏⟶+∞

𝒃𝒏 = −∞
 

 فرد باشد  𝒏ولی از بالا کران دار نمی باشد و اگر  3شده و در نتیجه اين دنباله از پايین کران دار بوده ∞+زوج باشد، حد دنباله  𝒏اگر 
 در نتیجه کل دنباله نه از بالا و نه از پايین کران. اما از پايین کران دار نمی باشد( -3)، حد دنباله  شده و اين دنباله از بالا کران دار بوده 

 .دار است
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.و کراندار باشد آن گاه همگرا است( صعودی يا نزولی)اگر دنباله ای يکنوا : نکته  

 (عدد نپر) 𝒆معرفی عدد 

.جمله ی اول اين دنباله را به صورت تقريبی محاسبه شده است 10در جدول زير . دنباله ی                                را در نظر بگیريد  𝒆𝒏 = 1 +
1
𝒏

𝒏

 

 کوچک تر   3دنباله ای صعودی بوده و می توان ثابت نمود که اين جملات همواره از عدد  𝒆𝒏همان طور که ديده می شود، دنباله ی 
 .از بالا کران دار خواهد بود 𝒆𝒏محسوب می شود و دنباله ی   𝒆𝒏يک کران بالا برای دنباله ی  3در نتیجه عدد . باقی می مانند

 .می گويیم 𝒆به عددی همگرا خواهد بود که به آن عدد   𝒆𝒏بنابراين بنا به نکته ی قبلی، دنباله 

𝒆𝒏 :بنابراين داريم. نمايش می دهیم 𝒆حد دنباله ی                           را که عددی حقیقی و گنگ است، عدد نپر نامیده و آن را با : تعریف = 1 +
1
𝒏

𝒏

 

𝒆 = 𝒍𝒊𝒎
𝒏⟶+∞

1 +
1
𝒏

𝒏

 

𝒏 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 +
1
𝒏

𝒏

 2 2/25 2/3703 2/4414 2/4883 2/5216 2/5465 2/5657 2/5811 2/5937 
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 تابع نمایی
𝒚تابع  = 𝒇 𝒙 = 𝒂𝒙  با شرط𝒂 > 𝒂و  0 ≠  . 𝒙 متغیر استرا تابع نمايی می گويیم  1

,0)و برد آن  𝐑دامنه ی تابع نمايی   .می باشد (∞+

𝒚در تابع  = 𝒂𝒙 اگر به جای ،𝒂  از عدد𝒆 ≅ 𝒚تابع حاصل استفاده کنیم، به ( عدد نپر) 2/7 = 𝒆𝒙  نمايی طبیعی می گويیمتابع. 

 رسم تابع نمایی

 آورده،  برای رسم تابع نمايی کافی است ريشه ی عبارت توان را در جدول نوشته، سپس يک عدد قبل و يک عدد بعد از آن را در جدول 
 .را برای هر يک به دست آوريم 𝒚مقدر 

 :، به يکی از صورت های زير است 𝒂نمودار تابع نمايی با توجه به پايه ی آن 

𝒂اگر ( الف > 1 : 

1 

𝒚 = 𝒂𝒙 

0اگر ( ب < 𝒂 < 1 : 

1 

𝒚 = 𝒂𝒙 

.تابع فوق صعودی و تقعرش رو به بالاست .تابع فوق نزولی و تقعرش رو به بالاست   

 تابع نمایی طبیعی
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 تابع لگاریتمی
 وارون تابع نمايی را تابع لگاريتمی می نامیم و با نماد . بنابراين اين تابع وارون پذير است. تابع نمايی، تابعی يک به يک است

 .آن را نمايش می دهیم 
𝒚 = 𝐥𝐨𝐠𝒂  

𝒙 

𝐥𝐨𝐠𝒂 .می خوانیم 𝒂( پايه ی)در مبنا ی  𝒙را مبنا يا پايه ی لگاريتم می گويیم و            را لگاريتم  𝒂در اين تابع عدد   
𝒙 

.لگاريتمی که پايه اش ده باشد را لگاريتم اعشاری می گويند. باشد، آن را نمی نويسند 10هرگاه پايه ی لگاريتم : تذکر  

 .باشد، آن را تابع لگاريتم طبیعی می گويیم 𝒆در تابع لگاريتمی، اگر پايه ی لگاريتم عدد نپر 

 تابع لگاریتم طبیعی

𝒚 = 𝐥𝐨𝐠𝒂
𝒂=𝒆

𝒚 = 𝐥𝐨𝐠𝒆  
𝒙 𝒙 

𝐥𝐧تابع لگاريتم طبیعی را برای سادگی با نماد : قرارداد 𝒙  نمايش می دهیم و به آن لگاريتم طبیعی𝒙  يا لگاريتم نپری𝒙 می گويیم. 

𝒇 .توجه کنید که تابع لگاريتم طبیعی، معکوس تابع نمايی طبیعی است 𝒙 = 𝒆𝒙 ⇔ 𝒇−1(𝒙) = 𝐥𝐧𝒙 

𝒍  حرف اول لگاريتم و𝒏 حرف اول نپر می باشد. 
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 روش رسم تابع لگاریتمی

 می باشد را به   𝒚برای رسم اين گونه توابع، ابتدا آن ها را به صورت تابع نمايی نوشته و ريشه ی توان اين تابع نمايی که برحسب 
 .دست می آوريم و سپس مانند تابع نمايی عمل می کنیم

𝒂اگر  ( الف > 1 : 

1 

0اگر  ( ب < 𝒂 < 1 : 

1 

.اين تابع صعودی و تقعرش رو به پايین است .اين تابع نزولی و تقعرش رو به بالا است   

1) 𝒚 = 𝐥𝐨𝐠2  
𝒙 

⇒ 𝒙 = 2𝒚 

وانت يشهر ی 
𝒚 = 0 

𝒙 2−1 =
1
2

 20 = 1 21 = 2 

𝒚 −1 0 1 

 
1
2
, −1) (1, 0) (2, 1) 

1 2 

1 

−1 

1
2

 

.نمودار توابع زير را رسم کنید: مثال  
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2) 𝒚 = 𝐥𝐨𝐠 1
2

 
𝒙 

⇒ 𝒙 =
1
2

𝒚

 

وانت يشهر ی 
𝒚 = 0 

𝒙 
1
2

−1
= 2 

1
2

0
= 1 

1
2

1
=

1
2

 

𝒚 −1 0 1 

(2, −1) (1, 0)  
1
2
, 1) 

1 2 

1 

−1 

1
2

 

 خواص تابع لگاریتم

)1  )2  

)3  )4  

)5  )6  

)7  )8  

)9  )10  

)11  )12  

log𝒂 1 = لگاريتم 1 در هر مبنايی 0 است 0  log𝒂 𝒂 = لگاريتم هر عدد در مبنای خودش 1 است 1  

log𝒂 𝒙𝒚 = log𝒂 𝒙 + log𝒂 𝒚 log𝒂

𝒙
𝒚 = log𝒂 𝒙 − log𝒂 𝒚 

log𝒂 𝒙
𝒏 = 𝒏 log𝒂 𝒙 log𝑎𝑛 𝒙

𝒎 =
𝒎

𝒏
log𝒂 𝒙 

log𝒃 𝒂 =
1

log𝒂 𝒃
 log𝒃 𝒂 =

log𝒄 𝒂

log𝒄 𝒃
 

log𝒂 𝒂
𝒙 = 𝒙 log𝒃 𝒂 × log𝒂 𝒃 = 1 

log𝒂 𝒙 = log𝒂 𝒚 ⇔ 𝒙 = 𝒚 𝒂𝐥𝐨𝐠𝒂 = 𝒙 
𝒙 
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آهنگ رشد و آهنگ زوال: کاربرد تابع نمایی طبیعی  

 .  است سر و کار داريم 𝒆در بسیاری از شاخه های علمی با مدل های رياضی که شامل توان های 

 .بعضی از اين مدل ها، همان هايی هستند که رشد يا زوال نمايی نامیده می شوند

𝒇 .می گويیممعادله ی زوال زمان است را  𝒕درصد رشد و  𝒌مقدار اولیه،  𝐁معادله ی                                که در آن ( ب 𝒕 = 𝑩. 𝒆−𝒌𝒕 

𝒇 .می گويیممعادله ی رشد زمان است را  𝒕درصد رشد و  𝒌مقدار اولیه،  𝐁معادله ی                                که در آن ( الف 𝒕 = 𝑩. 𝒆𝒌𝒕 

:حالت کلی نمودارهای تابع رشد و تابع زوال به صورت زير است  

𝒇 𝒕 = 𝑩. 𝒆−𝒌𝒕 

𝒇 𝒕 = 𝑩. 𝒆𝒌𝒕 

 تابع رشد
 تابع زوال
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𝒗از مدل  𝒕در کشت نمونه ای از باکتری ها، تعداد باکتری ها در زمان : مثال 𝒕 = 𝐁. 𝒆2𝒕  پیروی می کند که در آن𝐁   مقدار ثابت و 
𝒕هرگاه در لحظه ی . مثبتی است =  ثانیه از شروع چند باکتری وجود دارد؟ 2باکتری موجود باشد، پس از  1000( شروع آزمايش) 0

 :را به دست می آوريم 𝐁ابتدا : حل

v 0 = 1000
v 𝒕 =𝐁.𝒆2𝒕

1000 = 𝐁. 𝒆2×0 ⇒ 1000 = 𝐁. 𝒆0 𝒆
0=1

𝑩 = 1000 

𝒗پس فرمول تعداد باکتری ها به صورت  𝒕 = 1000 × 𝒆2𝒕 ثانیه، در فرمول 2اکنون برای محاسبه ی تعداد باکتری ها پس از  .است  

 𝒗(𝒕)  به جای𝒕  را قرار می دهیم 2، عدد: 

𝒗 𝒕 = 1000 × 𝒆2𝒕 ⇒ 𝒗 𝒕 = 1000 × 𝒆2×2 𝒆≅2/7
𝒗 𝒕 = 1000 × 2/7 4 2/7 4≅54

𝒗 𝒕 = 1000 × 54 = 54000 

𝒗فرض کنیم . قیمت يک محصول صنعتی با استفاده از آن و گذشت زمان کاهش می يابد :مثال 𝒕 (  ابزار يا خودرو)قیمت يک محصول 
𝒗هرگاه بدانیم که . سال از خريد آن باشد 𝒕بعد از گذشت  𝒕 = 𝐁. 𝒆−0/02𝒕  در آن𝐁 مقدار ثابتی است،چنانچه اين محصول به قیمت 

 سال چه قدر است؟ 2خريداری شده باشد، قیمت آن بعد از ( زمانی که نو باشد)تومان  1000000 

 :را به دست می آوريم 𝐁ابتدا : حل

𝒗 0 = 1000000
𝒗 𝒕 =𝐁.𝒆−0/02𝒕

1000000 = 𝐁. 𝒆−0/02×0 ⇒ 1000000 = 𝐁. 𝒆0 𝒆
0=1

𝑩 = 1000000 

𝒗پس فرمول قیمت محصول به صورت 𝒕 = 1000000 × 𝒆−0/02𝒕سال، در 2اکنون برای محاسبه ی قیمت محصول پعد از  .است  

 :را قرار می دهیم 2، عدد  𝒕به جای  𝒗(𝒕)فرمول  

𝒗 𝒕 = 1000000 × 𝒆−0/02𝒕 ⇒ 𝒗 𝒕 = 1000000 × 𝒆−0/02×2 𝒆≅2/7
𝒗 𝒕 = 1000000 × 2/7 −0/04 

2/7 −0/04≅0/670320
𝒗 𝒕 = 1000000 × 0/670320 = 670320 
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𝒇از معادله ی   𝒕فرض کنیم تعداد باکتری ها در يک نوع کشت در دقیقه : مثال 𝒕 = 1500 × 𝒆0/04𝒕 به دست آيد. 

.می شود 30000تعیین کنید بعد از چند دقیقه تعداد باکتری ها برابر   

 :بنابراين داريم. می رسد 30000دقیقه ای باشد که پس از آن تعداد باکتری ها به  𝒕فرض کنیم  : حل

𝒇 𝒕 = 1500 × 𝒆0/04𝒕 𝒇 𝒕 =30000
30000 = 1500 × 𝒆0/04𝒕 ⇒ 𝒆0/04𝒕 =

30000
1500

⇒ 𝒆0/04𝒕 = 20 

یریمگ یم  𝐥𝐧 از طرفین
𝐥𝐧 𝒆0/04𝒕 = 𝐥𝐧 20

𝐥𝐧 20=2/9975
0/04𝒕 𝐥𝐧 𝒆 = 2/9975

𝐥𝐧 𝒆=1
𝒕 =

2/9975
0/04

= 74/9 𝒎𝒊𝒏 

.برسد 30000ثانیه بايد بگذرد تا تعداد باکتری ها به  54دقیقه و  14پس يک ساعت و   

 درصد مرکب پیوسته سرمايه گذاری   100𝐢ريال را در يک موسسه ی اعتباری نظیر بانک يا شرکت تولیدی با نرخ  𝐏اگر مقدار : تذکر
𝐀 :نمايش دهیم، داريم 𝐀(𝒕)سال را با   𝒕کنیم، آن گاه با فرض آن که سرمايه بعد از  𝒕 = 𝐏. 𝒆𝒊𝒕 

درصد پیوسته ی مرکب سرمايه گذاری کنیم، سرمايه بعد از  15هزار تومان در حساب پس انداز با نرخ  200به عنوان مثال؛ اگر مبلغ 
:به صورت زير محاسبه می شود... سال و  2سال،  1گذشت   

موجودی پس از يک سال:     200000 + 200000 ×
15
100

= 200000 + 30000 = 230000 

موجودی پس از دو سال:     230000 + 230000 ×
15
100

= 230000 + 34500 = 264500 

تومان افزايش   230000تومان به  200000سال که موجودی از  1مرکب پیوسته بودن سود بدان معنی است که مثلا بعد از گذشت 
.تومان تعلق می گیرد 230000يافته، اين نرخ سود برای سال دوم به مقدار   
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درصد مرکب پیوسته سرمايه گذاری کرده   10مشارکت ريال را در يک حساب پس انداز با نرخ سود  25000000شخصی مبلغ : مثال
برابر می شود؟پس از چه مدت پول اولیه اين شخص دو . است  

𝐀در اين مثال : حل 𝒕 = 2 × 25000000 =  .را به دست آوريم 𝒕و می خواهیم  50000000

:درصد مرکب پیوسته است، داريم 10اما چون نرخ سود مشارکت   100𝒊 = 10 ⇒ 𝒊 =
10
100

= 0/1 

⇒ 𝒆0/1𝒕 =
50000000
25000000

⇒ 𝒆0/1𝒕 = 2
يريمگ یم   𝐥𝐧 رفينط زا 

ln 𝒆0/1𝒕 = ln 2 

𝐀پس معادله ی سرمايه به صورت  𝒕 = 25000000 × 𝒆0/1𝒕 است. 

𝐀 𝒕 =50000000
50000000 = 25000000 × 𝒆0/1𝒕 

𝐥𝐧 2≅0/7
0/1𝒕 𝐥𝐧 𝒆 ≅ 0/7

𝐥𝐧𝒆=1
0/1𝒕 ≅ 0/7 ⇒ 𝒕 ≅

0/7
0/1

= 7 

.سال سرمايه ی شخص دو برابر می شود 7يعنی تقريبا پس از   

از درصد و جمعیت بعد  6اين آهنگ اگر . نفر است و با آهنگی متناسب با تعداد جمعیت افزايش می يابد 10000شهری جمعیت : مثال
𝒕  سال𝐏(𝒕)  باشد، آن گاه𝐏 𝒕 = 10000 × 𝒆0/06𝒕 . نفر برسد؟ 45000تا کی انتظار می رود جمعیت به 

𝐏در اين مثال : حل 𝒕 =  .را به دست آوريم 𝒕و می خواهیم 45000

.نفر می رسد 45000سال جمعیت شهر به  25يعنی تقريبا پس از   

𝐏 𝒕 = 10000 × 𝒆0/06𝒕 𝐏 𝒕 =45000
45000 = 10000 × 𝒆0/06𝒕 ⇒ 𝒆0/06𝒕 =

45000
10000

⇒ 𝒆0/06𝒕 = 4/5 

يريمگ یم   𝐥𝐧 رفينط زا 
ln 𝒆0/06𝒕 = ln 4/5

𝐥𝐧 4/5≅1/5
0/06𝒕 𝐥𝐧 𝒆 ≅ 1/5

𝐥𝐧𝒆=1
0/06𝒕 ≅ 1/5 ⇒ 𝒕 ≅

1/5
0/06

= 25 
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𝒇باکتری ظاهر می شود که  𝒇(𝒕)دقیقه  𝒕از باکتری موجود است، و بعد  2000يک نوع کشت در : مثال 𝒕 = 2000𝒆0/035𝒕  

باکتری در کشت وجود خواهد داشت؟ 10000چه وقت   

𝒇در اين مثال : حل 𝒕 =  .را به دست آوريم 𝒕و می خواهیم  10000

𝒇 𝒕 = 2000𝒆0/035𝒕 𝒇 𝒕 =10000
10000 = 2000𝒆0/035𝒕 ⇒ 𝒆0/035𝒕 =

10000
2000

⇒ 𝒆0/035𝒕 = 5 

يريمگ یم   𝐥𝐧 رفينط زا 
ln 𝒆0/035𝒕 = ln 5

𝐥𝐧 5≅1/6
0/035𝒕 𝐥𝐧 𝒆 ≅ 1/6

𝐥𝐧𝒆=1
0/035𝒕 ≅ 1/6 ⇒ 𝒕 ≅

1/6
0/035

= 45/7 min 

.دقیقه وجود خواهد داشت 46باکتری تقريبا بعد از  10000يعنی   

𝒇کارايی کارگر عادی در کارخانه ای با تابع : مثال 𝒕 = 100 − 60𝒆−0/2𝒕  داده می شود که کارگر بعد از𝒕   ماه اشتغال می تواند 
 واحد را کامل کند؟ 70بعد از چند ماه تجربه ی کاری، انتظار می رود که کارگر روزانه . واحد کار را کامل کند 𝒇(𝒕)روزانه 

𝒇در اين مثال نیز : حل 𝒕 =  .را به دست آوريم 𝒕و نیز می خواهیم  70

𝒇 𝒕 = 100 − 60𝒆−0/2𝒕 𝒇 𝒕 =70
70 = 100 − 60𝒆−0/2𝒕 ⇒ 70 − 100 = −60𝒆−0/2𝒕 ⇒ −30 = −60𝒆0/2𝒕 ⇒ 𝒆0/2𝒕 =

−30
−60

 

⇒ 𝒆0/2𝒕 = 0/5
يريمگ یم   𝐥𝐧 رفينط زا 

𝐥𝐧 𝒆0/2𝒕 = 𝐥𝐧 0/5
𝐥𝐧 0/5≅0/7

0/2𝒕 𝐥𝐧 𝒆 ≅ 0/7
𝐥𝐧𝒆=1

0/2𝒕 ≅ 0/7 ⇒ 𝒕 ≅
0/7
0/2

= 3/5 

𝒇دلار است، که  𝒇(𝒕)سال پس از خريد،  𝒕قیمت فروش ابزاری، : مثال 𝒕 = 1200 + 8000𝒆−0/25𝒕 . چند سال پس از خريد، قیمت 
 دلار می شود؟ 2000فروش اين ابزار 

:حل  
𝒇 𝒕 = 1200 + 8000𝒆−0/25𝒕 𝒇 𝒕 =2000

2000 = 1200 + 8000𝒆−0/25𝒕 ⇒ 2000 − 1200 = 8000𝒆−0/25𝒕 ⇒ 800 = 8000𝒆−0/25𝒕 
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⇒ 𝒆−0/25𝒕 =
800
8000

⇒ 𝒆−0/25𝒕 = 0/1
يريمگ یم   𝐥𝐧 رفينط زا 

ln 𝒆−0/25𝒕 = ln 0/1
𝐥𝐧 0/1≅−2/3

−0/25𝒕 𝐥𝐧 𝒆 ≅ −2/3 

𝐥𝐧𝒆=1
−0/25𝒕 ≅ −2/3 ⇒ 𝒕 ≅

−2/3
−0/25

= 9/2  

شود؟ريال 900000درصد مرکب پیوسته  9ريال پس انداز با نرخ  500000طول می کشد تا چقدر : مثال  

درصد مرکب پیوسته باشد؟ ٨گذاری در سرمايه طول می کشد تا يک سرمايه گذاری دو برابر شود هرگاه نرخ سود مشارکت چقدر : مثال  

:حل  𝒊 = 0/09  , 𝐏 = 500000 , 𝐀 = 900000 ⇒ 𝒕 =? 

𝐀 = 𝑷. 𝒆𝒊𝒕 ⇒ 900000 = 500000𝒆0/09𝒕 ⇒ 𝒆0/09𝒕 =
900000
500000

⇒ 𝒆0/09𝒕 = 1/8
يريمگ یم   𝐥𝐧 رفينط زا 

ln 𝒆0/09𝒕 = ln 1/8 

𝐥𝐧 1/8≅0/59
0/09𝒕 𝐥𝐧 𝒆 ≅ 0/59

𝐥𝐧𝒆=1
0/09𝒕 ≅ 0/59 ⇒ 𝒕 ≅

0/59
0/09

= 6/5  

:حل  𝒊 = 0/08, 𝐀 = 2P ⇒ 𝒕 =? 

𝐀 = 𝑷. 𝒆𝒊𝒕 ⇒ 2P = 𝐏𝒆0/08𝒕 ⇒ 𝒆0/08𝒕 =
2P
𝐏
⇒ 𝒆0/08𝒕 = 2

يريمگ یم   𝐥𝐧 رفينط زا 
ln 𝒆0/08𝒕 = ln 2 

𝐥𝐧 2≅0/7
0/08𝒕 𝐥𝐧 𝒆 ≅ 0/7

𝐥𝐧𝒆=1
0/08𝒕 ≅ 0/7 ⇒ 𝒕 ≅

0/7
0/08

= 8/75 

0/75سال و  8يعنی پس از  × 365 ≅  .روز سرمايه دو برابر می شود 274
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 معادلات لگاریتمی

:معادلات نمایی  

𝒂اگر  > 𝒂و  0 ≠ 𝒂𝒇(𝒙)، آن گاه معادله ی  1 = 𝒂𝐠(𝒙)  با معادله ی  معادل𝒇 𝒙 = 𝐠(𝒙) است. 

.معادلات زير را حل کنید: مثال  

2𝒙+1 )الف + 2𝒙+2 = 24 

2𝒙+1 + 2𝒙+2 = 24 ⇒ 2𝒙 × 21 + 2𝒙 × 22 = 24
2𝒙 زا اکتورگیریف 

2𝒙 21 + 22 = 24 ⇒ 2𝒙 6 = 24 ⇒ 2𝒙 =
24
6

 

⇒ 2𝒙 = 4 ⇒ 2𝒙 = 22 ⇒ 𝒙 = 2 

13𝒙 )ب 𝒙+3 −
1

169
= 0 

:حل  

:حل  

13𝒙 𝒙+3 −
1

169
= 0 ⇒ 13𝒙× 𝒙+3 −

1

132 = 0 ⇒ 13𝒙
2+3𝒙 =

1

132

1

132=13−2

13𝒙
2+3𝒙 = 13−2 ⇒ 𝒙2 + 3𝒙 = −2 

⇒ 𝒙2 + 3𝒙 + 2 = 0 ⇒ 𝒙 + 1 𝒙 + 2 = 0 ⇒  
𝒙 + 1 = 0 ⇒ 𝒙 = −1
𝒙 + 2 = 0 ⇒ 𝒙 = −2 

 برای حل معادلات لگاريتمی، پس از ساده سازی به کمک خواص لگاريتم، به يکی از دو حالت زير می رسیم:

𝐥𝐨𝐠𝒂 = 𝐥𝐨𝐠𝒂  
𝒇(𝒙) 𝐠(𝒙) 

(الف  

𝒇در اين حالت کمان های لگاريتم را مساوی هم قرار داده  𝒙 = 𝐠(𝒙)و معادله ی حاصل را حل می کنیم تا جواب به دست آيد. 

 .قابل قبول است که در دامنه ی توابع لگاريتمی باشند 𝒙توجه داشته باشید که جواب هايی از 
اگر به لگاريتم عدد منفی نرسیم و در نهايت به يک تساوی درست  . برای اين کار جواب های به دست آمده را در معادله قرار می دهیم

. برسیم، جواب قابل قبول است  
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𝐥𝐨𝐠معادله ی : مثال          + 𝐥𝐨𝐠         = 𝐥𝐨𝐠  را حل کنید. 
𝒙 + 1  𝒙 − 1  3 

⇒ 𝐥𝐨𝐠            = 𝐥𝐨𝐠 ⇒ 𝒙2 − 1 = 3 ⇒ 𝒙2 = 4 ⇒ 𝒙 = ±2 
𝒙2 − 1 :حل 3   

𝒙از بین جواب های به دست آمده  = 𝐥𝐨𝐠 .زيرا کمان های                 و                     به ازای آن منفی شوند. قابل قبول نمی باشد  2−  
𝒙 − 1  

𝐥𝐨𝐠  
𝒙 + 1  

(ب  𝐥𝐨𝐠𝒂 = 𝒃 
𝒇(𝒙) 

   در اين حالت از تعريف لگاريتم استفاده کرده و به تساوی                    رسیده و معادله را حل کرده و  در نهايت جواب های به دست
 .آمده را چک می کنیم

𝒇 𝒙 = 𝒂𝒃 

.معادله ی                             را حل کنید: مثال  𝐥𝐨𝐠 1
3

= −4 
𝒙 

:حل  

𝒙 =
1
3

−4
⇒ 𝒙 =

3
1

4
⇒ 𝒙 =  ق.ق 81

.های زير را حل کنیدمعادله : مثال  

𝐥𝐨𝐠2 )الف     = 3 
𝒙 − 1  

⇒ 𝒙− 1 = 23 ⇒ 𝒙− 1 = 8 ⇒ 𝒙 = 9 

𝐥𝐨𝐠 )ب 1
9

=
5
2

 
𝒙 

⇒ 𝒙 =
1
9

5
2
⇒ 𝒙 =

1
9

52
8 ⇒ 𝒙 =

1
9

4
.

1
9

2
⇒ 𝒙 =

1
9

2 1
9
=

1
81
×

1
3
=

1
243

 



𝐥𝐨𝐠 )ج        = 2 
3𝒙 + 1  

⇒ 3𝒙 + 1 = 102 ⇒ 3𝒙 + 1 = 100 ⇒ 3𝒙 = 99 ⇒ 𝒙 =  ق.ق 33

𝐥𝐨𝐠 )د         + 𝐥𝐨𝐠        = 𝐥𝐨𝐠  
2𝒙 − 1  𝒙 − 7  7 

⇒ 𝐥𝐨𝐠                       = 𝐥𝐨𝐠  
2𝒙 − 1 𝒙 − 7  7 

⇒ 2𝒙 − 1 𝒙 − 7 = 7 

⇒ 2𝒙2 − 15𝒙 + 7 = 7 ⇒ 2𝒙2 − 15𝒙 = 0
جزیهت
𝒙 2𝒙 − 15 = 0 ⇒  

𝒙 = .ق.ق 0 غ

2𝒙 − 15 = 0 ⇒ 𝒙 =
15
2

 

2 )ه 𝐥𝐨𝐠 − 𝐥𝐨𝐠       = 1 
𝒙 𝒙 + 1  

⇒ 𝐥𝐨𝐠 − 𝐥𝐨𝐠       = 1 
𝒙2 𝒙 + 1  

⇒ 𝐥𝐨𝐠     = 1 

𝒙2

𝒙 + 1
 

⇒
𝒙2

𝒙 + 1
= 101 = 10 

⇒ 𝒙2 = 10 𝒙 + 1 ⇒ 𝒙2 = 10𝒙 + 10 ⇒ 𝒙2 − 10𝒙 − 10 = 0 ⇒

𝒙1 =
10 + 160

2
           

𝒙2 =
10 − 160

2
غ.ق.ق

 

2𝒙 )و − 1 2𝒙 − 3 = 0 ⇒  
2𝒙 − 1 = 0 ⇒ 2𝒙 = 1 ⇒ 2𝒙 = 20 ⇒ 𝒙 = 0
2𝒙 − 3 = 0 ⇒ 2𝒙 = 3                                    

 

2𝒙برای حل معادله ی  =  به اين صورت که از طرفین تساوی  . ،چون اين معادله نمايی نیست از روش ديگری استفاده می کنیم3
 .لگاريتم می گیريم

𝐥𝐨𝐠 = 𝐥𝐨𝐠 ⇒ 𝒙 𝐥𝐨𝐠 = 𝐥𝐨𝐠 ⇒ 𝒙 =
log

log

گاریتمل واصخ 
𝒙 = 𝐥𝐨𝐠  

2𝒙 3 3 2 

2 

3 
3 
2 

𝒂𝐥𝐨𝐠𝒂 𝒙=𝒙
 𝒙 + 1 = 3 ⇒ 𝒙 = 10 )ز 2  

log  
𝒙 + 1  

= 3 
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.های زير را حل کنیدمعادله : مثال  

)الف 𝐥𝐧 𝒙 − 3 = 2 ⇒ 𝐥𝐧 𝒙 − 3 = 𝐥𝐨𝐠𝒆      = 2 ⇒ 𝒆2 = 𝒙 − 3 ⇒ 𝒙 = 𝒆2 + 3 
𝒙 − 3  

𝒆𝒙 )ب − 5 2𝒆𝒙 − 7 = 0 

⇒

𝒆𝒙 − 5 = 0 ⇒ 𝒆𝒙 = 5
يريمگ یم   𝐥𝐧 رفينط زا 

𝐥𝐧 𝒆𝒙 = 𝐥𝐧 5 ⇒ 𝒙 𝐥𝐧 𝒆 = 𝐥𝐧 5
𝐥𝐧 𝒆=1

𝒙 = 𝐥𝐧 5                          

2𝒆𝒙 − 7 = 0 ⇒ 2𝒆𝒙 = 7 ⇒ 𝒆𝒙 =
7
2

يريمگ یم   𝐥𝐧 رفينط زا 
𝐥𝐧 𝒆𝒙 = 𝐥𝐧

7
2
⇒ 𝒙 𝐥𝐧 𝒆 = 𝐥𝐧

7
2
𝐥𝐧 𝒆=1

𝒙= 𝐥𝐧
7
2

 

𝒆𝒙 )ج + 3 2 − 25 = 0 

⇒ 𝒆𝒙 + 3 2 = 25
يريمگ یم  ذرج  رفينط  زا 

𝒆𝒙 + 3 2 = 25 ⇒ 𝒆𝒙 + 3 = 5
درمطلقق واصخ 

𝒆𝒙 + 3 = ±5 

⇒  
𝒆𝒙 + 3 = 5 ⇒ 𝒆𝒙 = 2

يريمگ یم   𝐥𝐧 رفينط زا 
𝐥𝐧 𝒆𝒙 = 𝐥𝐧 2 ⇒ 𝒙 𝐥𝐧 𝒆 = 𝐥𝐧 2

𝐥𝐧 𝒆=1
𝒙 = 𝐥𝐧 2

𝒆𝒙 + 3 = −5 ⇒ 𝒆𝒙 = −8                                                                                                         

 

𝒆𝒙. عددی مثبت است و هیچ گاه برابر عددی منفی نمی شود 𝒆𝒙زيرا . اين حالت امکان ندارد > 0 

𝐥𝐧 )د 4𝒙 − 5 = 𝐥𝐧 2 − 𝒙  

هيمد یم   𝒆 ايهپ ی رفط  ود  هب 
𝒆𝐥𝐧 4𝒙−5 = 𝒆𝐥𝐧 2−𝒙 𝒂𝐥𝐨𝐠𝒂 𝒙=𝒙

4𝒙 − 5=2 − 𝒙 ⇒ 4𝒙 + 𝒙 = 2 + 5 ⇒ 5𝒙 = 7⇒𝒙 =
7
5
= 1/4  

 در معادله ی بالا کمان هر دو طرف ( مانند معادلات لگاريتمی. )را منفی نکند 𝐥𝐧جوابی قابل قبول است که کمان  𝐥𝐧در معادلات شامل 
𝐥𝐧تساوی  4𝒙 − 5 = 𝐥𝐧 2 − 𝒙  به ازای𝒙 =  .  بزرگتر از صفر است 1/4
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𝒆𝒙 )ه − 1 = 3 − 2𝒆𝒙  𝒙 = 𝒚 ⇒𝒙=±𝒚
𝒆𝒙 − 1 = ± 3 − 2𝒆𝒙  

⇒

𝒆𝒙 − 1 = 3 − 2𝒆𝒙 ⇒ 𝒆𝒙 + 2𝒆𝒙 = 3 + 1 ⇒ 3𝒆𝒙 = 4 ⇒ 𝒆𝒙 =
4
3

يريمگ یم   𝐥𝐧 رفينط زا 
𝐥𝐧 𝒆𝒙 = 𝐥𝐧

4
3

⇒ 𝒙 𝐥𝐧 𝒆 = 𝐥𝐧
4
3
𝐥𝐧 𝒆=1

𝒙 = 𝐥𝐧
4
3
                                                                                                               

𝒆𝒙 − 1 = −3 + 2𝒆𝒙 ⇒ 𝒆𝒙 − 2𝒆𝒙 = −3 + 1 ⇒ −𝒆𝒙 = −2 ⇒ 𝒆𝒙 = 2
يريمگ یم   𝐥𝐧 رفينط زا 

𝐥𝐧 𝒆𝒙 = 𝐥𝐧 2
𝐥𝐧 𝒆=1

𝒙 = 𝐥𝐧
4
3
                                   

 

𝐥𝐧 )و 2𝒙 − 1 + 𝐥𝐧 𝒙 − 7 = 𝐥𝐧7 
گاریتمل واصخ 

𝐥𝐧 2𝒙 − 1 𝒙 − 7 = 𝐥𝐧7 ⇒ 2𝒙 − 1 𝒙 − 7 = 7 

⇒ 2𝒙2 − 15𝒙 + 7 = 7 ⇒ 2𝒙2 − 15𝒙 = 0 ⇒ 𝒙 2𝒙 − 15 = 0 ⇒  

𝒙 = .ق.ق 0              غ

𝒙 =
15
2
= 7/5          

 

 :را چنان تعیین کنید که 𝒚و  𝒙اعداد حقیقی : مثال

 

𝐥𝐧 𝒙 + 𝐥𝐧 2𝒚 = 𝐥𝐧 𝒙𝒚 + 2 𝚰                            

𝐥𝐧 1 − 𝒙 + 𝐥𝐧 𝒚 + 1 = 𝐥𝐧 𝒚 − 𝒙 − 1  𝚰𝚰   
 

𝚰 ⇒ 𝐥𝐧 2𝒙𝒚 = 𝐥𝐧 𝒙𝒚 + 2 ⇒ 2𝒙𝒚 = 𝒙𝒚 + 2 ⇒ 2𝒙𝒚 = 𝒙𝒚 = 2 ⇒ 𝒙𝒚 = 2 ∗  

𝚰𝚰 ⇒ 𝐥𝐧 1 − 𝒙 𝒚 + 1 = 𝐥𝐧 𝒚 − 𝒙 − 1 ⇒ 1 − 𝒙 𝒚 + 1 = 𝒚 − 𝒙 − 1 ⇒ 𝒚 + 1 − 𝒙𝒚 − 𝒙 = 𝒚 − 𝒙 − 1 

⇒ 𝒙𝒚 = 2 ∗∗  
∗∗ ∗ و  زا 

2 = 2 ⇒  دستگاه بی شمار جواب دارد

:حل  
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:معادله ی مثلثاتی  

 .ناميميک زاويه مجهول نوشته می شوند را معادله مثلثاتی می نسبت های مثلثاتی معادلاتی که برحسب 

𝑐𝑜𝑠٢𝑥به عنوان مثال  + 𝑠𝑖𝑛𝑥 = ٢𝑐𝑜𝑠𝑥و  0 =  .معادله هايی مثلثاتی هستند... و  1

:حل معادله ی مثلثاتی  

برای حل هر معادله ی مثلثاتی از روابط مثلثاتی و دستورهای جبری مانند تجزيه کردن استفاده می کنيم تا معادله به صورت 
:پس از ساده کردن عبارت های مثلثاتی، معادله به يکی از صورت های زير حل می شود. ساده تری تبديل شود  

1( 𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝛼 ⇒  
𝑥 = ٢𝑘𝜋 + 𝜋 − 𝛼

𝑥 = ٢𝑘𝜋 + 𝛼       
 

٢( 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝛼 ⇒ 𝑥 = ٢𝑘𝜋 ± 𝛼 

3( 𝑡𝑎𝑛𝑥 = 𝑡𝑎𝑛𝛼 ⇒ 𝑥 = 𝑘𝜋 + 𝛼 

4( 𝑐𝑜𝑡g𝑥 = 𝑐𝑜𝑡g𝛼 ⇒ 𝑥 = 𝑘𝜋 + 𝛼 

𝑠𝑖𝑛𝑥اگر داشته باشيم  : حالت اول = a  1−که ≤ a ≤ aرا چنان می يابيم که  𝛼ابتدا زوايه ی . 1 = 𝑠𝑖𝑛𝛼  . 
 :در اين صورت داريم

aاگر : تذکر > aيا  1 <  .در اين صورت معادله ی مثلثاتی چواب ندارد 1−

𝑐𝑜𝑠𝑥اگر داشته باشيم  : حالت دوم = a  1−که ≤ a ≤ aرا چنان می يابيم که  𝛼ابتدا زوايه ی . 1 = 𝑐𝑜𝑠𝛼  . 
 :در اين صورت داريم

aاگر : تذکر > aيا  1 <  .در اين صورت معادله ی مثلثاتی چواب ندارد 1−

𝑡𝑎𝑛𝑥اگر داشته باشيم  : حالت سوم = a  ابتدا زوايه ی𝛼  را چنان می يابيم کهa = 𝑡𝑎𝑛𝛼  .در اين صورت داريم: 

𝑐𝑜𝑡g𝑥اگر داشته باشيم  : حالت چهارم = a  ابتدا زوايه ی𝛼  را چنان می يابيم کهa = 𝑐𝑜𝑡g𝛼  .در اين صورت داريم: 
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چند حالات خاص زير می توان امّا در هرچند که روابط گفته شده برای حل معادلات مثلثاتی همواره برقرار است : حالات خاص
.سريع تر جواب معادله را به دست آورد  

1( 𝑠𝑖𝑛𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = ٢𝑘𝜋 +
𝜋

٢
 

٢( 𝑠𝑖𝑛𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑘𝜋 

3( 𝑠𝑖𝑛𝑥 = −1 ⇒ 𝑥 = ٢𝑘𝜋 −
𝜋

٢
 

4( 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = ٢𝑘𝜋 

5( 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑘𝜋 +
𝜋

٢
 

6( 𝑐𝑜𝑠𝑥 = −1 ⇒ 𝑥 = ٢𝑘 + 1 𝜋 

7) 𝑡𝑎𝑛𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑘𝜋 8) 𝑐𝑜𝑡g𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑘𝜋 +
𝜋

٢
 

 زاویه
0 

𝝅

6
 

𝝅

4
 

𝝅

3
 

𝝅

2
 𝝅 

3𝝅
2

 

0 30 45 60 90 180 270 

𝒔𝒊𝒏𝜽 0 
1
٢

 
٢

٢
 

3
٢

 1 0 −1 

𝒄𝒐𝒔𝜽 1 3
٢

 
٢

٢
 

1
٢

 0 −1 0 

𝒕𝒂𝒏𝜽 0 3
3

 تعريف نشده 0 تعريف نشده 3 1 

𝒄𝒐𝒕𝜽 1 3 تعريف نشده 
3

3
 0 تعريف نشده 0 

:زاویه ها و اندازه ی نسبت های مثلثاتی آن ها  
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:فرمول های مثلثاتی  

1) 𝑠𝑖𝑛٢𝑥 + 𝑐𝑜𝑠٢𝑥 = 1 ⇒  
𝑠𝑖𝑛٢𝑥 = 1 − 𝑐𝑜𝑠٢𝑥

𝑐𝑜𝑠٢𝑥 = 1 − 𝑠𝑖𝑛٢𝑥
 

3)𝑠𝑖𝑛٢𝑥 + 𝑐𝑜𝑠٢𝑥 = 1 ⇒
𝑠𝑖𝑛٢𝑥

𝑠𝑖𝑛٢𝑥
+
𝑐𝑜𝑠٢𝑥

𝑠𝑖𝑛٢𝑥
=

1

𝑠𝑖𝑛٢𝑥
⇒ 1 + 𝑐𝑜𝑡g٢𝑥 =

1

𝑠𝑖𝑛٢𝑥
 

4) 𝑠𝑖𝑛٢𝑥 = ٢𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 

5) 𝑐𝑜𝑠٢𝑥 = 𝑐𝑜𝑠٢𝑥 − 𝑠𝑖𝑛٢𝑥 ⇒  
𝑐𝑜𝑠٢𝑥 = ٢𝑐𝑜𝑠٢𝑥 − 1

𝑐𝑜𝑠٢𝑥 = 1 − ٢𝑠𝑖𝑛٢𝑥
 

٢)𝑠𝑖𝑛٢𝑥 + 𝑐𝑜𝑠٢𝑥 = 1 ⇒
𝑠𝑖𝑛٢𝑥

𝑐𝑜𝑠٢𝑥
+
𝑐𝑜𝑠٢𝑥

𝑐𝑜𝑠٢𝑥
=

1

𝑐𝑜𝑠٢𝑥
⇒ 1 + 𝑡𝑎𝑛٢𝑥 =

1

𝑐𝑜𝑠٢𝑥
 

6) 𝑠𝑖𝑛 𝑎 ± 𝑏 = 𝑠𝑖𝑛𝑎𝑐𝑜𝑠𝑏 ± 𝑐𝑜𝑠𝑎𝑠𝑖𝑛𝑏 

7) 𝑐𝑜𝑠 𝑎 ± 𝑏 = 𝑐𝑜𝑠𝑎𝑐𝑜𝑠𝑏 ∓ 𝑠𝑖𝑛𝑎𝑠𝑖𝑛𝑏 
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:نسبت های مثلثاتی کمان های مختلف  

 
𝑠𝑖𝑛 −𝛼 = −𝑠𝑖𝑛𝛼 
𝑐𝑜𝑠 −𝛼 = 𝑐𝑜𝑠𝛼    
𝑡𝑎𝑛 −𝛼 = −𝑡𝑎𝑛𝛼

  
𝑠𝑖𝑛 𝜋 − 𝛼 = 𝑠𝑖𝑛𝛼    
𝑐𝑜𝑠 𝜋 − 𝛼 = −𝑐𝑜𝑠𝛼
𝑡𝑎𝑛 𝜋 − 𝛼 = −𝑡𝑎𝑛𝛼

  
𝑠𝑖𝑛 𝜋 + 𝛼 = −𝑠𝑖𝑛𝛼    
𝑐𝑜𝑠 𝜋 + 𝛼 = −𝑐𝑜𝑠𝛼    
𝑡𝑎𝑛 𝜋 + 𝛼 = 𝑡𝑎𝑛𝛼       

  

 
𝑠𝑖𝑛 ٢𝜋 − 𝛼 = −𝑠𝑖𝑛𝛼    
𝑐𝑜𝑠 ٢𝜋 − 𝛼 = +𝑐𝑜𝑠𝛼   
𝑡𝑎𝑛 ٢𝜋 − 𝛼 = −𝑡𝑎𝑛𝛼   

  
𝑠𝑖𝑛 ٢𝜋 + 𝛼 = +𝑠𝑖𝑛𝛼    
𝑐𝑜𝑠 ٢𝜋 + 𝛼 = +𝑐𝑜𝑠𝛼   
𝑡𝑎𝑛 ٢𝜋 + 𝛼 = +𝑡𝑎𝑛𝛼   

 

𝑠𝑖𝑛
𝜋

٢
− 𝛼 = 𝑐𝑜𝑠𝛼

𝑐𝑜𝑠
𝜋

٢
− 𝛼 = 𝑠𝑖𝑛𝛼 

𝑡𝑎𝑛
𝜋

٢
− 𝛼 = 𝑐𝑜𝑡g𝛼

 

𝑠𝑖𝑛
𝜋

٢
+ 𝛼 = 𝑐𝑜𝑠𝛼     

𝑐𝑜𝑠
𝜋

٢
+ 𝛼 = −𝑠𝑖𝑛𝛼  

𝑡𝑎𝑛
𝜋

٢
+ 𝛼 = −𝑐𝑜𝑡g𝛼

  

𝑠𝑖𝑛
3𝜋
٢
− 𝛼 = −𝑐𝑜𝑠𝛼

𝑐𝑜𝑠
3𝜋
٢
− 𝛼 = −𝑠𝑖𝑛𝛼 

𝑡𝑎𝑛
3𝜋
٢
− 𝛼 = 𝑐𝑜𝑡g𝛼

 

𝑠𝑖𝑛
3𝜋
٢
+ 𝛼 = −𝑐𝑜𝑠𝛼

𝑐𝑜𝑠
3𝜋
٢
+ 𝛼 = +𝑠𝑖𝑛𝛼 

𝑡𝑎𝑛
3𝜋
٢
+ 𝛼 = −𝑐𝑜𝑡g𝛼
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𝜋برابر مقادير منفی باشند، از   𝑐𝑜𝑡𝑥و   𝑐𝑜𝑠𝑥در حالتی که : نکته − 𝛼  مثلا اگر  . استفاده می کنيم𝑐𝑜𝑠𝑥 = −
1
 در اين  ٢

𝑐𝑜𝑠𝑥صورت   = 𝑐𝑜𝑠 𝜋 −
𝜋

3 . 

𝑠𝑖𝑛𝑥مثلا اگر  . استفاده می کنيم  𝛼−برابر مقادير منفی باشند، از   𝑡𝑎𝑛𝑥و   𝑠𝑖𝑛𝑥در حالتی که  = −
1
 در اين  ٢

𝑠𝑖𝑛𝑥صورت   = 𝑠𝑖𝑛 −
𝜋

6 . 

:انواع معادلات مثلثاتی  

:معادلات ساده ی مثلثاتی نوع اول( الف  

.معادلاتی که شامل يکی از مقادير نسبت های مثلثاتی زاويه ی مجهول باشد را، معادله ی مثلثاتی نوع اول می گوييم  

.معادلات مثلثاتی زير را حل کنيد و جواب های کلی آن را بيابيد: مثال  

1( ٢ 𝑠𝑖𝑛𝑥 − 3 = 0 

:حل  

٢ 𝑠𝑖𝑛𝑥 − 3 = 0 ⇒ ٢ 𝑠𝑖𝑛𝑥 = 3 ⇒ 𝑠𝑖𝑛𝑥 =
3

٢
⇒ 𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑠𝑖𝑛

𝜋

3
 ⇒

𝑥 = ٢𝑘𝜋 + 𝜋 −
𝜋

3

𝑥 = ٢𝑘𝜋 +
𝜋

3
      

 

٢ )٢ 𝑐𝑜𝑠𝑥 − ٢ = 0 

٢ 𝑐𝑜𝑠𝑥 − ٢ = 0 ⇒ ٢ 𝑐𝑜𝑠𝑥 = ٢ ⇒ 𝑐𝑜𝑠𝑥 =
٢

٢
⇒ 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑐𝑜𝑠

𝜋

4
⇒ 𝑥 = ٢𝑘𝜋 ±

𝜋

4
 

⇒

𝑥 = ٢𝑘𝜋 +
٢𝜋
3

𝑥 = ٢𝑘𝜋 +
𝜋

3
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3( ٢ 𝑠𝑖𝑛𝑥 + ٢ = 0 

٢ 𝑠𝑖𝑛𝑥 + ٢ = 0 ⇒ ٢ 𝑠𝑖𝑛𝑥 = − ٢ ⇒ 𝑠𝑖𝑛𝑥 =
− ٢

٢
⇒ 𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑠𝑖𝑛 −

𝜋

4
 ⇒

𝑥 = ٢𝑘𝜋 + 𝜋 − −
𝜋

4

𝑥 = ٢𝑘𝜋 + −
𝜋

4
           

 

⇒

𝑥 = ٢𝑘𝜋 + 𝜋 +
𝜋

4

𝑥 = ٢𝑘𝜋 −
𝜋

4
        

 ⇒

𝑥 = ٢𝑘𝜋 +
5𝜋
4

𝑥 = ٢𝑘𝜋 −
𝜋

4
        

 

4( ٢ 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 1 = 0 

٢ 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 1 = 0 ⇒ ٢𝑐𝑜𝑠𝑥 = −1 ⇒ 𝑐𝑜𝑠𝑥 = −
1
٢
⇒ 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑐𝑜𝑠 𝜋 −

𝜋

3
⇒ 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑐𝑜𝑠

٢𝜋
3

 

⇒ 𝑥 = ٢𝑘𝜋 ±
٢𝜋
3

 

4𝑐𝑜𝑠٢𝑥معادله ی : مثال − 9𝑐𝑜𝑠𝑥 + 5 =  .را حل کنيد و جواب های کلی آن را به دست آوريد 0

𝑐𝑜𝑠𝑥فرض درجه دوم شبيه است با معادله ی معادله به يک اين : حل = 𝑡 4: داريم𝑡٢ − 9𝑡 + 5 = 0 

𝑡1 .چون جمع ضرايب صفر است بنابراين يکی از ريشه ها              و ديگری                      است = 1 𝑡٢ =
𝑐

𝑎
=

5
4

 

⇒

𝑡1 = 1 ⇒ 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 1
اصخ التح 

𝑥 = ٢𝑘𝜋                                                 

𝑡٢ =
5
4
⇒ 𝑐𝑜𝑠𝑥 =

5
4
− پس جواب غير قابل قبول است; 1 ≤ 𝑐𝑜𝑠𝑥 ≤ چون 1
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٢𝑡𝑎𝑛٢𝑥معادله ی : مثال − 3𝑡𝑎𝑛𝑥 + 1 =  .را حل کنيد و جواب های کلی آن را به دست آوريد 0

𝑡𝑎𝑛𝑥فرض درجه دوم شبيه است با معادله ی يک نيز به معادله اين : حل = 𝑡 ٢: داريم𝑡٢ − 3𝑡 + 1 = 0 

𝑡1 .چون جمع ضرايب صفر است بنابراين يکی از ريشه ها              و ديگری                      است = 1 𝑡٢ =
𝑐

𝑎
=

1
٢

 

⇒

𝑡1 = 1 ⇒ 𝑡𝑎𝑛𝑥 = 1 ⇒ 𝑡𝑎𝑛𝑥 = 𝑡𝑎𝑛
𝜋

4
⇒ 𝑥 = 𝑘𝜋 +

𝜋

4
                     

𝑡٢ =
1
٢
⇒ 𝑡𝑎𝑛𝑥 =

1
٢
;                                                                              

 

𝑡𝑎𝑛𝑥 = 𝑡𝑎𝑛𝛼 

زاويه ای است که تانژانت آن برابر  𝛼چون جواب آن را نمی دانيم، فرض می کنيم که )
1
 .(است ٢

                                                                                                                                            
 

٢𝑐𝑜𝑠3𝑥معادله ی : مثال − 𝑐𝑜𝑠𝑥 =  .را حل کنيد و جواب های کلی آن را به دست آوريد 0

 .فاکتورگيری می کنيم 𝑐𝑜𝑠𝑥ابتدا از  :حل

𝑐𝑜𝑠𝑥 ٢𝑐𝑜𝑠٢𝑥 − 1 = 0 ⇒

𝑐𝑜𝑠𝑥 = 0 
اصخ التح 

 𝑥 = 𝑘𝜋 +
𝜋

٢
                                                       

٢𝑐𝑜𝑠٢𝑥 − 1 = 0 ⇒ ٢𝑐𝑜𝑠٢𝑥 = 1 ⇒ 𝑐𝑜𝑠٢𝑥 =
1
٢
⇒ 𝑐𝑜𝑠𝑥 = ±

٢
٢

 

⇒

𝑐𝑜𝑠𝑥 = +
٢

٢
⇒ 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑐𝑜𝑠

𝜋

4
⇒ 𝑥 = ٢𝑘 ±

𝜋

4
                                   

𝑐𝑜𝑠𝑥 = −
٢

٢
⇒ 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑐𝑜𝑠 𝜋 −

𝜋

4
= 𝑐𝑜𝑠

3𝜋
4
⇒ 𝑥 = ٢𝑘𝜋 ±

3𝜋
4
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𝑡𝑎𝑛٢𝑥معادله ی : مثال =  .را به دست آوريد 0,٢𝜋را حل کرده و جواب های در بازه ی  3

𝑡𝑎𝑛٢𝑥 = 3 ⇒ 𝑡𝑎𝑛𝑥 = ± 3 ⇒

𝑡𝑎𝑛𝑥 = 3 ⇒ 𝑡𝑎𝑛𝑥 = 𝑡𝑎𝑛
𝜋

3
⇒ 𝑥 = 𝑘𝜋 +

𝜋

3
            

𝑡𝑎𝑛𝑥 = − 3 ⇒ 𝑡𝑎𝑛𝑥 = 𝑡𝑎𝑛 −
𝜋

3
⇒ 𝑥 = 𝑘𝜋 −

𝜋

3

 

 .را می دهيم تا جواب های مورد نظر به دست آيد... و  ٢±و  1±و  0به  اعداد صحيح  𝑘برای يافتن جواب های مورد نظر در بازه ی 

٢ 1 0 −1 𝑘 

7𝜋
3

 
4𝜋
3

 
𝜋

3
 −

٢𝜋
3

 𝑥 = 𝑘𝜋 +
𝜋

3
 

5𝜋
3

 
٢𝜋
3

 −
𝜋

3
 −

4𝜋
3

 𝑥 = 𝑘𝜋 −
𝜋

3
 

:معادلات ساده ی مثلثاتی نوع دوم( ب  

.باشد را معادله ی مثلثاتی نوع دوم می گوييممجهول می زاويه ی مثلثاتی شامل مقادير چند نسبت مثلثاتی معادله   

ها به يک نسبت، يا تجزيه تبديل نسبت تمام جملات در يک طرف تساوی و انتقال حل اين گونه معادلات ممکن است با برای 
.آوريمهای معادله را به دست بعد جواب ها بتوان معادله را به معادلات ساده تر تبديل کرده و به عامل   

𝑐𝑜𝑠٢𝑥معادلاتی مانند : مثال + 𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑡𝑎𝑛𝑥و  1 + ٢𝑐𝑜𝑡g𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥و  3 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 =  که چند نسبت  0
 .را در بر می گيرند، معادلات ساده ی مثلثاتی نوع دوم می باشند 𝑥مثلثاتی از زاويه ی 
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٢𝑠𝑖𝑛٢𝑥معادله ی مثلثاتی : مثال = 𝑐𝑜𝑠𝑥 −  .را حل کنيد 1

:داريم. تبديل کردکسينوس می توان همه نسبت ها را به : حل  

𝑠𝑖𝑛٢𝑥 = 1 − 𝑐𝑜𝑠٢𝑥 ⇒ ٢ 1 − 𝑐𝑜𝑠٢𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 − 1 ⇒ ٢ − ٢𝑐𝑜𝑠٢𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 − 1 

⇒ ٢𝑐𝑜𝑠٢𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥 − 3 = 0
𝑐𝑜𝑠𝑥=𝑡

٢𝑡٢ + 𝑡 − 3 = 0
ستا فرص  رايبض  معج 

𝑡1 = 1 , 𝑡٢ =
−3
٢

 

⇒

𝑡1 = 1 ⇒ 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 1
اصخ التح 

𝑥 = ٢𝑘𝜋

𝑡٢ =
−3
٢
⇒ 𝑐𝑜𝑠𝑥 =

−3
٢
< .ق.ق)1− (غ

 

𝑡𝑎𝑛𝑥معادله ی مثلثاتی : مثال − ٢𝑐𝑜𝑡g𝑥 =  .را حل کنيد 1

:معادله بايد قرار دهيمبرای حل اين : حل  𝑐𝑜𝑡g𝑥 =
1

𝑡𝑎𝑛𝑥
:در اين صورت معادله به صورت زير در می آيد   

𝑡𝑎𝑛𝑥 − ٢ ×
1

𝑡𝑎𝑛𝑥
= 1 ⇒ 𝑡𝑎𝑛𝑥 −

٢
𝑡𝑎𝑛𝑥

= 1 

𝑡𝑎𝑛𝑥چون  ≠  .ضرب می کنيم 𝑡𝑎𝑛𝑥پس طرفين معادله را در  0

𝑡𝑎𝑛𝑥 𝑡𝑎𝑛𝑥 −
٢

𝑡𝑎𝑛𝑥
= 𝑡𝑎𝑛𝑥 1 ⇒ 𝑡𝑎𝑛٢𝑥 − ٢ = 𝑡𝑎𝑛𝑥 ⇒ 𝑡𝑎𝑛٢𝑥 − 𝑡𝑎𝑛𝑥 − ٢ = 0

𝑡𝑎𝑛𝑥=𝑡
 

 

𝑡٢ − 𝑡 − ٢ = 0
𝑎−𝑏+𝑐=0

𝑡1 = −1 , 𝑡٢ =
−٢
1
= −٢ ⇒  

𝑡1 = −1 ⇒ 𝑡𝑎𝑛𝑥 = 𝑡𝑎𝑛 −
𝜋

4
⇒ 𝑥 = 𝑘𝜋 −

𝜋

4

𝑡٢ = −٢ ⇒ 𝑡𝑎𝑛𝑥 = −٢ ⇒ 𝑥 = 𝑘𝜋 + 𝛼           

 

𝛼چون جواب آن را نمی دانيم، فرض می کنيم که ) ٢−زاويه ای است که تانژانت آن برابر   .(است    52 



𝑠𝑖𝑛𝑥معادله ی مثلثاتی : مثال + 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + 1 =  .را حل کنيد 0

 :به معادله ی زير می رسيم 𝑠𝑖𝑛𝑥در جملات حاوی  𝑠𝑖𝑛𝑥با فاکتورگيری از : حل

𝑠𝑖𝑛𝑥 1 + 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 1 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 1 = 0 

⇒

𝑐𝑜𝑠𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑐𝑜𝑠𝑥 = −1
اصخ التح 

𝑥 = ٢𝑘𝜋 + 𝜋

𝑠𝑖𝑛𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑠𝑖𝑛𝑥 = −1
اصخ التح 

𝑥 = ٢𝑘𝜋 −
𝜋

٢

 

𝑐𝑜𝑠٢𝑥 .معادله ی                                      را حل کنيد: مثال = 𝑠𝑖𝑛
𝜋

٢
− 𝑥  

𝑠𝑖𝑛 :بنابراين معادله به صورت زير در می آيد                                    می دانيم  : حل
𝜋

٢
− 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 

𝑐𝑜𝑠٢𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 ⇒ ٢𝑥 = ٢𝑘𝜋 ± 𝑥 ⇒  
٢𝑥 = ٢𝑘𝜋 + 𝑥 ⇒ ٢𝑥 − 𝑥 = ٢𝑘𝜋 ⇒ 𝑥 = ٢𝑘𝜋                            

٢𝑥 = ٢𝑘𝜋 − 𝑥 ⇒ ٢𝑥 + 𝑥 = ٢𝑘𝜋 ⇒ 3𝑥 = ٢𝑘𝜋 ⇒ 𝑥 =
٢
3
𝑘𝜋   

 

𝑐𝑜𝑠٢𝑥از تساوی : روش دوم = ٢𝑐𝑜𝑠٢𝑥 − 𝑐𝑜𝑠٢𝑥استفاده کرده و در معادله   1 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 جايگذاری می کنيم. 

٢𝑐𝑜𝑠٢𝑥 − 1 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 حل به عهده دانش آموز  

𝑠𝑖𝑛4𝑥معادله ی مثلثاتی : مثال + 𝑠𝑖𝑛3𝑥 = , 0را حل کرده و جواب های در بازه ی  0 𝜋 را بيابيد. 
:حل  

𝑠𝑖𝑛4𝑥 + 𝑠𝑖𝑛3𝑥 = 0 ⇒ 𝑠𝑖𝑛4𝑥 = −𝑠𝑖𝑛3𝑥 ⇒ 𝑠𝑖𝑛4𝑥 = 𝑠𝑖𝑛 −3𝑥  

4𝑥 = ٢𝑘𝜋 + 𝜋 − −3𝑥 ⇒ 4𝑥 − 3𝑥 = ٢𝑘𝜋 + 𝜋 ⇒ 𝑥 = ٢𝑘𝜋 + 𝜋 

4𝑥 = ٢𝑘𝜋 + −3𝑥 ⇒ 4𝑥 + 3𝑥 = ٢𝑘𝜋 ⇒ 7𝑥 = ٢𝑘𝜋 ⇒ 𝑥 =
٢
7
𝑘𝜋 

⇒   
-  53 



.معادله های مثلثاتی زير را حل کنيد: مثال  

𝑐𝑜𝑠 (الف
3𝜋
٢
− 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛٢𝑥 

𝑐𝑜𝑠 :روش اول. بنابراين داريم                          :                  می دانيم: حل
3𝜋
٢
− 𝑥 = −𝑠𝑖𝑛𝑥 

−𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑠𝑖𝑛٢𝑥 ⇒ 𝑠𝑖𝑛٢𝑥 = 𝑠𝑖𝑛 −𝑥 ⇒  

٢𝑥 = ٢𝑘𝜋 + 𝜋 − −𝑥 ⇒ ٢𝑥 = ٢𝑘𝜋 + 𝜋 + 𝑥
⇒ 𝑥 = ٢𝑘𝜋 + 𝜋                                                   

٢𝑥 = ٢𝑘𝜋 + −𝑥 ⇒ 3𝑥 = ٢𝑘𝜋 ⇒ 𝑥 =
٢
3
𝑘𝜋

 

𝑠𝑖𝑛٢𝑥از تساوی : روش دوم = ٢𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥  استفاده کرده و در معادله ی−𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑠𝑖𝑛٢𝑥 جايگذاری می کنيم. 

٢𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 = −𝑠𝑖𝑛𝑥 ⇒ ٢𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 = 0 حل به عهده دانش آموز  

 (ب
٢

𝑡𝑎𝑛𝑥 + 𝑐𝑜𝑡g𝑥
=

1
٢

 
:حل  

٢
𝑡𝑎𝑛𝑥 + 𝑐𝑜𝑡g𝑥

=
1
٢

سطينو رفينط 
𝑡𝑎𝑛𝑥 + 𝑐𝑜𝑡g𝑥 = 4 ⇒

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥
+
𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
= 4

شترکم خرجم  𝑠𝑖𝑛٢𝑥 + 𝑐𝑜𝑠٢𝑥
𝑐𝑜𝑠𝑥. 𝑠𝑖𝑛𝑥

= 4 

𝑠𝑖𝑛٢𝑥+𝑐𝑜𝑠٢𝑥=1 1
𝑠𝑖𝑛𝑥. 𝑐𝑜𝑠𝑥

= 4
سطينو رفينط 

4𝑠𝑖𝑛𝑥. 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 1 ⇒ ٢ ٢𝑠𝑖𝑛𝑥. 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 1
٢𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥=𝑠𝑖𝑛٢𝑥

 

٢𝑠𝑖𝑛٢𝑥 = 1 ⇒ 𝑠𝑖𝑛٢𝑥 =
1
٢
⇒ 𝑠𝑖𝑛٢𝑥 = 𝑠𝑖𝑛

𝜋

6
⇒

٢𝑥 = ٢𝑘𝜋 + 𝜋 −
𝜋

6
⇒ ٢𝑥 = ٢𝑘𝜋 +

5𝜋
6

⇒ 𝑥 = 𝑘𝜋 +
5𝜋
1٢
                                       

٢𝑥 = ٢𝑘𝜋 +
𝜋

6
⇒ 𝑥 = 𝑘𝜋 +

𝜋

1٢
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 .زير را حل کرده و جواب های کلی آن ها را بیابیدمعادلات : تمرین

)1  2𝒔𝒊𝒏2𝒙 − 1 = 0 )2  2𝒄𝒐𝒔𝒙 + 3 = 0 

)3  𝒔𝒊𝒏2𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝒙 = 0 )4  𝒕𝒂𝒏𝒙 = 3𝒄𝒐𝒕𝐠𝒙 

)5  2𝒔𝒊𝒏22𝒙 − 𝒔𝒊𝒏2𝒙 − 1 = 0 )6  𝒔𝒊𝒏2𝒙 = 𝒄𝒐𝒔
𝝅

2
− 𝒙  

)7  𝒔𝒊𝒏2𝒙𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒄𝒐𝒔2𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙 = 1 )8  𝒄𝒐𝒔2𝒙 − 3𝒄𝒐𝒔𝒙 + 2 = 0 

)9  𝒄𝒐𝒔2𝒙 − 𝒔𝒊𝒏2𝒙 =
3

2
 )10  𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒄𝒐𝒔3𝒙 = 0 



وند بخشنده و مهربان  به نام خدا

:فصل سوم/پیش دانشگاهی تجربی/ 1ریاضی عمومی   

 مشتق توابع

1 
 



 .مقدار تابع را نسبت به مقدار متغير نشان می دهدچگونگی تغيير مشتق يک تابع، 

تکميليادآوری و   

.شديمسال گذشته با مفهوم مشتق توابع آشنا   

 .نيز تغييراتی می کند 𝑓(𝑥)، مقادير  𝑥با تغيير مقدارهای متغير  𝑓برای يک تابع مانند 

𝑓(𝑥0به  𝑓(𝑥0)دور شويم آن گاه مقدار تابع از  𝑥0واحد از  ℎ، اگر به اندازه ی  𝑓از دامنه ی تابع  𝑥0در يک نقطه مانند  + ℎ)  
 .تغيير می کند 

𝑓به اندازه ی  𝑓ميزان تغييرات  𝑥0 + ℎ − 𝑓(𝑥0)  و ميزان تغييرات𝑥  به اندازه یℎ است. 

ℎکسر                                     نسبت اين تغييرات را حساب می کند و حد آن در  ⟶ 𝑥0   𝑓در  𝑓مشتق ( در صورت وجود) 0 𝑥0 + ℎ − 𝑓(𝑥0)
ℎ

 

 :بنابراين داريم. نشان می دهيم 𝑓′(𝑥0)ناميده می شود و آن را با  

𝑓′ 𝑥0 = 𝑙𝑖𝑚
ℎ⟶0

𝑓 𝑥0 + ℎ − 𝑓(𝑥0)
ℎ

 

2  



𝑓مشتق تابع  : مثال 𝑥 = 𝑥  را در نقطه ی دلخواه مانند𝑥0   که𝑥0 ∈ (0,  .را با استفاده از تعريف مشتق حساب کنيد  (∞+

𝑓 𝑥 = 𝑥 ⇒  

𝑓 𝑥0 = 𝑥0                

𝑓 𝑥0 + ℎ = 𝑥0 + ℎ

 

𝑓′ 𝑥0 = 𝑙𝑖𝑚
ℎ⟶0

𝑓 𝑥0 + ℎ − 𝑓(𝑥0)
ℎ

= 𝑙𝑖𝑚
ℎ⟶0

𝑥0 + ℎ − 𝑥0
ℎ

=
0
0

 

بهاما فعر 
𝑙𝑖𝑚
ℎ⟶0

𝑥0 + ℎ − 𝑥0
ℎ

×
𝑥0 + ℎ + 𝑥0
𝑥0 + ℎ + 𝑥0

= 𝑙𝑖𝑚
ℎ⟶0

𝑥0 + ℎ − 𝑥0 𝑥0 + ℎ + 𝑥0
ℎ 𝑥0 + ℎ + 𝑥0

 

= 𝑙𝑖𝑚
ℎ⟶0

𝑥0 + ℎ
2
− 𝑥0

2

ℎ 𝑥0 + ℎ + 𝑥0
= 𝑙𝑖𝑚

ℎ⟶0
𝑥0 + ℎ − 𝑥0

ℎ 𝑥0 + ℎ + 𝑥0
= 𝑙𝑖𝑚

ℎ⟶0
ℎ

ℎ 𝑥0 + ℎ + 𝑥0
 

= 𝑙𝑖𝑚
ℎ⟶0

1

𝑥0 + ℎ + 𝑥0
=

1
𝑥0 + 0 + 𝑥0

=
1

𝑥0 + 𝑥0
=

1
2 𝑥0

⇒ 𝑓′ 𝑥0 =
1

2 𝑥0
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𝑙𝑖𝑚 .را به دست آوريد 2𝑓′(4)اگر                                                 باشد آن گاه حاصل  : مثال
ℎ⟶0

𝑓 𝑥 + ℎ − 𝑓(𝑥)

4ℎ
= 5𝑥 

𝑙𝑖𝑚
ℎ⟶0

𝑓 𝑥 + ℎ − 𝑓(𝑥)

4ℎ
= 5𝑥 ⇒

1
4

𝑙𝑖𝑚
ℎ⟶0

𝑓 𝑥 + ℎ − 𝑓(𝑥)

ℎ
= 5𝑥

شتقم عريفت  1
4
𝑓′ 𝑥 = 5𝑥 ⇒ 𝑓′ 𝑥 = 20𝑥 

⇒ 𝑓′ 4 = 20 4 = 80 ⇒ 2𝑓′ 𝑥 = 2 80 = 160 

:حل  

𝑙𝑖𝑚 .را به دست آوريد 3𝑓′(2)اگر                                                 باشد آن گاه حاصل  : مثال
ℎ⟶0

𝑓 2 + ℎ − 𝑓(2)
3ℎ

= −
1
3

 

𝑙𝑖𝑚
ℎ⟶0

𝑓 2 + ℎ − 𝑓(2)
3ℎ

= −
1
3
⇒

1
3

𝑙𝑖𝑚
ℎ⟶0

𝑓 2 + ℎ − 𝑓(2)
ℎ

= −
1
3

شتقم عريفت  1
3
𝑓′ 2 = −

1
3
⇒ 𝑓′ 2 = −1 

:حل  

⇒ 3𝑓′ 2 = 3 −1 = −3 

 را که  𝑎در نقطه ی  𝑓باشد، در اين صورت مشتق تابع  𝑓نقطه ای متعلق به دامنه ی تابع  𝑎اگر : تعریفی دیگر برای مشتق
 :نمايش می دهيم از رابطه ی زير نيز می توانيم به دست آوريم 𝑓′(𝑎)با 

𝑓′ 𝑎 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶𝑎

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
 

𝑥0در نقطه ی  𝑓هم چنين اگر بخواهيم مشتق تابع  ∈ D𝑓 را به دست آوريم، به صورت زير است: 

𝑓′ 𝑥0 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶𝑥0

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥0)
𝑥 − 𝑥0
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𝑎مشتق تابع                   را در نقطه ی : مثال ∈ D𝑓 به دست آوريد. 𝑓 𝑥 =
1
𝑥

 

:حل  

𝑓′ 𝑎 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶𝑎

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥⟶𝑎

1
𝑥 −

1
𝑎

𝑥 − 𝑎
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥⟶𝑎

𝑎 − 𝑥
𝑥𝑎

𝑥 − 𝑎
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥⟶𝑎

− 𝑥 − 𝑎

𝑥𝑎 𝑥 − 𝑎
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥⟶𝑎

−1
𝑥𝑎

=
−1
𝑎𝑎

=
−1

𝑎2  

𝒚مشتق تابع : مثال = 𝒙3  را از طریق تعریف در نقطه ی دلخواه𝒙 = 𝒂 به دست آورید  . 

:طبق تعریف مشتق داریم: حل  

𝒇′ 𝒂 = 𝒍𝒊𝒎
𝒙⟶𝒂

𝒇 𝒙 − 𝒇(𝒂)

𝒙 − 𝒂
 

𝒇 𝒙 =𝒙3,𝒇 𝒂 =𝒂3
𝒇′ 𝒂 = 𝒍𝒊𝒎

𝒙⟶𝒂

𝒙3 − 𝒂3

𝒙 − 𝒂
=

0
0
⇒  مبهم

جزیهت ستفادها  اب  بهاما  فعر 
𝒍𝒊𝒎
𝒙⟶𝒂

𝒙 − 𝒂 𝒙2 + 𝒂𝒙 + 𝒂2

𝒙 − 𝒂
= 𝑙𝑖𝑚

𝒙⟶𝒂
𝒙2 + 𝒂𝒙 + 𝒂2 = 𝒂2 + 𝒂 × 𝒂 + 𝒂2 = 3𝒂2 
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: مشتق پذیری  

𝑙𝑖𝑚 اگر . تعريف شده باشد 𝑥0در يک بازه ی باز حول يک نقطه ی  𝑓فرض کنيم تابع 
ℎ⟶0

𝑓 𝑥0 + ℎ − 𝑓(𝑥0)
ℎ

 

′𝑓ناميده و با  𝑥0در  𝑓باشد، آن را مشتق تابع  متناهیو  موجوديا                                      𝑥0 نشان می دهيم. 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶𝑥0

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥0)
𝑥 − 𝑥0

 

: مشتق های يک طرفه  :بايد يکی از حدود زير را حساب کنيم 𝑥0در نقطه ی  𝑓تابع برای محاسبه مشتق همان طور که گفته شد،  

𝑙𝑖𝑚
ℎ⟶0

𝑓 𝑥0 + ℎ − 𝑓(𝑥0)
ℎ

 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶𝑥0

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥0)
𝑥 − 𝑥0

 

 آمده را مشتق چپ و چپ و راست را حساب کنيم، حدهای به دست ، حدهای در صورت نیازو ابتدا اگر در محاسبه اين حدها، 
 :به صورت زير نشان داده می شوند 𝑥0در  𝑓بنابراين مشتق های چپ و راست . می ناميم 𝑥0در  𝑓راست 

𝑙𝑖𝑚
ℎ⟶0+

𝑓 𝑥0 + ℎ − 𝑓(𝑥0)
ℎ

= 𝑓′ 𝑥0+  

𝑙𝑖𝑚
ℎ⟶0−

𝑓 𝑥0 + ℎ − 𝑓(𝑥0)
ℎ

= 𝑓′ 𝑥0−  

 : 𝑥0در نقطه ی  𝑓تابع  راستمشتق 

 یا

 : 𝑥0در نقطه ی  𝑓تابع  چپمشتق 

𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶𝑥0

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥0)
𝑥 − 𝑥0

= 𝑓′ 𝑥0+  
+ 

𝑙𝑖𝑚 یا
𝑥⟶𝑥0

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥0)
𝑥 − 𝑥0

= 𝑓′ 𝑥0−  
− 
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مساوی نباشند که در اين و راست محاسبه مشتق های چپ و راست ممکن است به حالاتی برخورد کنيم که مشتق های چپ در 
.سمت راست و چپ نقطه متفاوت استتابع در در اين حالت وضعيت نمودار . حالت گوييم تابع مشتق پذير نيست  

 بررسی نقاطی که تابع در آن نقاط مشتق پذیر نیست

 و ديگری يکی عدد »يا « متناهی و نابرابر» 𝑥0ولی مشتق چپ و راست تابع در نقطه ی پيوسته باشد  𝑥0در نقطه ی  𝑓اگر تابع ( الف
 .می گوييمنقطه ی زاويه دار منحنی مشتق پذير نيست و اين نقطه را  𝑥0در نقطه ی  𝑓باشد، در اين صورت می گوييم تابع «∞

 شود،  ∞−و ديگری  ∞+، يکی 𝑥0ولی مشتق چپ و راست تابع در نقطه ی پيوسته باشد  𝑥0در نقطه ی  𝑓اگر تابع ( ب

 .گوييممی بازگشتی نقطه ی مشتق پذير نيست و اين نقطه را  𝑥0در نقطه ی  𝑓در اين صورت می گوييم تابع 

 ولی مشتق چپ و راست تابع در نقطه یپيوسته باشد  𝑥0در نقطه ی  𝑓اگر تابع ( ج
  𝑥0 شود،  ∞−و يا هر دو  ∞+، هر دو 

 مشتق پذير نيست و  𝑥0در نقطه ی  𝑓در اين صورت می گوييم تابع 
 .گوييممی عطف نقطه ی نقطه را اين 
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𝑓مشتق های چپ و راست تابع  : مثال 𝑥 = 𝑥  را در نقطه ی𝑥0 =  .بررسی کنيد 0

𝑓ابتدا پيوستگی تابع : حل 𝑥 = 𝑥  در نقطه ی𝑥0 =  .را بررسی می کنيم 0

𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶0+

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶0−

𝑓(𝑥) = 𝑓 0 = 0 

:مشتق راست  
𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶𝑥0

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥0)
𝑥 − 𝑥0

= 𝑓′ 𝑥0+  
+ ⇒ 𝑓′ 0+  = 𝑙𝑖𝑚

𝑥⟶0+
𝑥 − 0
𝑥 − 0

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶0+

𝑥

𝑥
=
𝑥

𝑥
= 1 

:مشتق چپ  

𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶𝑥0

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥0)
𝑥 − 𝑥0

= 𝑓′ 𝑥0−  
− ⇒ 𝑓′ 0−  = 𝑙𝑖𝑚

𝑥⟶0−
𝑥 − 0
𝑥 − 0

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶0−

𝑥

𝑥
=
−𝑥

𝑥
= −1 

𝑥0نمودار اين تابع نيز نشان می دهد که در نقطه ی  =  و در سمت چپ،  0
𝑦نمودار تابع به صورت خط  = −𝑥  است 1−است و مماس بر آن دارای شيب. 

𝑦اما در سمت راست نقطه ی مذکور، نمودار تابع به صورت خط  = 𝑥  است 
 .است 1+و مماس بر آن دارای شيب 

𝑥0بنابراين و با توجه به مطالب گفته شده، نقطه ی  =  يک نقطه ی  0
𝑓زاويه دار برای منحنی  𝑥 = 𝑥 است. 
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𝑦در توابعی به شکل : نکته = 𝑓(𝑥)  اگر𝑥0  مشتق پذیر نیستداخل قدر مطلق باشد، تابع در اين نقطه ریشه ی ساده ی. 

 .مشتق پذیر استداخل قدر مطلق باشد، آن گاه تابع در اين نقطه ریشه ی تکراری  𝑥0اما اگر 

𝑦تابع : مثال = 𝑥 𝑥 − 2 3 𝑥 − 3  در چند نقطه نامشتق پذير است؟ 2

𝑥: ريشه های داخل قدر مطلق عبارتند از: حل = 𝑥 و 0 = 𝑥 و 2 = 𝑥که 3 = 𝑥ريشه ی ساده و 0 = 𝑥 و 2 =  ريشه های  3
𝑥پس طبق نکته ی بالا، تابع فقط در يک نقطه . تکراری داخل قدرمطلق می باشند =  .  نامشتق پذير است 0

.اگر دو منحنی بر هم مماس باشند، در اين صورت مشتق آن ها در نقطه ی تماس با هم برابر است: نکته  

𝑦اگر منحنی : مثال = 𝑥4 + 𝑥  و𝑦 = 𝑚𝑥3 + 𝑛  در𝑥 =  .را حساب کنيد 𝑚بر هم مماس باشند، مقدار  1−

سپس اين دو مقدار را مساوی هم قرار داده . طبق نکته ی قبل، ابتدا مشتق دو تابع در نقطه ی تماس را به دست می آوريم: حل
.تا مقدار مجهول به دست آيد  

 
𝑦 = 𝑥4 + 𝑥 ⇒ 𝑦′ = 4𝑥3 + 1

𝑥=−1
𝑦′ = 4 −1 3 + 1 = −3

𝑦 = 𝑚𝑥3 + 𝑛 ⇒ 𝑦′ = 3𝑚𝑥2 𝑥=−1
𝑦′ = 3𝑚 −1 2 = 3𝑚

 ⇒ −3 = −3𝑚 ⇒ 𝑚 = 1 

به عبارت . علامت مشتق در يک نقطه، نشان دهنده ی آن است که تابع در اطراف آن نقطه در حال افزايش است يا کاهش: نکته
.ديگر، علامت مشتق تابع، نشانگر وضعيت تابع از لحاظ صعودی بودن يا نزولی بودن است  

𝑓′(𝑥0)اگر  ≥ 𝑓′(𝑥0)است و اگر  صعودی 𝑥0در يک بازه حول  𝑓در اين صورت تابع  0 ≤  در يک  𝑓در اين صورت تابع  0
 .است نزولی 𝑥0بازه حول 

.اندازه یا مقدار مشتق نیز نشان می دهد شدت صعود یا نزول تابع چقدر است  
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𝑡سيبی را در لحظه ی : مثال = معادله ی حرکت آن به صورت . از زمين رو به بالا پرتاب می کنيم 0
𝑦 𝑡 = −5𝑡2 + 30𝑡 که  .است𝑦  بر حسب متر و𝑡 اين حرکت چند ثانيه طول می کشد و سرعت . بر حسب ثانيه است 

 سيب در لحظه ی آخر چقدر است؟

𝑦: در لحظه ای که سيب پرتاب می شود و سپس مجددا به زمين برمی گردد داريم: حل 𝑡 = 0 

𝑦 𝑡 = 0 ⇒ −5𝑡2 + 30𝑡 = 0 ⇒ −5𝑡 𝑡 − 6 = 0 ⇒  
−5𝑡 = 0 ⇒ 𝑡 = 0 
𝑡 − 6 = 0 ⇒ 𝑡 = 6

 

𝑡در لحظه ی  = 𝑡سيب پرتاب و در لحظه ی  0 =  .ثانيه طول کشيده است 6بنابراين اين حرکت . مجددا به زمين برگشته است 6

:برای به دست آوردن معادله ی سرعت، از معادله ی حرکت مشتق می گيريم  𝑣 𝑡 = 𝑦′ 𝑡 = −10𝑡 + 30 

⇒  
𝑣 0 = −10 0 + 30 = 30   

𝑣 6 = −10 6 + 30 = −30
 

𝑡در لحظه ی  = 𝑦مقدار مشتق عددی مثبت است و اين يعنی مقدار  0 𝑡 در حال افزايش است. 
𝑡اما در لحظه ی  = 𝑦مقدار مشتق عددی منفی است و اين يعنی مقدار  6 𝑡 در حال کاهش است. 

 ، آن است                                                   متحرکی روی يک خط افقی حرکت می کند که معادله ی حرکت : مثال
 منفی خطّ حرکت در جهت چه بازه زمانی متحرّک در جهت مثبت خطّ، حرکت می کند؟ در کدام بازه زمانی متحرّک در 

 کند؟ در کدام لحظه ها متحرّک تغيير جهت می دهد؟می 

s =
1
3
𝑡3 − 3𝑡2 + 8𝑡 + 10 

.سپس معادله ی سرعت را تعيين علامت می کنيم. با مشتق گيری از معادله ی حرکت، معادله ی سرعت را به دست می آوريم: حل  

𝑣 𝑡 = 𝑠′ 𝑡 = 𝑡2 − 6𝑡 + 8 ; 𝑣(𝑡)=0 ⇒ 𝑡2 − 6𝑡 + 8 = 0 ⇒ 𝑡 − 2 𝑡 − 4 = 0 ⇒  
𝑡 = 2
𝑡 = 4
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𝑡 

𝑡2 − 6𝑡 + 8 + − + 

2 4 

𝑡در بازه های زمانی  < 𝑡و  2 > 2متحرک در جهت مثبت، در بازه ی زمانی  4 < 𝑡 < 𝑡در جهت منفی و در  4 = 𝑡و  2 = 4  
 .متحرک تغيير جهت می دهد

𝑓سرعت صعود توابع : مثال 𝑥 = 𝑥  وg 𝑥 = 𝑥2 را با هم مقايسه کنيد. 

,0)با توجه به نمودار، اين دو تابع روی بازه ی : حل  .صعودی هستند و مشتق آن ها مثبت است (∞+

𝑓اما سرعت صعود  𝑥 = 𝑥  مدام در حال کاهش است ولی سرعت صعودg 𝑥 = 𝑥2   مدام 
 .اين مطلب علاوه بر نمودار، در مشتق آن ها نيز ديده می شود. در حال افزايش است

𝑓′ 𝑥 =
1

2 𝑥
 g′ 𝑥 = 2𝑥 

 .افزايش می يابد g′(𝑥)کاهش ولی مقدار  𝑓′(𝑥)مقدار  𝑥با افزايش 

𝑦سرعت صعود تابع : مثال = 𝑠𝑖𝑛𝑥 در چه نقطه ای از همه بيش تر است؟ 

11 

′𝒚: داریم. در چه نقطه ای بیشترین مقدار را دارد ′𝒚باید ببینیم : حل = 𝒄𝒐𝒔𝒙 

𝒙در  ′𝒚می دانیم تابع  = 𝒙و  0 = 2𝝅 بیشترین مقدار خود را دارد . 

.لذا سرعت صعود در این نقاط، بیش تر از سایر نقاط است  

𝒚به نمودار ) = 𝒔𝒊𝒏𝒙  و خطوط مماس در𝒙 = 𝒙و   0 = 2𝝅 توجه کنید). 

 



:فرمول های مشتق  

1) 𝑦 = 𝑎 𝑎 ∈ R ⇒ 𝑦′ = 0 2) 𝑦 = 𝑎 𝑥𝑛 ⇒ 𝑦′ = 𝑛𝑎𝑥𝑛−1 

3) 𝑦 = 𝑢𝑛 ⇒ 𝑦′ = 𝑛𝑢′𝑢𝑛−1 4) 𝑦 = 𝑢𝑣 ⇒ 𝑦′ = 𝑢′𝑣 + 𝑣′𝑢 

5) 𝑦 =
𝑢

𝑣
⇒ 𝑦′ =

𝑢′𝑣 − 𝑣′𝑢

𝑣2  6) 𝑦 = 𝑢 ⇒ 𝑦′ =
𝑢′

2 𝑢
 

7) 𝑦 = 𝑢𝑚 ⇒ 𝑦′ =
𝑢′

𝑚 𝑢𝑚−1𝑚
 8) 𝑦 = 𝑢𝑛

𝑚
⇒ 𝑦′ =

𝑛𝑢′

𝑚 𝑢𝑚−𝑛𝑚  

:مشتق توابع مثلثاتی  

1) 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑢 ⇒ 𝑦′ = 𝑢′𝑐𝑜𝑠𝑢 2) 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑢 ⇒ 𝑦′ = −𝑢′𝑠𝑖𝑛𝑢 

4) 𝑦 = 𝑐𝑜𝑡g𝑢 ⇒ 𝑦′ = −𝑢′(1 + 𝑐𝑜𝑡g2𝑢) 3) 𝑦 = 𝑡𝑎𝑛𝑢 ⇒ 𝑦′ = 𝑢′(1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑢) 

5) 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑢 ⇒ 𝑦′ = 𝑛𝑢′𝑐𝑜𝑠𝑢𝑠𝑖𝑛𝑛−1𝑢 6) 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑢 ⇒ 𝑦′ = −𝑛𝑢′𝑠𝑖𝑛𝑢𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑢 

7) 𝑦 = 𝑡𝑎𝑛𝑛𝑢 ⇒ 𝑦′ = 𝑛𝑢′(1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑢)𝑡𝑎𝑛𝑛−1𝑢 

7) 𝑦 = 𝑐𝑜𝑡g𝑛𝑢 ⇒ 𝑦′ = −𝑛𝑢′(1 + 𝑐𝑜𝑡g2𝑢)𝑐𝑜𝑡g𝑛−1𝑢 
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:مشتق تابع مرکب  

1) 𝒚 = 𝒇(𝒖)  ⇒ 𝒚′ = 𝒖′𝒇′(𝒖) 2) 𝒚 = 𝒇𝒐𝐠 𝒖 = 𝒇(𝐠 𝒖 )  ⇒ 𝒚′ = 𝒖′𝐠′(𝒖)𝒇′(𝐠 𝒖 ) 

.مشتق توابع زیر را حساب کنید: مثال  

𝒇 )الف 𝒙 = 𝒙2 + 1 
𝒙2+1=𝒖⇒𝒚= 𝒖⇒𝒚′=

𝒖′

2 𝒖
 𝒇′ 𝒙 =

𝒙2 + 1 ′

2 𝒙2 + 1
=

2𝒙

2 𝒙2 + 1
=

𝒙

𝒙2 + 1
 

𝒇 )ب 𝒙 = 𝒔𝒊𝒏4𝒙 
𝒚=𝒔𝒊𝒏𝒏𝒖 ⇒𝒚′=𝒏𝒖′𝒄𝒐𝒔𝒖𝒔𝒊𝒏𝒏−1𝒖 

 𝒇′ 𝒙 = 4𝒄𝒐𝒔𝒙𝒔𝒊𝒏3𝒙 

𝒇 )ج 𝒙 = 𝒔𝒊𝒏𝒙4 
𝒚=𝒔𝒊𝒏𝒖 ⇒𝒚′=𝒖′𝒄𝒐𝒔𝒖

 𝒇′ 𝒙 = 4𝒙3𝒄𝒐𝒔𝒙4 

13 

:مشتق توابع نمایی و لگاریتمی  

1) 𝑦 = 𝑒𝑥 ⇒ 𝑦′ = 𝑒𝑥 2) 𝑦 = 𝑒𝑢 ⇒ 𝑦′ = 𝑢′𝑒𝑢 

3) 𝑦 = ln 𝑥 ⇒ 𝑦′ =
1
𝑥

 4) 𝑦 = ln 𝑢 ⇒ 𝑦′ =
𝑢′

𝑢
 

.مشتق توابع زير را به دست آوريد: مثال  

1) 𝒚 = 𝒆𝒙
2
− 𝒆𝒄𝒐𝒔𝒙 ⇒ 𝒚′ = 2𝒙𝒆𝒙

2
− −𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒆𝒄𝒐𝒔𝒙 = 2𝒙𝒆𝒙

2
+ 𝒔𝒊𝒏𝒙𝒆𝒄𝒐𝒔𝒙 

2) 𝒚 = 𝒆2𝒙 + 𝒆−𝒙 + 2 ⇒ 𝒚′ = 2𝒆2𝒙 − 𝒆−𝒙 

5) 𝑦 = ln 𝑢 ⇒ 𝑦′ =
𝑢′

𝑢
 

 



3) 𝒚 = 𝒙𝒆𝒙
2−1 ⇒ 𝒚′ = 1 𝒆𝒙

2−1 + 𝒙 2𝒙 𝒆𝒙
2−1 = 𝒆𝒙

2−1 1 + 2𝒙2  

4) 𝒚 = 𝐥𝐧(1 + 𝒄𝒐𝒔2𝒙) ⇒ 𝒚′ =
−2𝒔𝒊𝒏𝒙𝒄𝒐𝒔𝒙

1 + 𝒄𝒐𝒔2𝒙
 

5) 𝒚 = 𝒔𝒊𝒏𝒙. 𝒆𝒄𝒐𝒔𝒙 ⇒ 𝒚′ = 𝒄𝒐𝒔𝒙 𝒆𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝒙 −𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒆𝒄𝒐𝒔𝒙 = 𝒆𝒄𝒐𝒔𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒔𝒊𝒏2𝒙  

14 

𝒚تابع   -7 = 𝒙3 − 𝒙2 − 𝒙 را در نظر بگیرید. 

:73مسائل صفحه ی   

 این تابع در چه بازه هایی صعودی و در چه بازه هایی نزولی است؟( الف
 ها را قطع می کند؟ 𝒙این تابع در چند نقطه محور ( ب

.ابتدا مشتق تابع را حساب کرده، سپس آن را تعیین علامت می کنیم( الف: حل  

𝒚 = 𝒙3 − 𝒙2 − 𝒙 ⇒ 𝒚′ = 3𝒙2 − 2𝒙 − 1
𝒚′=0

3𝒙2 − 2𝒙 − 1=0 ⇒  

𝒙1 = 1

𝒙2 = −
1
3

 

𝑥 

𝒚′ = 3𝒙2 − 2𝒙 − 1 + − + 

−
1
3

 1 

,1 با توجه به جدول، تابع در بازه های                     و  −,∞−) .صعودی و در بازه ی               نزولی می باشد (∞+
1
3
  −

1
3
, 1  

 



.منظور به دست آوردن ریشه های این تابع می باشد( ب  

𝒚 = 𝒙3 − 𝒙2 − 𝒙 ⇒ 𝒙3 − 𝒙2 − 𝒙 = 0
اکتورگیریف
𝒙 𝒙2 − 𝒙 − 1 = 0 ⇒

𝒙1 = 0

𝒙2 =
1 + 5

2

𝒙3 =
1 − 5

2
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′𝒇مطلوب است محاسبه ی                                         فرض کنیم     -12
−
′𝒇و  (3)

+
𝒙آیا این تابع در .  (3) = 3  

 مشتق پذیر است؟    

𝒇 𝒙 =  
2𝒙 + 5 ; 𝒙 ≤ 3

3𝒙 + 2 ; 𝒙 > 3
 

𝒙در نقطه ی  𝒇ابتدا پیوستگی تابع : حل =  .را بررسی می کنیم 3

lim
𝑥⟶3−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥⟶3−

2𝒙 + 5 = 11     

lim
𝑥⟶3+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥⟶3+

3𝒙 + 2 = 11

𝑓 3 = 11                              

𝒙در نقطه ی  𝒇تابع  ⇒  =  .پیوسته است 3

⇒ 𝒇′ 𝒙 =  
2         ; 𝒙 ≤ 3

3        ; 𝒙 > 3
 ⇒  

𝒇′
−

3 = 2

𝒇′
+

3 = 3   
 

𝒙در نقطه ی  𝒇چون مشتق چپ و راست  = 𝒙در نقطه ی  𝒇برابر نیستند، بنابراین تابع  3 =  .مشتق پذیر نیست 3

 



𝒙در نقطه ی  𝒇چون تابع : حل =  :یعنی. مشتق پذیر است، پس در این نقطه پیوسته نیز بوده است 2

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶2−

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶2+

𝒇(𝒙) = 𝒇 2  ∗  

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶2−

𝒇(𝒙)  = 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶2−

𝒙3 = 8                                          

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶2+

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶2+

𝒂𝒙2 + 𝒃𝒙 + 1 = 4𝒂 + 2𝒃 + 1

𝒇 2 = 4𝒂 + 2𝒃 + 1                                                  

 
∗

4𝒂 + 2𝒃 + 1 = 8 ⇒ 4𝒂 + 2𝒃 = 7 𝚰  

𝒙در نقطه ی  𝒇از طرفی چون تابع  =  .مشتق پذیر است، پس مشتق چپ و راست تابع در این نقطه با هم برابر است 2

⇒ 𝒚′ = 𝒇′ 𝒙 =  

2𝒂𝒙 + 𝒃 ; 𝒙 ≥ 2

3𝒙2        ; 𝒙 < 2
 ⇒  

𝒇′
+

2 = 4𝒂 + 𝒃

𝒇′
−

2 = 12   
 ⇒ 𝒇′

+
2 = 𝒇′

−
2 ⇒ 4𝒂 + 𝒃 = 12 𝚰𝚰  

𝜤 𝜤𝜤 و 
  

4𝒂 + 2𝒃 = 7

4𝒂 + 𝒃 = 12
 ⇒ 𝒃 = −5 , 𝒂 =

17
4

 16 

𝒙اگر این تابع در . مفروض است                                                      تابع                 -13 = 𝒚 مشتق پذیر باشد،     2 = 𝒇 𝒙 =  
𝒂𝒙2 + 𝒃𝒙 + 1        ; 𝒙 ≥ 2

𝒙3                            ; 𝒙 < 2
 

 .را به دست آورید 𝒃و  𝒂اعداد ثابت 
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𝒙در نقطه ی  𝒇ابتدا پیوستگی تابع : حل =  .را بررسی می کنیم 2
lim

𝑥⟶2−
𝑓(𝑥) = lim

𝑥⟶2−
−3𝒙 + 5 = −1     

lim
𝑥⟶2+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥⟶2+

𝒙2 − 2𝒙 − 1 = −1

𝑓 2 = −1                              

𝒙در نقطه ی  𝒇تابع  ⇒  =  .پیوسته است 2

⇒ 𝒇′ 𝒙 =  
−3         ; 𝒙 ≤ 2

2𝒙 − 2  ; 𝒙 > 2
 ⇒  

𝒇′
−

2 = −3

𝒇′
+

2 = 2   
 

𝒙در نقطه ی  𝒇چون مشتق چپ و راست  = 𝒙در نقطه ی  𝒇برابر نیستند، بنابراین تابع  2 =  .مشتق پذیر نیست 2

′𝒇مطلوب است محاسبه ی                                                  فرض کنیم     -14
−
′𝒇و  (2)

+
 آیا این تابع در.  (2)

 

 𝒙 =  مشتق پذیر است؟     2

𝒇 𝒙 =  

−3𝒙 + 5 ; 𝒙 ≤ 2

𝒙2 − 2𝒙 − 1 ; 𝒙 > 2
 

 



 معادله ی حرکت این ماشین روی محوری که بر . ماشینی با سرعت ثابت در حال حرکت است و ناگهان ترمز می کند تا بایستد: مثال

 زمان بر حسب ثانیه است که از نقطه ی شروع ترمز اندازه گیری شده 𝒕. خیابان منطبق است به صورت                                   است

 .بر حسب متر است 𝒙(𝒕)است و  

𝒙 𝒕 =
−𝒕2

2
+ 30𝒕 

ماشین پس از طی چند متر می ایستد؟( ب پس از ترمز کردن چند ثانیه طول می کشد که بایستد؟ ماشین( الف   

ثانیه می رسد؟ متر بر 2پس از چند ثانیه سرعت ماشین به ( د سرعت ماشین در لحظه ی ترمز کردن چه قدر بوده است؟( ج   

زمان آن به دست -معادله ی سرعت ماشین، پس از مشتق گیری از معادله ی مکان. لازم است معادله ی سرعت را به دست آوریم: حل  
.می آید  

𝒙 𝒕 =
−𝒕2

2
+ 30𝒕 ⇒ 𝒗 𝒕 = 𝒙′ 𝒕 =

−2𝒕
2

+ 30 ⇒ 𝒗 𝒕 = −𝒕 + 30 

𝒗: زمانی که ماشین می ایستد، داریم( الف 𝒕 = 0  

𝒗 𝒕 = 0 ⇒ 0 = −𝒕 + 30 ⇒ 𝒕 = 30𝒔 ⇒  ماشين 30 ثانيه پس از ترمز می ايستد

𝒕: زمان قرار می دهیم-در معادله ی سرعت( ج = 0  

𝒙 𝒕 =
−𝒕2

2
+ 30𝒕

𝒕=30
𝒙 30 =

− 30 2

2
+ 30 30 =

−900
2

+ 900 = −450 + 900 = 450 𝒎 

𝒕: زمان قرار می دهیم-در معادله ی مکان( ب = 30  

𝒕 = 0 ⇒ 𝒗(𝒕) = −0 + 30 ⇒ 𝒗(𝒕) = 30𝒎 𝒔  

𝒗(𝒕): زمان قرار می دهیم-در معادله ی سرعت( د = 2   

𝒗 𝒕 = −𝒕 + 30 ⇒ 2 = −𝒕 + 30 ⇒ 𝒕 = 28 
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:79مسائل صفحه ی   

𝒚تابع  -2 = 𝒙𝒆𝒙  را در نظر بگیرید که روی𝐑 این تابع در چه بازه هایی صعودی و در چه بازه هایی نزولی است؟.تعریف شده است 

.ابتدا مشتق تابع را حساب کرده، سپس آن را تعیین علامت می کنیم( الف: حل  

𝒚 = 𝒙𝒆𝒙 ⇒ 𝒚′ = 𝒆𝒙 + 𝒙𝒆𝒙 = 1 + 𝒙 𝒆𝒙 
𝑥 

𝑒𝑥 + + 

1 + 𝒙 − + 

1 + 𝒙 𝒆𝒙 − + 

−1 

,1− نزولی و در بازه ی    1−,∞−)با توجه به جدول تعیین علامت، تابع در بازه ی    .صعودی است (∞+

.(علامت این تابع همواره مثبت است و هیچ گاه صفر نیز نمی شود)  
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توابع زیر در چه نقاطی تعریف شده اند و مشتق آن ها در این نقاط چیست؟( 3  
𝒚 )الف = 𝐥𝐧 (𝒔𝒊𝒏𝒙) 

𝒚می دانیم دامنه ی تابع  = 𝐥𝐧(𝒇 𝒙 𝐃𝒚برابر است با  ( = 𝒙 𝒇 𝒙 >  :بنابراین داریم.  0

𝒔𝒊𝒏𝒙 > 0
مودارن هب  وجهت  اب   

2𝒌𝝅 < 𝒙 < 2𝒌 + 1 𝝅 

𝒚 = 𝐥𝐧 𝒔𝒊𝒏𝒙
𝒚=𝐥𝐧 𝒖 ⇒𝒚′=

𝒖′

𝒖
 
𝒚′ =

𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙
= 𝒄𝒐𝒕𝐠𝒙 

𝒚اگر تابع به صورت  داده : تذکر = 𝐥𝐧 ( 𝒔𝒊𝒏𝒙  حل می شد   𝐥𝐧می شد، آن گاه به خاطر وجود قدر مطلق، مشکل مثبت بودن جلوی (
 .  نباید صفر شود 𝒔𝒊𝒏𝒙و فقط عبارت 

𝒚 )ب = 𝐥𝐧 ( 𝒄𝒐𝒔𝒙 ) 

𝒄𝒐𝒔𝒙 > 0 ⇒ 𝐃𝒚 = 𝐑 − 𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙 = 0
ثلثاتیم عادلهم  لح 

𝐃𝒚 = 𝐑 − 𝒙 𝒙 = 𝒌𝝅 +
𝝅

2
 



𝒚 )ج = 𝐥𝐧 (𝒙2 − 𝒙) 

𝒙2 − 𝒙 > 0 ⇒ 𝒙 𝒙 − 1 = 0 ⇒  
𝒙 = 0
𝒙 = 1 

𝒙 

𝒙 − + + 

𝒙 − 1 − − + 

𝒙 𝒙 − 1  + − + 

0 1 

⇒ 𝐃𝒚 = −∞, 0 ∪ 1, +∞  

𝒚 = 𝐥𝐧 𝒙2 − 𝒙
𝒚=𝐥𝐧 𝒖 ⇒𝒚′=

𝒖′

𝒖
𝒚′ =

2𝒙 − 1

𝒙2 − 𝒙
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𝒚 = 𝐥𝐧 𝒄𝒐𝒔𝒙
𝒚=𝐥𝐧 𝒖 ⇒𝒚′=

𝒖′

𝒖
 
𝒚′ =

−𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙
= −𝒕𝐠𝒙 

𝒚 )د = 𝐥𝐧 ( 𝐥𝐧 𝒙 ) 

𝐥𝐧𝒙 > 0 ⇒ 𝐃𝒚 = 𝐑 − 𝒙 𝐥𝐧𝒙 = 0
عادلهم  لح 

𝐃𝒚 = 𝐑 − 1  
𝒚 = 𝒍𝒏 𝐥𝐧𝒙

𝒚=𝒍𝒏 𝒖 ⇒𝒚′=
𝒖′

𝒖
 
𝒚′ =

1
𝒙
𝐥𝐧𝒙

=
1

𝒙𝐥𝐧𝒙
 

 ها در محل تلاقی آن ها  𝒙زاویه ی بین منحنی و محور 

 ها را با چه زاویه ای قطع می کند،  𝒙هرگاه بخواهیم بدانیم که یک منحنی محور 
 باید مطابق شکل، زاویه ی بین خط مماس بر منحنی در نقطه ی  

 .ها را پیدا کنیم 𝒙ها و محور  𝒙تقاطع با محور 

 .ها می باشد 𝒙منظور، زاویه ی تشکیل شده با جهت مثبت محور : تذکر

 

𝜃 
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𝒎ها می سازد 𝒙می دانیم شیب یک خط، همان تانژانت زاویه ای است که خط با جهت مثبت محور  = 𝒕𝒂𝒏𝜽 . پس 
,𝒙0در نقطه ی  𝒇با توجه به اینکه شیب خط مماس بر  𝒇(𝒙0)  برابر𝒇′(𝒙0)  ،طی می کنیمگام های زیر را است: 

𝒇. ها به دست می آوریم 𝒙با محور  𝒇ابتدا محل تلاقی نمودار : گام اول 𝒙 = 0 

 را در مشتق تابع قرار داده  𝒙0ها قطع کند، در این صورت نقطه ی  𝒙نمودار محور  𝒙0فرض کنیم در نقطه ی: گام دوم
−که  𝛉و  زاویه ی 

𝝅

2 < 𝛉 <
𝝅

 :را از رابطه ی زیر به دست می آوریم 2

𝒇′ 𝒙0 = 𝒕𝒂𝒏𝜽 ⇒ 𝜽 =? 

𝒚منحنی نمودار تابع : مثال = 𝒔𝒊𝒏𝒙  با چه زاویه هایی محور𝒙 ها را قطع می کند؟ 

 :ها را به دست می آوریم 𝒙ابتدا محل برخورد نمودار تابع با محور : گام اول: حل

𝒚 = 0 ⇒ 𝒔𝒊𝒏𝒙 = 0 ⇒ 𝒙 = 𝒌𝝅 

:گام دوم  

𝒚′ = 𝒇′ 𝒙 = 𝒄𝒐𝒔𝒙⇒𝒇′ 𝒌𝝅 = 𝐜𝐨𝐬 𝒌𝝅 =  

1 ; 𝒊𝒇 زوج 𝒌

−1 ; 𝒊𝒇 فرد 𝒌
 

⇒ 𝒕𝒂𝒏𝜽 = 1 ⇒ 𝜽 =
𝝅

4
 

⇒ 𝒕𝒂𝒏𝜽 = −1 ⇒ 𝜽 = −
𝝅

4
 

𝒚تابع ی برخورد نمودار زاویه : مثال = 𝒙𝒆𝒙  با محور𝒙 ها چه قدر است؟ 

 :ها را به دست می آوریم 𝒙ابتدا محل برخورد نمودار تابع با محور : گام اول: حل
𝒙𝒆𝒙 = 0

𝒆𝒙>0
𝒙 = 0 

𝒚′ 0 = 1 + 0 𝒆0 = 1 ⇒ 𝑡𝑎𝑛 𝑥 ها محور با تابع نمودار برخورد ی زاویه = 1 ⇒ 𝒙 ها محور با تابع نمودار برخورد ی زاویه = 45 

 

𝒚منحنی نمودار تابع : تمرين = 𝒙3 − 𝒙2 − 𝒙  با چه زاویه هایی محور𝒙 ها را قطع می کند؟ 



𝑥اگر تابع  با ضابطه ی                                                      در نقطه ی : سوال = را به دست  𝑏و  𝑎مشتق پذير باشد،  1
 .آوريد

𝑦 =  
𝑎𝑥2 − 𝑥 + 1             ; 𝑥 ≤ 1

𝑏𝑥 + ln 2𝑥 − 1       ; 𝑥 > 1
 

𝑥ابتدا پيوستگی تابع در نقطه ی : حل =  .را بررسی می کنيم 1

𝑓 1 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

𝑎𝑥2 − 𝑥 + 1 = 𝑎 1 2 − 1 + 1 = 𝑎 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

𝑏𝑥 + ln 2𝑥 − 1 = 𝑏 1 + ln 1 = 𝑏 + 0 = 𝑏 

⇒ 𝑎 = 𝑏 (∗) 

𝑥 حال مشتق پذيری تابع را در نقطه ی  =  .بررسی می کنيم 1

𝑦′ = 𝑓′(𝑥) =

2𝑎𝑥 − 1             ; 𝑥 ≤ 1

𝑏 +

2
2 2𝑥 − 1

2𝑥 − 1
      ; 𝑥 > 1

⇒ 𝑦′ = 𝑓′(𝑥) =  

2𝑎𝑥 − 1             ; 𝑥 ≤ 1

𝑏 +
1

2𝑥 − 1
      ; 𝑥 > 1

 

⇒  

𝑓′ − 1 = 2𝑎 1 − 1 = 2𝑎 − 1

𝑓′ + (1) = 𝑏 +
1

2 1 − 1
= 𝑏 + 1

⟹ 2𝑎 − 1 = 𝑏 + 1 ⇒ 2𝑎 − 𝑏 = 2
∗ 𝑎=𝑏

2𝑎 − 𝑎 = 2 

⇒ 𝑎 = 2, 𝑏 = 2 
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   82سال  -کنکور سراسری ریاضیبا ضابطه ی مقابل در چند نقطه ناپيوسته است و در چند نقطه مشتق پذير نيست؟       𝑓تابع : تست

𝑓 𝑥 =  

1                                                      
𝑥 + 1                                              
2𝑥 + 2                                            
𝑥2 + 2                                        

 

; 𝑥 < 0 
; 0 ≤ 𝑥 < 1 
; 1 ≤ 𝑥 < 2 

; 𝑥 ≥ 2 

 ناپيوسته و دو نقطه مشتق ناپذير يک نقطه( 1

 دو نقطه ناپيوسته و دو نقطه مشتق ناپذير( 2

 يک نقطه ناپيوسته و سه نقطه مشتق ناپذير( 3

 ناپيوسته و سه نقطه مشتق ناپذير دو نقطه( 4

.ابتدا پيوستگی تابع را بررسی می کنيم، آن هم در نقاط مرزی: حل  

𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶0−

1 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶0+

𝑥 + 1 = 𝑓 0 = 1 𝑥 پيوسته است.⇒ =  تابع در 0

𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶1−

𝑥 + 1 ≠ 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶1+

2𝑥 + 2 = 𝑓 1 = 4 𝑥 پيوسته نيست.⇒ =  تابع در 1

𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶2−

2𝑥 + 2 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶2+

𝑥2 + 2 = 𝑓 2 = 6 𝑥 پيوسته است.⇒ =  تابع در 2

:حال مشتق تابع را به دست آورده و مشتق پذيری تابع را در نقاط مرزی بررسی می کنيم. بنابراين تابع در يک نقطه ناپيوسته است  

𝑓′ 𝑥 =  

0                                                      
1                                                      
2                                                      
2𝑥                                                

 

; 𝑥 < 0 
; 0 ≤ 𝑥 < 1 
; 1 ≤ 𝑥 < 2 
; 𝑥 ≥ 2 

0 = 𝑓′_ 0 ≠ 𝑓′ 0 = 1+  

2 = 𝑓′_ 2 ≠ 𝑓′ 2 = 4+  

1 = 𝑓′_ 1 ≠ 𝑓′ 1 = 2+  

𝑥تابع در  =  .مشتق پذير نيست 0
𝑥تابع در  =  .مشتق پذير نيست 1

𝑥تابع در  =  .مشتق پذير نيست 2

⇒ 

⇒ 

⇒ 

⇒ 

 

.می باشد 3بنابراين پاسخ صحيح گزينه ی . پس تابع در سه نقطه نيز مشتق ناپذير است  
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𝑦اگر تابع ( 1: نکته = 𝑓(𝑥)  در𝑥 = 𝑥0 باشند،  برابرو  متناهی، موجودو مشتق چپ و راست در اين نقطه  پیوسته 
𝑦آن گاه می گوييم تابع  = 𝑓(𝑥)  در𝑥 = 𝑥0 مشتق پذير است. 

𝑦اگر تابع ( 2 = 𝑓(𝑥)  در𝑥 = 𝑥0  باشند،  نامتناهیيا  نابرابريا اينکه جواب های مشتق چپ و راست پیوسته نباشد 
𝑦آن گاه تابع  = 𝑓(𝑥)  در𝑥 = 𝑥0 مشتق پذير نيست. 

𝑦به عبارت ديگر اگر تابع . پيوستگی تابع شرط لازم برای مشتق پذيری تابع است نه شرط کافی( 3 = 𝑓(𝑥)  در𝑥 = 𝑥0  
 .پيوسته باشد، ممکن است در آن نقطه مشتق پذير نباشد

يعنی تابعی که در يک نقطه مشتق پذير است، حتما در آن  . مشتق پذيری يک تابع خاصيتی قوی تر از پيوستگی است( 4
.نقطه پيوسته است  

𝑦 تابع با ضابطه ی                                                             در نقطه ی                کدام وضع را دارد؟: تست = 𝑓(𝑥) =

𝑠𝑖𝑛𝑥         ; 𝑥 >
𝜋

4

−𝑐𝑜𝑠𝑥       ; 𝑥 ≤
𝜋

4

 𝑥 =
𝜋

4
 

.پيوسته نيست و مشتق پذير نيست (2 پيوسته است و مشتق پذير نيست( 1   

.مشتق پذير است ولی پيوسته نيست( 4 .پيوسته است و مشتق پذير است( 3   

.ابتدا پيوستگی را بررسی می کنيم: حل  

𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶

𝜋
4
− 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥⟶
𝜋
4
−−𝑐𝑜𝑠𝑥 = −𝑐𝑜𝑠

𝜋

4
= −

2
2
= 𝑓(

𝜋

4
) 

𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶

𝜋
4
+
𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥⟶
𝜋
4
+
𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑠𝑖𝑛

𝜋

4
=

2
2

 

⇒ 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶

𝜋
4
+
𝑓(𝑥) ≠ 𝑙𝑖𝑚

𝑥⟶
𝜋
4
− 𝑓 𝑥 = 𝑓(

𝜋

4
) 

بنابراين تابع پيوسته نيست در نتيجه مشتق پذير 
.پاسخ صحيح می باشد 2پس گزينه ی . نمی باشد  24 



:معادله ی خط مماس  

,𝑥0)در نقطه ی  𝑓خط مماس بر نمودار تابع  (ضريب زاويه)نشان دهنده ی شيب 𝑓′(𝑥0)می دانيم  𝑓(𝑥0)) است. 

,𝑥0)در نقطه ی  𝑓بنابراين معادله ی خط مماس بر نمودار تابع   𝑓(𝑥0)) عبارت است از: 

𝑦 − 𝑓 𝑥0 = 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) 

𝑓تابع  معادله خط مماس بر نمودار : مثال 𝑥 = 𝑥  بنويسيد (9,3)را در نقطه ی. 

:داريم: حل  
𝑓′ 𝑥 =

1

2 𝑥

𝑥=9
𝑓′ 9 =

1

2 9
=

1
2 × 3

=
1
6

 شیب خط مماس 

:پس معادله خط مماس عبارت است از  

𝑦 − 3 =
1
6

𝑥 − 9 ⇒ 𝑦 − 3 =
1
6
𝑥 −

9
6

 

⇒ 𝑦 =
1
6
𝑥 +

9
6

 معادله ی خط مماس 

𝑦معادله ی خط مماس بر نمودار منحنی : مثال = 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 2𝑥2   در نقطه ی𝑥0 =  .را به دست آوريد 1

𝑥0 = 1 ⇒ 𝑓 𝑥0 = 𝑓 1 = 13 − 2 12 = 1 − 2 = −1 ⟹ (1, −1) 
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𝑥0حال شيب خط مماس در نقطه ی تماس را با قرار دادن مقدار  =  .در تابع مشتق به دست می آوريم 1

𝑦′ = 𝑓′ 𝑥 = 3𝑥2 − 4𝑥 ⇒ 𝑓′(1) = 3 12 − 4 1 = 3 − 4 = −1 

:حال داريم  

𝑦 − −1 = −1 𝑥 − 1 ⇒ 𝑦 + 1 = −𝑥 + 1 ⇒ 𝑦 = −𝑥 + 1 − 1 ⇒ 𝑦 = 𝑥 

𝑦معادله ی خط مماس بر منحنی : تست = ln 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑥در  1 =  کدام است؟ 0

4 )𝑦 = 2𝑥 + 1 3 )𝑦 = 2𝑥 𝑦 = 𝑥 + 1 )2 1) 𝑦 = 𝑥 
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:معادله ی خط قائم  

𝑦ضريب زاويه ی خط مماس بر منحنی  𝑓′(𝑥0)اگر  = 𝑓(𝑥)  در نقطه ی(𝑥0,𝑓 𝑥0  باشد، در اين صورت ضريب زاويه ی   (

𝑦بر منحنی خط عمود  = 𝑓(𝑥)  در نقطه ی(𝑥0,𝑓 𝑥0 −برابر  (
1

𝑓′(𝑥0)
 .  است 

𝑦بنابراين معادله ی خط عمود بر منحنی  = 𝑓(𝑥)  در نقطه ی(𝑥0,𝑓 𝑥0  :عبارت است از (

𝑦 − 𝑓 𝑥0 = −
1

𝑓′(𝑥0)
(𝑥 − 𝑥0) 

  𝑓 نموداربر خط مماس بر را به گونه ای قطع کند، که   𝑓مانند نمودار تابعی اگر خطی 
 .در آن نقطه عمود باشد، گوييم خط بر نمودار تابع در آن نقطه عمود است

𝑦معادله ی خط عمود بر نمودار تابع : مثال =
1
𝑥

,2)را در نقطه ی  
1
 .بنويسيد   2

در اينگونه مسائل ابتدا شيب خط مماس در نقطه خواسته شده را به دست می آوريم، سپس آن را قرينه و معکوس کرده تا : حل
.شيب خط عمود به دست آيد  

𝑦 = 𝑓 𝑥 =
1
𝑥

 ⇒ 𝑦′ = 𝑓′(𝑥) = −
1

𝑥2 
𝑥=2

𝑓′(2) = −
1

22 = −
1
4

 
عکوسم رينهق و 

−
1

𝑓′(2)
= 4 

 شیب خط عمود
𝑦 −

1
2
= 4 𝑥 − 2 ⇒ 𝑦 = 4𝑥 − 8 +

1
2
⇒ 𝑦 = 4𝑥 −

15
2

 27 معادله ی خط عمود 



𝑦بر منحنی ( عمود)معادله ی خط قائم : مثال = 2𝑥 +  .واقع بر اين منحنی بنويسيد 2را در نقطه ای به طول  5

:حل  
𝑥0 = 2 ⇒ 𝑦 = 𝑓 𝑥0 = 𝑓 2 = 2 × 2 + 5 = 9 = 3 → 𝐀 = (2, 3) 

.حال ابتدا شيب خط مماس و سپس شيب خط قائم را به دست می آوريم  

𝑦′ = 𝑓′(𝑥) =
2

2 2𝑥 + 5
 ⇒ 𝑓′ 2 =

2

2 2 × 2 + 5
=

2

2 9
=

2
2 × 3

=
1
3

 
عکوسم رينهق و 

−
1

𝑓′(2)
= −3 

𝑦 معادله ی خط عمود شیب خط عمود − 3 = −3 𝑥 − 2 ⇒ 𝑦 = −3𝑥 + 6 + 3 ⇒ 𝑦 = −3𝑥 + 9 

𝑦بر نمودار تابع با ضابطه ی ( عمود)معادله ی خط قائم : تست = 4𝑥 + 𝑒−2𝑥  در نقطه ی𝑥 =  واقع بر آن کدام است؟ 0

𝑥0 = 0 ⇒ 𝑦 = 𝑓 𝑥0 = 𝑓 0 = 4 × 0 + 𝑒−2×0 = 0 + 𝑒0 = 0 + 1 = 1 → 𝐀 = (0, 1) 

𝑦′ = 𝑓′ 𝑥 = 4 − 2𝑒−2𝑥 ⇒ 𝑓′ 0 = 4 − 2𝑒−2×0 = 4 − 2𝑒0 = 4 − 2 × 1 = 4 − 2 = 2 

عکوسم رينهق و 
−

1
𝑓′(0)

= −
1
2

 شیب خط عمود 

𝑦 − 1 = −
1
2
𝑥 − 0 ⇒ 𝑦 = −

1
2
𝑥 + 1 ⇒ 𝑦 = −

1
2
𝑥 + 1

رد 2 ربض  رفينط 
2𝑦 = −𝑥 + 2 ⇒ 2𝑦 + 𝑥 = 2 

 معادله ی خط عمود

4 )𝑦 − 𝑥 = 1 3 )𝑦 + 2𝑥 = 1 2𝑦 + 𝑥 = 2 )2 1) 2𝑦 − 𝑥 = 2 

.می باشد 2بنابراين پاسخ صحيح گزينه ی شماره ی   
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𝒙معادله ی خط مماس بر نمودار تابع                                      را در نقطه ای به طول : مثال =  معادله ی خط عمود بر . بنویسید 1
𝒙نمودار این تابع را در نقطه ای به طول   =  .بنویسید 1−

𝒚 = 𝒇 𝒙 = 𝒙 +
1
𝒙

 

𝒙در نقطه ی   𝒇ابتدا شیب خط مماس، یعنی مشتق تابع : حل =  .را به دست می آوریم 1

𝒇 𝒙 = 𝒙 +
1
𝒙
⇒ 𝒇′ 𝒙 = 1 −

1

𝒙2
ماسم طخ  یبش 

 𝒎 = 𝒇′ 1 = 1 −
1

1 2 = 1 − 1 = 0 

𝒙معادله ی خط مماس بر تابع در نقطه ی  = 1 : 

𝒚 − 𝒚0 = 𝒎 𝒙 − 𝒙0
𝒙=1

ابعت ابطهض ی  رد  ایگذاریج 
𝒚=2

𝒚 − 2 = 0 × 𝒙 − 1 ⇒ 𝒚 − 2 = 0 ⇒ 𝒚 = 2 

𝒙زمانی که شیب خطی تعریف نشده باشد، معادله ی آن به صورت : معادله ی خط عمود = 𝒙0 بنابراین داریم. می باشد: 

𝒙 = −1 

مودع طخ  یبش 
𝒎′ =

−1
𝒎

=
−1
0
=  تعریف نشده

𝒙برای به دست آوردن معادله ی خط عمود بر نمودار در نقطه ی  =  نیز ابتدا شیب خط مماس بر نمودار تابع در این نقطه را  1−
 .به دست آورده، سپس با قرینه و معکوس کردن آن شیب خط عمود بر نمودار را به دست می آوریم

𝒇′ 𝒙 = 1 −
1

𝒙2
ماسم طخ  یبش 

 𝒎 = 𝒇′ −1 = 1 −
1

−1 2 = 1 − 1 = 0 
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:مشتق ضمنی  

𝒚تابع با ضابطه ی  = 𝒙3 + 4𝒙2 این معادله تابع . را در نظر می گیریم𝒇       را به صورت صریح تعریف می کند اما در معادله ی 

𝒚3 + 2𝒙2𝒚 − 𝒙3 = 𝒚در این صورت می گوییم تابع   .بیابیم 𝒙را به صورت صریح بر حسب  𝒚نمی توانیم  1 = 𝒇(𝒙)       به طور ضمنی 

 .تعریف شده که ممکن است یک تابع نباشد بلکه یک رابطه باشد 𝒙بر حسب 

:برای به دست آوردن مشتق ضمنی، تمام عبارات و اعداد را به سمت چپ انتقال داده، سپس به صورت زیر مشتق می گیریم  

𝒇 𝒙, 𝒚 = 0 ⇒ 𝒚′ = 𝒇′(𝒙, 𝒚) = −
𝒇′𝒙
𝒇′𝒚

= −
مشتق تابع را نسبت به 𝒙 می گیریم و 𝒚 را عددی ثابت می گیریم

مشتق تابع را نسبت به 𝒚 می گیریم و 𝒙 را عددی ثابت می گیریم
 

𝐼𝑚𝑝𝑙𝑖𝑐𝑖𝑡𝑙𝑦 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑒𝑑 

.توابع زیر را به دست آورید( ضمنی)مشتق : مثال  

𝒙2 )الف + 𝒙𝒚 + 𝒚2 = 3 ⇒ 𝒙2 + 𝒙𝒚 + 𝒚2 − 3 = 0 ⇒ 𝒚′ = −
2𝒙 + 𝒚

𝒙 + 2𝒚
 

:روش دوم  

ريمب یم  ساویت  يگرد  متس  هب  ار   𝒚′ يرشاملغ ملاتج 
𝒚′ 𝒙 + 2𝒚 = − 2𝒙 + 𝒚 ⇒ 𝒚′ = −

2𝒙 + 𝒚

𝒙 + 2𝒚
 

2𝒙2 )ب + 3𝒚2 = 1 ⇒ 2𝒙2 + 3𝒚2 − 1 = 0 ⇒ 𝒚′ = −
4𝒙
6𝒚

= −
2𝒙
3𝒚

:روش دوم   

2𝒙2 + 3𝒚2 = 1 ⇒ 4𝒙 + 6𝒚𝒚′ = 0
ريمب یم  ساویت  يگرد  متس  هب  ار   𝒚′ يرشاملغ ملاتج 

6𝒚𝒚′ = −4𝒙 ⇒ 𝒚′ =
−4𝒙
6𝒚

= −
2𝒙
3𝒚

 

𝒙2 + 𝒙𝒚 + 𝒚2 = 3 ⇒ 2𝒙 + 1 × 𝒚 + 𝒙𝒚′ + 2𝒚𝒚′ = 0
𝒚′ زا اکتورگيریف 

2𝒙 + 𝒚 + 𝒚′ 𝒙 + 2𝒚 = 0 

 .(طبق قانون حاصل ضرب دو تابع حساب می شود 𝒙𝒚مشتق )

 .(طبق قانون مشتق تابع مرکب حساب می شود 𝒚2مشتق)

 30 .(طبق قانون مشتق تابع مرکب حساب می شود 3𝒚2مشتق)
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:82مسائل صفحه ی   

 .را محاسبه کنید 𝒙نسبت به  𝒚در تمرین های زیر با استفاده از مشتق گیری ضمنی مشتق ( 1

𝒙𝒔𝒊𝒏𝒚 )الف + 𝒚𝒄𝒐𝒔𝒙 = 1 ⇒ 𝒇 𝒙, 𝒚 = 𝒙𝒔𝒊𝒏𝒚 + 𝒚𝒄𝒐𝒔𝒙 − 1 = 0 ⇒ 𝒚′ = −
𝒔𝒊𝒏𝒚 − 𝒚𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒙𝒄𝒐𝒔𝒚 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
 

:از طرفین تساوی مشتق می گیریم: روش دوم  

𝒙𝒔𝒊𝒏𝒚 + 𝒚𝒄𝒐𝒔𝒙 = 1 ⇒ 1 × 𝒔𝒊𝒏𝒚 + 𝒙 × 𝒚′𝒄𝒐𝒔𝒚 + 𝒚′𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒚𝒔𝒊𝒏𝒙 = 0 

⇒ 𝒚′ 𝒙𝒄𝒐𝒔𝒚 + 𝒄𝒐𝒔𝒙 = 𝒚𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝒚 ⇒ 𝒚′ =
𝒚𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝒚

𝒙𝒄𝒐𝒔𝒚 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
 

𝒚 )ب = 𝒄𝒐𝒔 (𝒙 − 𝒚) ⇒ 𝒇 𝒙, 𝒚 = 𝒚 − 𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝒚 = 0 ⇒ 𝒚′ = −
𝒔𝒊𝒏 𝒙 − 𝒚

1 + 𝒔𝒊𝒏 𝒙 − 𝒚
 

:از طرفین تساوی مشتق می گیریم: روش دوم  

𝒚 = 𝒄𝒐𝒔 (𝒙 − 𝒚)
𝒄𝒐𝒔𝒇 𝒙,𝒚

′
=−𝒇′ 𝒙,𝒚 𝒔𝒊𝒏𝒇(𝒙,𝒚)

⇒ 𝒚′ = 𝒙 − 𝒚 ′(−𝒔𝒊𝒏 𝒙 − 𝒚 ) 

𝒙−𝒚 ′=1−𝒚′
𝒚′ = 1 − 𝒚′ −𝒔𝒊𝒏 𝒙 − 𝒚 ⇒ 𝒚′ = 𝒚′ − 1 𝒔𝒊𝒏 𝒙 − 𝒚 ⇒ 𝒚′ = 𝒚′𝒔𝒊𝒏 𝒙 − 𝒚 − 𝒔𝒊𝒏(𝒙 − 𝒚) 

𝒔𝒊𝒏 𝒙 − 𝒚 = 𝒚′ 𝒔𝒊𝒏 𝒙 − 𝒚 + 𝒚′ ⇒ 𝒔𝒊𝒏 𝒙 − 𝒚 = 𝒚′ × 𝒔𝒊𝒏 𝒙 − 𝒚 + 1 ⇒ 𝒚′ =
𝒔𝒊𝒏 𝒙 − 𝒚

𝒔𝒊𝒏 𝒙 − 𝒚 + 1
 

 



𝒙2𝒚2 (ج = 𝒙2 + 𝒚2 ⇒ 𝒇 𝒙, 𝒚 = 𝒙2𝒚2 − 𝒙2 − 𝒚2 = 0 ⇒ 𝒚′ = −
2𝒙𝒚2 − 2𝒙

2𝒚𝒙2 − 2𝒚
= −

2𝒙 𝒚2 − 1

2𝒚(𝒙2 − 1)
= −

𝒙 𝒚2 − 1

𝒚(𝒙2 − 1)
 

:از طرفین تساوی مشتق می گیریم: روش دوم  

𝒙2𝒚2 = 𝒙2 + 𝒚2 ⇒ 2𝒙𝒚2 + 2𝒚′𝒚𝒙2 = 2𝒙 + 2𝒚′𝒚⇒ 2𝒙𝒚2 − 2𝒙 = 2𝒚′𝒚 − 2𝒚′𝒚𝒙2 

⇒ 2𝒙𝒚2 − 2𝒙 = 𝒚′ 2𝒚 − 2𝒚𝒙2  

⇒ 𝒚′ =
2𝒙𝒚2 − 2𝒙

2𝒚 − 2𝒚𝒙2 ⇒ 𝒚′ =
2𝒙(𝒚2 − 1)

2𝒚(1 − 𝒙2)
⇒ 𝒚′ =

𝒙(𝒚2 − 1)

𝒚(1 − 𝒙2)
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𝒙4معادله ی خط مماس بر منحنی به معادله ی ( 2 + 𝒚4 + 𝒙2𝒚2 − 3 =  .را به دست آورید 𝐀(1,1)در نقطه ی  0

 .برای این کار نیاز به مشتق ضمنی منحنی داریم. را به دست آوریم 𝐀(1,1)باید شیب خط مماس بر منحنی در نقطه ی : حل

𝒇 𝒙, 𝒚 = 𝒙4 + 𝒚4 + 𝒙2𝒚2 − 3 = 0 ⇒ 𝒚′ = 𝒇′ 𝒙, 𝒚 = −
4𝒙3 + 2𝒙𝒚2

4𝒚3 + 2𝒚𝒙2 

 :زیرا مختصات آن در معادله ی منحنی صدق می کند. روی نمودار منحنی قرار دارد 𝐀(1,1)نقطه ی 

𝒙4 + 𝒚4 + 𝒙2𝒚2 − 3 = 0
𝒙,𝒚 = 1,1

1 4 + 1 4 + 1 2 1 2 − 3 = 1 + 1 + 1 − 3 = 3 − 3 = 0 

𝐀بنابراین شیب خط مماس بر نمودار تابع در این نقطه، برابر است با مقدار مشتق تابع به ازای نقطه ی  برای این منظور در . 1,1
𝒙: فرمول مشتق قرار می دهیم = 𝒚و  1 = 1 

𝒇′ 𝒙, 𝒚 = −
4𝒙3 + 2𝒙𝒚2

4𝒚3 + 2𝒚𝒙2 ⇒ 𝒇′ 1,1 = −
4 1 3 + 2 1 1 2

4 1 3 + 2 1 1 2 = −
4 + 2
4 + 2

= −
6
6
= −1 

𝒚 − 𝒚0 = 𝒎 𝒙 − 𝒙0 ⇒ 𝒚 − 1 = −1 𝒙 − 1 ⇒ 𝒚 = −𝒙 + 2 

:بنابراین معادله ی خط مماس به صورت زیر خواهد بود  



𝒙معادله ی خط مماس بر منحنی به معادله ی ( 3 + 𝒚 =  .را به دست آورید 𝐀(4,4)در نقطه ی  4

 .برای این کار نیاز به مشتق ضمنی منحنی داریم. را به دست آوریم 𝐀(4,4)باید شیب خط مماس بر منحنی در نقطه ی : حل

𝒇 𝒙, 𝒚 = 𝒙 + 𝒚 − 4 = 0 ⇒ 𝒚′ = 𝒇′ 𝒙, 𝒚 = −

1
2 𝒙

1
2 𝒚

= −
𝒚

𝒙
 

 :زیرا مختصات آن در معادله ی منحنی صدق می کند. روی نمودار منحنی قرار دارد 𝐀(4,4)نقطه ی 

𝒙 + 𝒚 = 4
𝒙,𝒚 = 4,4

4 + 4 = 2 + 2 = 4 
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𝐀بنابراین شیب خط مماس بر نمودار تابع در این نقطه، برابر است با مقدار مشتق تابع به ازای نقطه ی  برای این منظور در . 4,4
𝒙: فرمول مشتق قرار می دهیم = 𝒚و  4 = 4 

𝒚 − 𝒚0 = 𝒎 𝒙 − 𝒙0 ⇒ 𝒚 − 4 = −1 𝒙 − 4 ⇒ 𝒚 = −𝒙 + 8 

:بنابراین معادله ی خط مماس به صورت زیر خواهد بود  

𝒇′ 𝒙, 𝒚 = −
𝒚

𝒙
⇒ 𝒇′ 4,4 = −

4

4
= −

2
2
= −1 

𝒙2در چه نقطه ای از منحنی به معادله ی ( 4 + 𝒙𝒚 + 𝒚2 − 3 =  ها است؟ 𝒙خط مماس بر منحنی موازی محور  0

پس ابتدا مشتق را به  . می دانیم اگر در نقطه ای خط مماس بر نمودار تابع افقی باشد، مشتق تابع در آن نقطه برابر صفر است: حل
.صورت ضمنی محاسبه کرده و سپس مقدار آن را برابر صفر قرار می دهیم  

𝒙2 + 𝒙𝒚 + 𝒚2 − 3 = 0 ⇒ 𝒚′ = 𝒇′ 𝒙, 𝒚 = −
2𝒙 + 𝒚

𝒙 + 2𝒚
 

𝒚′=0
−

2𝒙 + 𝒚

𝒙 + 2𝒚
= 0 ⇒ 2𝒙 + 𝒚 = 0 ⇒ 𝒚 = −2𝒙 

,𝒙بنابراین در تمام نقاطی از نمودار تابع که مختصات آن ها به صورت  −2𝒙  باشد، خط مماس بر منحنی به صورت افقی یعنی موازی 
 .ها است 𝒙محور 

 



8𝒚2اگر  ( 5 − 2𝒙𝒚3 =  .را به دست آورید 𝐀(3,2)در نقطه ی  𝒙نسبت به  𝒚آهنگ تغییر لحظه ای  16−

 .است 𝐀(3,2)، در واقع همان مقدار مشتق تابع در نقطه ی  𝐀(3,2)در نقطه ی  𝒙نسبت به  𝒚آهنگ تغییر لحظه ای : حل

.حال چون این تابع به صورت ضمنی داده شده است، مشتق ضمنی آن را محاسبه می کنیم  

𝒇 𝒙, 𝒚 = 8𝒚2 − 2𝒙𝒚3 − 16 = 0 ⇒ 𝒚′ = 𝒇′ 𝒙, 𝒚 = −
−2𝒚3

16𝒚 − 6𝒙𝒚2
𝒙,𝒚 = 3,2

𝒇′ 2,3 = −
−2 2 3

16 2 − 6 3 2 2 

= −
−2 × 8

32 − 18 × 4
=

16
32 − 72

=
16
−40

= −
2
5
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𝑥2معادله ی خط مماس بر منحنی تابع : سوال + 𝑥𝑦 − 𝑦2 + 1 = ,1)در نقطه ی   0  .را به دست آوريد (1−

:حل  

𝑦′ = 𝑓′ 𝑥, 𝑦 = −
2𝑥 + 𝑦

𝑥 − 2𝑦
⇒ 𝑓′ 1, −1 = −

2 1 − 1
1 − 2 −1

= −
1
3

 

:حال داريم  

𝑦 − −1 = −
1
3 𝑥 − 1 ⇒ 𝑦 + 1 = −

1
3 𝑥 +

1
3 ⇒ 𝑦 = −

1
3 𝑥 +

1
3 − 1 ⇒ 𝑦 = −

1
3 𝑥 −

2
3  

 شیب خط مماس

نيمک یم  ربض  رد 3  ار  ساویت  رفينط 
3𝑦 = −𝑥 − 2 ⇒ 3𝑦 + 𝑥 + 2 =  معادله ی خط مماس 0



′𝑓در حالتی که : نکته 𝑥0 = است و معادله  ( ها 𝑥موازی محور )افقی  𝑥0در اين صورت خط مماس بر نمودار در نقطه ی  0
𝑦ی آن به صورت  = 𝑓(𝑥0) در اين حالت معادله ی خط عمود نيز . است𝑥 = 𝑥0 می باشد. 

𝑥2در چه نقاطی روی نمودار : مثال − 𝑥𝑦 + 𝑦2 =  مماس بر منحنی افقی است؟ در چه نقاطی مماس قائم است؟ 1

.در نقاطی مماس بر منحنی افقی است که شيب صفر باشد: حل  
𝑦′ = 𝑓′ 𝑥, 𝑦 = −

2𝑥 − 𝑦

2𝑦 − 𝑥
 

𝑓′ 𝑥, 𝑦 = 0
اشدب فرص  نآ  ورتص  هک  ستا  فرص  رابرب  قتیو  سرک  کي  قدارم 

2𝑥 − 𝑦 = 0 ⇒ 𝑦 = 2𝑥 

 .2𝑥قرار می دهيم  𝑦حال برای پيدا کردن نقاط، در معادله ی منحنی به جای 

𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 = 1
𝑦=2𝑥 

𝑥2 − 𝑥 2𝑥 + 2𝑥 2 = 1 ⇒ 𝑥2 − 2𝑥2 + 4𝑥2 = 1 ⇒ 3𝑥2 = 1 

⇒ 𝑥2 =
1
3
⇒ 𝑥 = ±

1

3

𝑦=2𝑥
𝑦 = ±

2

3
 𝐀 = ±

1

3
, ±

2

3
 

.زمانی شيب تعريف نشده است که مخرج کسر صفر شود. وقتی مماس قائم است شيب آن تعريف نشده است  

𝑦′ = 𝑓′ 𝑥, 𝑦 = −
2𝑥 − 𝑦

2𝑦 − 𝑥
 

خرجم =0
2𝑦 − 𝑥 = 0 ⇒ 2𝑦 = 𝑥 

 .2𝑦قرار می دهيم  𝑥حال برای پيدا کردن نقاط، در معادله ی منحنی به جای 

𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 = 1
𝑥=2𝑦 

2𝑦 2 − 2𝑦 𝑦 + 𝑦2 = 1 ⇒ 4𝑦2 − 2𝑦2 + 𝑦2 = 1 ⇒ 3𝑦2 = 1 

⇒ 𝑦2 =
1
3
⇒ 𝑦 = ±

1

3

𝑥=2𝑦
𝑥 = ±

2

3
 𝐁 = ±

2

3
, ±

1

3
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وند بخشنده و مهربان  به نام خدا

:فصل چهارم/ریاضی عمومی پیش دانشگاهی تجربی  

 کاربرد مشتق

1 

𝑇ℎ𝑒 𝑢𝑠𝑒 𝑜𝑓 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒 

 



:مفهوم اکسترمم های مطلق و نسبی تابع  

 آیا . را که به صورت زیر می باشد، در نظر بگیرید 3,5−در بازه ی  𝒇نمودار تابع 
 می توانید بگویید، بیشترین و کمترین مقدار تابع در چه نقاطی اتفاق می افتد؟

𝒙همان طور که از نمودار پیداست، بیشترین مقدار تابع در  = −3   
 هم چنین کم ترین مقدار تابع در . است 4اتفاق افتاده که برابر 

𝒙 =  .است 3−اتفاق افتاده که برابر  1−

تابع می نیمم مطلق و به کم ترین مقدار تابع در دامنه اش، ماکزیمم مطلق به بیشترین مقدار تابع در دامنه اش،   
.می گوییم  .است 4نقطه ی ماکزیمم مطلق تابع بوده و مقدار ماکزیمم مطلق تابع برابر  3,4−در این جا نقطه ی  

,1−نیز نقطه ی   .است -3نقطه ی می نیمم مطلق تابع بوده و مقدار می نیمم مطلق تابع برابر  3−

𝒂نقطه ی : تعریف ∈ 𝐃𝒇  را نقطه ی ماکزیمم مطلق تابع𝒇  می نامیم هرگاه برای هر𝒙 ∈ 𝐃𝒇 داشته باشیم: 

𝒇 𝒙 ≤ 𝒇 𝒂 𝒇(𝒂) یا  ≥ 𝒇(𝒙) 

 .می نامیم 𝒇را ماکزیمم مطلق  𝒇(𝒂)در این صورت 

𝒂به طور مشابه، نقطه ی  ∈ 𝐃𝒇  را نقطه ی می نیمم مطلق تابع𝒇  می نامیم هرگاه برای هر𝒙 ∈ 𝐃𝒇 داشته باشیم: 

𝒇 𝒙 ≥ 𝒇 𝒂 𝒇(𝒂) یا  ≤ 𝒇(𝒙) 

 .می نامیم 𝒇را می نیمم مطلق  𝒇(𝒂)در این صورت 

𝒙در حالت کلی نقطه ی  = 𝒂  را یک نقطه ی اکسترمم مطلق𝒇  می نامیم هرگاه نقطه ی ماکزیمم مطلق یا نقطه ی 
 .باشد 𝒇مینیمم مطلق 
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−1 2 4 

5 
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−1 

2 

1 

4 
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 همان طور که در شکل می بینید،  . برمی گردیم 𝒇مجددا به نمودار 
𝒙نمودار تابع در اطراف  =  ، به شکل قله است و اگر یک بازه حول   2

𝒙 = 𝒙در نظر بگیریم،در این بازه بیش ترین مقدار تابع در  2 = 2   
 .اتفاق می افتد

 یعنی ماکزیمم فقط  . تابع می گوییمماکزیمم نسبی به چنین نقطه ای 
 .در اطراف آن نقطه اتفاق می افتد و نه لزوما در کل دامنه ی تابع

𝒙هم چنین نمودار تابع در اطراف  = 𝒙و  1− =  به شکل دره می باشد   4
𝒙، در نقاط در آن بازه هاو اگر یک بازه حول این نقاط را در نظر بگیریم، کم ترین مقدار تابع  = 𝒙و  1− =  اتفاق   4

 تابع می گوییم، که در آن ها کافی است می نیمم در یک بازه اطراف نقطه رخ  می نیمم نسبی به چنین نقاطی . می افتد
 .دهد، نه لزوما در کل دامنه ی تابع

,𝒂فرض کنید بازه ی : تعریف 𝒃 از دامنه ی تابع  زیر مجموعه ای𝒇 در این صورت. باشد: 

𝒄( الف ∈ 𝒂, 𝒃  را نقطه ی ماکزیمم نسبی تابع𝒇  گوییم هرگاه برای هر𝒙 ∈ 𝒂, 𝒃 داشته باشیم :𝒇(𝒙) ≤ 𝒇(𝒄) . 
 .می نامند 𝒇را ماکزیمم نسبی تابع  𝒇(𝒄)در این صورت 

𝒄( ب ∈ 𝒂, 𝒃  را نقطه ی می نیمم نسبی تابع𝒇  گوییم هرگاه برای هر𝒙 ∈ 𝒂, 𝒃 داشته باشیم :𝒇(𝒙) ≥ 𝒇(𝒄) . 
 .می نامند 𝒇را می نیمم نسبی تابع  𝒇(𝒄)در این صورت 

:در این جا می توانیم دو نتیجه ی ظریف بگیریم  

,𝒂بازه ی  𝒇اگر دامنه ی تابع ( 1 𝒃  باشد، در این صورت نقاط ابتدایی و انتهایی بازه یعنی𝒂  و𝒃   نمی توانند ، 
 .در آن تعریف شده باشد 𝒇زیرا در اطراف آن ها نمی توانیم یک بازه داشته باشیم که . ماکزیمم یا می نیمم نسبی باشند

 .اما با توجه به تعریف، نقاط ابتدا و انتهای بازه می توانند ماکزیمم یا می نیمم مطلق باشند
نقاط ماکزیمم مطلق یا می نیمم مطلق در صورتی که نقاط ابتدایی یا انتهایی بازه نباشند، نقاط ماکزیمم نسبی یا می ( 2

.نیمم نسبی نیز می باشند  
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.در نمودار زیر اکسترمم های نسبی و مطلق را مشخص کنید: مثال  

𝒂 𝒃 𝒄 𝒅 𝒆 𝐠 𝒉 

.می دانیم نقاط ماکزیمم نسبی نقاطی هستند که در نمودار تابع، حول یک بازه در اطراف خود، بالاترین نقطه باشند: حل  

 .می نیمم نسبی هستند 𝒆و  𝒄هم نقاط . ماکزیمم نسبی هستند 𝒅و  𝒃پس نقاط به طول 

 هم از سمت چپ و هم از سمت راست خود پایین ترین  𝒄ناپیوسته است اما نقطه ی  𝒄با توجه به نمودار، اگرچه تابع در 
 .نقطه می باشد

 ، پایین تر  𝐠بالاتر و در سمت راست 𝐠نیز اگرجه تابع ناپیوسته است اما نمودار تابع در سمت چپ نقطه ی  𝐠در نقطه ی 
 .پس این نقطه نه ماکزیمم و نه می نیمم نسبی است. می باشد 𝐠از نقطه به طول 

 این نقاط نمی توانیم  زیرا در. یعنی نقاط ابتدا و انتهای نمودار، اکسترمم نسبی نمی باشند 𝒉و  𝒂توجه کنید که نقاط 
 نمودار وجود ندارد و تابع 𝒃و سمت راست  𝒂در سمت چپ .)هیچ بازه ای بیابیم که تابع در آن بازه تعریف شده باشد

 .(   تعریف نشده است

 .  زیرا این نقاط پایین ترین نقاط نمودار هستند. می باشند 𝒉 و  𝒄این تابع، نقاط به طول  مطلقمی نیمم 
 .اما این نمودار ماکزیمم مطلق ندارد

4  



:یافتن ماکزیمم و می نیمم مطلق یک تابع با استفاده از مشتق  

 حال می خواهیم بدانیم ویژگی اکسترمم های نسبی و مطلق تابع از نظر مشتق، چیست؟
 .که در ابتدای فصل آورده شد برمی گردیم 𝒇مجددا به نمودار تابع 

𝒙گفتیم تابع در نقاط  = 𝒙و  1− = 𝒙و  2 =  اگر کمی دقت کنید خط مماس بر نمودار  . دارای اکسترمم نسبی است 4
𝒙تابع در نقاط  = 𝒙و  1− =  .یعنی شیب آن صفر است. به صورت افقی است 2

 از طرفی قبلا گفتیم که شیب خط مماس در یک نقطه از منحنی تابع، برابر است با مقدار مشتق به ازای طول نقطه ی  
′𝒇بنابراین نتیجه می گیریم . مماس 2 = 𝒇′ −1 = 𝒙اما در . 0 =  تابع مشتق پذیر نمی باشد،    4

 .  زیرا در این نقطه نمی توانیم یک خط مماس بر منحنی رسم کنیم و مشتق چپ و راست در این نقطه با هم برابر نیستند

,𝒂با دامنه ی  𝒇تابع : 1قضیه ی  𝒃 فرض کنیم . را در نظر بگیرید𝒇   در𝒄 ∈ 𝒂, 𝒃 اکسترمم  و دارای  مشتق پذیر 
′𝒇در این صورت . باشد نسبی 𝒄 = 0 . 

مشتق  نقاط اکسترمم نسبی یا مطلق یک تابع نقاطی از دامنه ی تابع هستند که در آن نقاط، مشتق صفر است یا : نتیجه
.وجود ندارد  

,𝒂با دامنه ی  𝒇تابع : تعریف 𝒃 نقاطی از بازه ی . را در نظر بگیرید𝒂, 𝒃   که در آن نقاط، مشتق تابع صفر است یا 
 .می نامیم 𝒇تابع نقاط بحرانی مشتق وجود ندارد را، 

.طبق تعریف کتاب درسی نقاط ابتدایی و انتهایی بازه، جزء نقاط بحرانی تابع محسوب نمی شوند: تذکر  

اما هر نقطه ی بحرانی، ممکن است نقطه ی اکسترمم . هر نقطه ی اکسترمم نسبی، یک نقطه ی بحرانی است: نکته  
. نسبی نباشد  
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 به   𝒂در این نمودار در نقطه ی . به عنوان مثال به شکل زیر دقت کنید
 .  دلیل این که خط مماس افقی است، مقدار مشتق تابع صفر است

 نقطه ی ماکزیمم نسبی یا  𝒂اما . نقطه ای بحرانی است 𝒂یعنی 
 .می نیمم نسبی نمی باشد

𝒇نقاط بحرانی تابع  : مثال 𝒙 = 𝒙 − 2 𝒙 را به دست آورید. 

,0 دامنه ی تابع بازه ی : حل  . ابتدا مشتق تابع را به دست می آوریم. می باشد (∞+

𝒇′ 𝒙 = 1 − 2 ×
1

2 𝒙
= 1 −

1
𝒙
=

𝒙 − 1
𝒙

 

 :برای به دست آوردن نقاطی که مشتق در آن ها صفر است، مشتق را برابر صفر قرار می دهیم

𝒇′ 𝒙 = 0 ⇒
𝒙 − 1
𝒙

= 0
ستا فرص  مانیز  سرک  کی 

𝒙 − 1 = 0 ⇒ 𝒙 = 1 ⇒ 𝒙
2
= 12 ⇒ 𝒙 = 1 

.که صورتش صفر باشد  

:برای به دست آوردن نقاطی که مشتق موجود نیست، مخرج مشتق را برابر صفر قرار می دهیم  

𝒙 = 0 ⇒ 𝒙
2
= 02 ⇒ 𝒙 = 0 ∈ 𝐃𝒇 

.ریشه ی مخرج مشتق، نقطه ی بحرانی است به شرط آن که این نقطه در دامنه ی تابع قرار داشته باشد: نکته  

,𝒂بر بازه ی بسته ی  𝒇اگر تابع : 2قضیه ی  𝒃  پیوسته باشد، آن گاه  در این بازه دارای ماکزیمم مطلق و می نیمم 
 .مطلق است

𝒂 
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,𝒂برای تعیین اکسترمم های مطلق یک تابع در بازه ای مانند  𝒃 ابتدا نقاط بحرانی و ریشه های مشتق را به دست ، 
 .را حساب کرده، با هم مقایسه می کنیم (نقاط بحرانی)𝒇و  𝒇(𝒃)و  𝒇(𝒂)آورده، سپس  

𝒚نقاط بحرانی و ماکزیمم و می نیمم مطلق تابع : مثال = 2𝒙3 − 6𝒙 −  .به دست آورید 2,3−را در بازه ی  1

.کوچکترین جواب می نیمم مطلق و بزرگترین جواب ماکزیمم مطلق است  

 بنابراین در این بازه  . پیوسته است 2,3−چون تابع داده شده، تابع چند جمله ای می باشد، بنابراین در بازه ی : حل
 :برای یافتن ماکزیمم مطلق و می نیمم مطلق، ابتدا نقاط بحرانی را می یابیم. دارای ماکزیمم و می نیمم مطلق است

𝒚 = 2𝒙3 − 6𝒙 − 1 ⇒ 𝒚′ = 6𝒙2 − 6
𝒚′=0

 6𝒙2 − 6 = 0 ⇒ 6𝒙2 = 6 ⇒ 𝒙2 = 1
حرانیب قاطن  ولط 

𝒙 = ±1  

کم ترین این مقادیر می نیمم  . حال مقادیر تابع به ازای ابتدا و انتهای بازه و نیز به ازای طول نقاط بحرانی را می یابیم
.مطلق و بیش ترین آن ها ماکزیمم مطلق تابع است  

𝒇 −2 = 2 −2 3 − 6 −2 − 1 = −16 + 12 − 1 = −5 

𝒇 3 = 2 3 3 − 6 3 − 1 = 54 − 18 − 1 = 35 

𝒇 1 = 2 1 3 − 6 1 − 1 = 2 − 6 − 1 = −5 

:روش تعیین اکسترمم های مطلق یک تابع  

𝒇 −1 = 2 −1 3 − 6 −1 − 1 = −2 + 6 − 1 = 3 

طلقم یممن  یم 
 

طلقم یممن  یم 
 

طلقم اکزیممم 
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 ماکزیمم مطلق و می نیمم مطلق آن را  . را در نظر بگیرید 8,27−تابع                                  با دامنه ی : مثال
 .به دست آورید

𝒇 𝒙 = 𝒙
8
3 − 𝒙

2
3 

:ابتدا از تابع مشتق می گیریم و سپس نقاط بحرانی تابع را به دست می آوریم :حل  

𝒇 𝒙 = 𝒙
8
3 − 𝒙

2
3 ⇒ 𝒇′ 𝒙 =

8
3
𝒙

5
3 −

2
3
𝒙
−

1
3 =

8
3

𝒙53
−

2
3
×

1

𝒙
1
3
=

8𝒙 𝒙23

3
−

2

3 𝒙3  

8 

⇒ 𝒇′ 𝒙 =
𝒙3 8𝒙 𝒙23

− 2

3 𝒙3 =
8𝒙2 − 2

3 𝒙3  

.ریشه ی صورت و مخرج نقاط بحرانی می باشند  

:ریشه ی صورت 8𝒙2 − 2 = 0 ⇒ 8𝒙2 = 2 ⇒ 𝒙2 =
2
8
=

1
4
⇒ 𝒙 = ±

1
2

 

:ریشه ی مخرج 3 𝒙
3

= 0 ⇒ 𝒙
3

= 0 ⇒ 𝒙
3 3

= 03 ⇒ 𝒙 = 0 

𝒇 𝒙 = 𝒙83
− 𝒙23

 

⇒

𝒇 −8 = −8 83
− −8 23

= −2 3 83
− −2 3 23

= −2 8 − −2 2 = 256 − 4 = 252

𝒇 27 = 27 83
− 27 23

= 33 83
− 33 23

= 3 8 − 3 2 = 5651 − 9 = 6552                      

𝒇 −
1
2

= −
1
2

83
− −

1
2

23
= −

1
2

6
× −

1
2

23
− −

1
2

23
=

1
4

1
4

3
−

1
4

3
= −

3
4

1
4

3
         

𝒇 0 = 0, 𝒇
1
2

=
1
2

83
−

1
2

23
=

1
2

6
×

1
2

23
−

1
2

23
=

1
4

1
4

3
−

1
4

3
= −

3
4

1
4

3
            

 



:روش تعیین اکسترمم های نسبی یک تابع  

:آزمون مشتق اول برای تعیین اکسترمم نسبی  

:برای یافتن اکسترمم های نسبی یک تابع به صورت زیر عمل می کنیم  

′𝒇نقاط بحرانی تابع را با حل معادله ی : گام اول 𝒙 =  موجود نیست،   𝒇′(𝒙)و یا پیدا کردن نقاطی که در آن ها  0
 .به دست می آوریم

 از منفی به مثبت تغییر ′𝒂 ،𝒇اگر در اطراف نقطه ی بحرانی به طول . را در تعیین علامت می کنیم ′𝒇: گام دوم
 .ماکزیمم نسبی است 𝒂می نیمم نسبی و اگر از مثبت به منفی تغییر علامت دهد، آن گاه   𝒂علامت دهد، آن گاه 

 .اکسترمم نسبی نخواهد بود 𝒂تغییر علامت ندهد، آن گاه  𝒂در اطراف  ’𝒇در غیر این صورت، یعنی اگر 

:جدول تغییرات  

برای یافتن اکسترمم های نسبی و بازه هایی که در آن ها تابع صعودی یا نزولی است، هم چنین برای نشان دادن 
.جهت تغییرات نمودار تابع، از این جدول استفاده می کنیم  

 و ′𝒚یا همان تعیین علامت   𝒙در محدوده های  ′𝒚، ردیف دوم مربوط به علامت  𝒙ردیف اول این جدول، مربوط به 
 .  است 𝒚ردیف سوم مربوط به تغییرات 

𝒚ماکزیمم و مى نیمم نسبى تابع : مثال =
1
3𝒙

3 −
5
2 𝒙

2 + 6𝒙 +  آیا این تابع ماکزیمم مطلق. را  به دست آورید 10
 یا می نیمم مطلق دارد؟ چرا؟ 

 : را یافته و برای تعیین علامت و یافتن اکسترمم های نسبی، ریشه های آن را به دست می آوریم ′𝒚ابتدا : حل

𝒚 =
1
3𝒙

3 −
5
2 𝒙

2 + 6𝒙 + 10 ⇒ 𝒚′ = 𝒙2 − 5𝒙 + 6  

𝑦′=0
𝒙2 − 5𝒙 + 6 = 0 ⇒ 𝒙 − 2 𝒙 − 3 = 0 ⇒  

𝒙 = 2
𝒙 = 3 

9 



𝐥𝐢𝐦 :داریم. هم چنین مقادیر                          و                        را نیز به دست می آوریم
𝒙⟶+∞

𝒇(𝒙) 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶−∞

𝒇(𝒙) 

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶+∞

1
3
𝒙3 −

5
2
𝒙2 + 6𝒙 + 10 = 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶+∞

1
3
𝒙3 = +∞ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶−∞

1
3
𝒙3 −

5
2
𝒙2 + 6𝒙 + 10 = 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶−∞

1
3
𝒙3 = −∞ 

𝒙 −∞ +∞ 

𝒚′ + − + 

𝒚 −∞ +∞ 

:حال جدول تغییرات را به صورت زیر تشکیل می دهیم  

2 3 

44
3

 
29
2

 

:با توجه به جدول تعیین علامت داریم  

𝒙با توجه به آزمون مشتق اول، تابع در ( الف = 𝒙دارای ماکزیمم نسبی و در   2 =  .دارای می نیمم نسبی است 3

,∞−تابع در بازه های ( ب ,3و  2 ′𝒚صعودی  ∞+ > ′𝒚نزولی  2,3و در بازه ی  چون 0 <  .است چون 0

𝐥𝐢𝐦چون ( ج
𝒙⟶+∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦و  ∞+
𝒙⟶−∞

𝒇(𝒙) =  .بنابراین تابع دارای ماکزیمم مطلق و می نیمم مطلق نیست ∞−

10  



𝒇 .اکسترمم های نسبی و مطلق تابع                                 را به دست آورید: مثال 𝒙 = 𝒙2 − 1
3

 

:حل  

𝒇 𝒙 = 𝒙2 − 1
3
⇒ 𝒇′ 𝒙 = 3 2𝒙 𝒙2 − 1

2 𝒇′(𝒙)=0
 

2𝒙 = 0 ⇒ 𝒙 = 0

𝒙2 − 1
2
= 0 ⇒ 𝒙2 − 1 = 0 ⇒ 𝒙 = ±1

 

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶+∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶+∞

𝒙2 − 1
3
= +∞ 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶−∞
𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶−∞
𝒙2 − 1

3
= +∞ 

:جدول تغییرات  

𝑥 −∞ +∞ 

2𝒙 − − + + 

𝒙2 − 1
2

 + + + + 

𝑓′(𝑥) − − + + 

𝑓(𝑥) +∞ +∞ 

:با توجه به جدول تعیین علامت داریم  

𝒙با توجه به آزمون مشتق اول، تابع در ( الف =  .دارای می نیمم نسبی است 0

−1 0 1 

0 0 1 

,∞−تابع در بازه ی ( ب ′𝒚نزولی  0 < ,0و در بازه ی  چون 0 ′𝒚صعودی  ∞+ >  .است چون 0

𝐥𝐢𝐦چون ( ج
𝒙⟶+∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦و  ∞+
𝒙⟶−∞

𝒇(𝒙) =  دارای   0,1و با توجه به جدول تغییرات تابع در   ∞+
  11 .می نیمم مطلق است



:مشتق مراتب بالاتر  

𝒚اگر تابع  = 𝒇(𝒙)  مشتق پذیر باشد، مشتق مرتبه ی اول آن را با علامت𝒚′ = 𝒇′(𝒙) نشان می دهیم  . 
′𝒚اگر  = 𝒇′(𝒙)  نیز مشتق پذیر باشد، در این صورت مشتق مرتبه ی دوم𝒇  را با𝒚′′ = 𝒇′′(𝒙) نمایش می دهیم. 

 نیز به شرط مشتق پذیر بودن دوباره مشتق بگیریم، مشتق مرتبه ی سوم حاصل خواهد شد که آن  ′′𝒇حال اگر از 
𝒇یا  ′′′𝒇را با   .نمایش می دهیم 3

 ام حاصل خواهد شد𝒏و مرتبه ی ... اگر این روند را برای مراحل بعدی تکرار کنیم، مشتق مرتبه ی چهارم و پنجم و 
𝒇که به ترتیب با نمادهای 𝒇و  4 𝒇و ... و  5 𝒏  یا𝒚 𝒚و 4 𝒚 و... و 5 𝒏 نمایش داده می شوند و داریم: 

𝒇(𝒏) 𝒙 = 𝒇𝒏−1(𝒙)
′

.   

𝒚مشتق مرتبه ی سوم تابع : مثال = 𝒙4 − 5𝒙3 + 7𝒙 را به دست آورید. 

:حل  𝒚′ = 4𝒙3 − 15𝒙2 + 7 ⇒ 𝒚′′ = 12𝒙2 − 30𝒙 ⇒ 𝒚′′′ = 24𝒙 − 30 

:تقعر منحنی  

12 

𝒙در می یابیم که برای  𝒇با دقت در نمودار تابع  < 𝒂  گودی یا دهانه ی نمودار ، 
𝒙به سمت پایین و برای  > 𝒂 دهانه ی نمودار به سمت بالا می باشد. 

 ، رو به پایین 𝒂,∞−منحنی در فاصله ی ( گودی)اصطلاحا می گوییم تقعر
 .، رو به بالا است ∞+,𝒂و در فاصله ی 

حال اگر در نقاطی از نمودار تابع که تقعر نمودار رو به پایین است، مماسی بر 
منحنی رسم کنیم، وضعیت خط مماس نسبت به منحنی چگونه خواهد بود؟ در 

 نقاطی که تقعر به سمت بالاست چه طور؟ 

𝒂 

 



,𝒂در بازه ای مانند  𝒇اگر تقعر نمودار : نکته 𝒃   رو به بالا باشد، آن گاه خطوط مماس بر منحنی در هر نقطه از این بازه 
 .و برعکس. زیر منحنی است

,𝒂در بازه ای مانند  𝒇هم چنین اگر تقعر نمودار  𝒃 رو به پایین باشد، آن گاه خطوط مماس بر منحنی در هر نقطه از این 
 .و برعکس. بازه بالای منحنی است 

:کاربرد مشتق در یافتن جهت تقعر منحنی  

همان طور که صعودی یا نزولی بودن تابع را از روی علامت مشتق اول مشخص می کنیم، جهت تقعر منحنی را نیز  
 .؛ تعیین کنیم ′′𝒚می توانیم با توجه به علامت مشتق دوم 

′′𝒇مشتق پذیر است،  𝒂که روی بازه ای حول  𝒇به این صورت که اگر تابع  𝒂 >  ، در این صورت تقعر منحنی در  0
′′𝒇این نقطه به سمت بالا و اگر  𝒂 <  .، در این صورت تقعر منحنی در این نقطه به سمت پایین است 0

بنابراین برای این که ببینیم تقعر منحنی یک تابع مشتق پذیر در چه فاصله هایی به سمت بالا و در چه فاصله هایی به  
 .را تعیین علامت می کنیم 𝒇′′(𝒙)سمت پایین است، 

𝒚 .جهت تقعر نمودار تابع              را تعیین کنید: مثال = 𝒙3 

.مشتق دوم را به دست آورده، سپس آن را تعیین علامت می کنیم: حل  

𝒚 = 𝒙3 ⇒ 𝒚′ = 3𝒙2 ⇒ 𝒚′′ = 6𝒙
𝒚′′=0

6𝒙 = 0 ⇒ 𝒙 = 0 13 



:جدول تعیین علامت  
𝑥 −∞ +∞ 

𝑦′′ − + 

𝑦 تقعر رو به بالا تقعر رو به پایین 

0 

𝒚پس تقعر منحنی  = 𝒙3  در بازه ی−∞, ,0رو به پایین و در بازه ی  0  .رو به بالا است ∞+

:عطفی قطه ن .نقطه ای است که در آن جهت تقعر منحنی عوض می شود   

نقطه ای که علامت مشتق دوم . برای به دست آوردن نقطه ی عطف یک تابع، مشتق دوم آن را تعیین علامت می کنیم
. در اطراف آن تغییر می کند، نقطه ی عطف می باشد  

.نقطه ی عطف نمودار توابع زیر را مشخص کنید :مثال  
𝒚 (الف = 𝒙3 − 2𝒙2 − 3𝒙 + 10 

⇒ 𝒚′ = 3𝒙2 − 4𝒙 − 3 ⇒ 𝒚′′ = 6𝒙 − 4
𝒚′′=0

 

6𝒙 − 4 = 0 ⇒ 6𝒙 = 4 ⇒ 𝒙 =
4
6
=

2
3

 

𝑥 

𝑦′′ − + 

𝑦 تقعر رو به بالا تقعر رو به پایین 

2
3

 

𝒙چون علامت مشتق دوم در اطراف  =
2
𝒙تغییر می کند، پس  نقطه ی  3 =

2
 .طول عطف منحنی می باشد 3

𝒚 (ب = 𝒙 + 1 4 

⇒ 𝒚′ = 4 𝒙 + 1 3 ⇒ 𝒚′′ = 12 𝒙 + 1 2 

𝒚′′=0
12 𝒙 + 1 2 = 0 ⇒ 𝒙 = −1 

𝑥 

𝑦′′ + + 

𝑦 تقعر رو به بالا تقعر رو به بالا 

−1 

𝒙چون علامت مشتق دوم در اطراف  = 𝒙تغییر نمی کند، پس  نقطه ی  1− =  .طول عطف منحنی نمی باشد 1−

0 

14
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,𝒘(𝒂اگر مبدا مختصات را به نقطه ی : نکته 𝒃)  انتقال دهیم، برای به دست آوردن معادله ی جدید کافی است به جای𝒙 ، 
𝐗 + 𝒂  و به جای𝒚 ،𝐘 + 𝒃 قرار دهیم. 

𝒚به صورت  𝒙𝒐𝒚معادله ی یک منحنی در دستگاه : مثال = 𝒙2 + 3𝒙 اگر مبدا مختصات را به نقطه ی. می باشد 
 𝒘(−1,3) منتقل کنیم، معادله ی این منحنی در دستگاه جدید را به دست آورید. 

:حل  

 
𝒙 = 𝐗 − 1

𝒚 = 𝐘 + 3
 ⇒ 𝐘+ 3 = 𝑿 − 1 2 + 3 𝑿 − 1 ⇒ 𝐘+ 3 = 𝐗2 − 2𝐗 + 1 + 3X − 3 ⇒ 𝐘 = 𝐗2 + 𝐗 − 5 

 تبدیل کنیم و معادله اولیه تغییر نکند، می گوییم مبدا مختصات، مرکز  𝒚−را به  𝒚و  𝒙−را به  𝒙اگر در یک منحنی : نکته
 .تقارن منحنی است

𝒙2نشان دهید منحنی : مثال + 3𝒚2 = 5𝒙𝒚 نسبت به مبدا مختصات متقارن است؟ 

:حل  
 

𝒙 ⟶ −𝒙

𝒚 ⟶ −𝒚
 ⇒ −𝒙 2 + 3 −𝒚 2 = 5 −𝒙 −𝒚 ⇒ 𝒙2 + 3𝒚2 = 5𝒙𝒚 

.چون معادله ی منحنی تغییر نکرد بنابراین مبدا مختصات مرکز تقارن است  

,𝒘(𝒂اگر مبدا مختصات را به نقطه ی : نکته 𝒃) انتقال دهیم و معادله ی جدید را بنویسیم و در معادله ی جدید 
   𝐗 ⟶ −𝐗  و𝐘 ⟶ −𝐘  تبدیل کنیم و معادله ی جدید تغییر نکند، در این صورت گوییم منحنی نسبت به𝒘(𝒂, 𝒃)   

 . تقارن دارد

𝒚ثابت کنید نقطه ی عطف منحنی : مثال = 𝒙3 − 4𝒙2 − 3𝒙 +  .مرکز تقارن آن است 10

:ابتدا نقطه ی عطف منحنی را به دست می آوریم: حل  
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𝒚 = 𝒙3 − 4𝒙2 − 3𝒙 + 10 ⇒ 𝒚′ = 3𝒙2 − 8𝒙 − 3 ⇒ 𝒚′′ = 6𝒙 − 8
𝒚′′=0

6𝒙 − 8 = 0 ⇒ 6𝒙 = 8 

⇒ 𝒙 =
8
6
=

4
3

 𝑥 

𝑦′′ − + 

𝑦 تقعر رو به بالا تقعر رو به پایین 

4
3

 

𝒙چون مشتق دوم در  =
4
4تغییر علامت می دهد، بنابراین  3

 .طول نقطه ی عطف منحنی می باشد 3

𝒙 =
4
3
⇒ 𝒚 =

4
3

3
− 4

4
3

2
− 3

4
3

+ 10 =
64
27

− 4 ×
4
3
− 4 + 10 =

64
27

−
16
3
+ 6 =

64 − 144 + 18
27

 

⇒ 𝒚 =
34
27

⇒ :نقطه ی عطف
4
3
,
34
27

 

𝒘 .حال مبدا مختصات را به                    منتقل می کنیم
4
3
,
34
27

 

𝒙 = 𝐗 +
4
3

𝒚 = 𝐘 +
34
27

 ⇒ 𝐘+
34
27 = 𝐗 +

4
3

3
− 4 𝐗 +

4
3

2
− 3 𝐗 +

4
3 + 10 ⇒ 𝐘 = 𝐗3 −

25
3 𝐗  

 
𝐗 ⟶ −𝐗

𝐘⟶ −𝐘
 ⇒ −𝐘 = −𝐗 3 −

25
3

−𝐗 ⇒ −𝒀 = −𝐗3 +
25
3
𝐗
× −1

𝐘 = 𝐗3 −
25
3
𝐗 

.چون معادله تغییر نکرد، پس نقطه ی عطف مرکز تقارن است  
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 مجانب های نمودار توابع

:مجانب افقی( 1  

𝒚نمودار تابع  = 𝒇(𝒙) با توجه به نمودار ،. مطابق شکل زیر است 
 .حاصل حدهای زیر را به دست آورید

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶1

𝒇(𝒙) =? , 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶+∞

𝒇(𝒙) =? 

 .نزدیک می شود 2به عدد  𝒇(𝒙)به سمت یک میل می کند،  𝒙همان طور که از نمودار تابع پیداست، وقتی 

𝒚میل می کند، یعنی خیلی بزرگ می شود، نمودار تابع به خط  ∞+به سمت  𝒙اما وقتی  =  .  نزدیک می شود 1
𝒚خط . است 1، برابر  ∞+پس حد این تابع در  =  را که نمودار تابع در بی نهایت به آن نزدیک می شود،  1

 .تابع می گوییممجانب افقی 

𝒚خط  - = 𝒂  را مجانب افقی تابع𝒚 = 𝒇(𝒙) گوییم هرگاه حداقل یکی از شرایط زیر برقرار باشد: 

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶+∞

𝒇(𝒙) = 𝒂 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶−∞

𝒇(𝒙) = 𝒂 

𝒚 = 𝒂 𝒚 = 𝒂  𝒚 = 𝒂  
𝒚 = 𝒂 

1 

2 

1 

𝒚 = 𝒇(𝒙) 

 



18 

یا ∞−نتواند به سمت  𝒙ممکن است دامنه ی تابع طوری باشد که : نکته  در این صورت تابع  . میل کند ∞+
یا ∞−در   نمی تواند 𝒙باشد، در این صورت  (∞+,𝒃 به عنوان مثال اگر دامنه ی تابعی . مجانب افقی ندارد ∞+

,𝒂هم چنین اگر دامنه ی تابعی به صورت . مجانب افقی ندارد ∞−میل کند و تابع در  ∞−به سمت  𝒃 باشد 
 .میل کند و تابع مجانب افقی ندارد ∞±در این صورت  نمی تواند به سمت 

:روش به دست آوردن مجانب های افقی یک تابع  

𝒙وقتی  𝒇(𝒙)کافی است از تابع ( در صورت وجود)برای به دست آوردن مجانب افقی یک تابع ⟶  .حد بگیریم ∞±
𝒚باشد، آن گاه خط  𝒂اگر حاصل حد، عدد حقیقی  = 𝒂 مجانب افقی تابع می باشد. 

𝒚 .                        مطلوبست به دست آوردن مجانب افقی تابع : مثال =
𝒙2

𝒙2 + 1
 

:حل  
𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶±∞

𝒙2

𝒙2 + 1
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶±∞

𝒙2

𝒙2 = 1 

𝒚پس خط  =  .می باشد ∞−و  ∞+مجانب افقی نمودار این تابع در  1

𝒚 .                        مطلوبست به دست آوردن مجانب افقی تابع       : مثال =
𝒙3 + 1

𝒙2 − 2𝒙 − 1
 

:حل  
𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶±∞

𝒙3 + 1

𝒙2 − 2𝒙 − 1
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶±∞

𝒙3

𝒙2 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶±∞

𝒙 = ±∞ 

.چون حاصل حد، عددی متناهی نشد، پس تابع مجانب افقی ندارد  
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(:عمودی)مجانب قائم ( 2  

 از سمت چپ 𝒙با توجه به نمودار، وقتی . دقت کنید 𝒇به نمودار تابع 
 بزرگ و بزرگ تر شده و در  𝒇(𝒙)نزدیک می شود، مقادیر  3به عدد 

𝒙در این جا خط . میل می کند ∞+به سمت  𝒇(𝒙)واقع  = 3  ، 
 .نامیده می شود منحنیمجانب قائم 

𝒙در توابعی که حد چپ آن ها در نقطه ی  - = 𝒂  ،+∞  شود، نمودار تابع با نزدیک شدن  ∞−یا𝒙  به𝒂  ،از سمت چپ 
𝒙در نزدیکی خط  = 𝒂  به این خط مجانب قائم منحنی تابع گفته می شود. میل می کند ∞−یا  ∞+به سمت  . 

𝒙در این حالت وضعیت نمودار تابع، حول خط  = 𝒂 (مجانب قائم )به یکی از صورت های زیر است: 

𝒙 = 𝒂  

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶𝒂−

𝒇(𝒙) = +∞ 

𝒙 = 𝒂  

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶𝒂−

𝒇(𝒙) = −∞ 

𝒙نیز در توابعی که حد راست آن ها در نقطه ی  = 𝒂  ،+∞  شود، نمودار تابع با نزدیک شدن  ∞−یا𝒙  به𝒂  از سمت 
𝒙راست،در نزدیکی خط  = 𝒂  به این خط نیز مجانب قائم منحنی تابع گفته می شود. میل می کند ∞−یا  ∞+به سمت . 

𝒙در این حالت وضعیت نمودار تابع، حول خط  = 𝒂 (مجانب قائم )به یکی از صورت های زیر است: 

𝒙 = 𝒂  

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶𝒂+

𝒇(𝒙) = −∞ 

𝒙 = 𝒂  

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶𝒂+

𝒇(𝒙) = +∞ 

𝒙 = 3  

𝒚 = 𝒇(𝒙) 
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در توابع کسری، که صورت و مخرج آن ها توابعی پیوسته است، ریشه های مخرج کسر در صورتی که  : نکته
 .می شود ∞±زیرا حد تابع در این نقاط برابر . ریشه ی صورت نباشند، مجانب قائم نمودار تابع می باشند

𝒚 .را بیابید                                  همه ی مجانب های تابع   : مثال =
5𝒙2 + 3

𝒙2 − 4𝒙 + 3
 

:برای یافتن مجانب افقی، حد تابع در بی نهایت را به دست می آوریم :حل  

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶−∞

5𝒙2 + 3

𝒙2 − 4𝒙 + 3
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶−∞

5𝒙2

𝒙2 = 5 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶+∞

5𝒙2 + 3

𝒙2 − 4𝒙 + 3
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶+∞

5𝒙2

𝒙2 = 5 

𝒚بنابراین خط  =  .مجانب افقی نمودار این تابع می باشد 5

:برای یافتن مجانب های قائم، حد تابع در ریشه ی مخرج را به دست می آوریم  

𝒙2 − 4𝒙 + 3 = 0 ⇒ 𝒙 − 1 𝒙 − 3 = 0 ⇒  
𝒙 = 1
𝒙 = 3 

lim
𝑥⟶1−

5𝑥2 + 3

𝑥2 − 4𝑥 + 3
= lim

𝑥⟶1−
5𝑥2 + 3

𝑥 − 1 𝑥 − 3
=

8
0+
= +∞ 

lim
𝑥⟶1+

5𝑥2 + 3

𝑥2 − 4𝑥 + 3
= lim

𝑥⟶1+
5𝑥2 + 3

𝑥 − 1 𝑥 − 3
=

8
0−

= −∞ 

lim
𝑥⟶3+

5𝑥2 + 3

𝑥2 − 4𝑥 + 3
= lim

𝑥⟶3+
5𝑥2 + 3

𝑥 − 1 𝑥 − 3
=

8
0+

= +∞ 

lim
𝑥⟶3−

5𝑥2 + 3

𝑥2 − 4𝑥 + 3
= lim

𝑥⟶3−
5𝑥2 + 3

𝑥 − 1 𝑥 − 3
=

8
0−

= −∞ 
𝒙بنابراین خطوط  = 𝒙و  1 =  مجانب های   3

 .قائم نمودار این تابع می باشند
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:مجانب مایل نمودار تابع( 3  

𝒙می دانیم خط . دقت کنید 𝒇به نمودار تابع  =  مجانب   2−
 هم چنین مشاهده می کنیم  . قائم نمودار این تابع می باشد
 .نیز بسیار نزدیک می شود 𝐋که تابع در بی نهایت به خط 

 همان طور که در شکل می بینید در مجاورت این خط،
𝒙  و  ∞+به سمت𝒇(𝒙)  میل می کند ∞+نیز به سمت. 

𝒚، بی نهایت شود، ممکن است بتوان خطی به صورت  ∞−یا  ∞+در  𝒇(𝒙)هرگاه حد تابع  -- = 𝒎𝒙 + 𝒃 یافت 
𝒚و خط  𝒇(𝒙)به گونه ای که نمودار تابع  = 𝒎𝒙 + 𝒃  خط . به هم نزدیک شوند ∞−یا  ∞+در𝒚 = 𝒎𝒙 + 𝒃  را 

 :منحنی تابع گوییم و در این صورت داریممجانب مایل 

𝒚معادله ی این خط به صورت  = 𝒎𝒙 + 𝒃 است و آن را مجانب مایل منحنی تابع می نامیم. 

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶+∞

𝒇 𝒙 − (𝒎𝒙 + 𝒃) = 𝐥𝐢𝐦 یا  0
𝒙⟶−∞

𝒇 𝒙 − (𝒎𝒙 + 𝒃) = 0 

 روش یافتن خطوط مجانب مایل نمودار یک تابع

.  اما امکان دارد، مجانب مایل داشته باشد. بی نهایت شود، نمودار تابع مجانب افقی ندارد                     هرگاه حاصل

𝒚در این صورت از روش های زیر می توانیم خط  = 𝒎𝒙 + 𝒃 را بیابیم: 

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶±∞

𝒇(𝒙) 

𝐠را به صورت  𝒇(𝒙)گاهی اوقات می توانیم ضابطه ی ( 1 𝒙 +𝒎𝒙 + 𝒃 بنویسیم، به طوری که 
𝒚در این صورت خط   = 𝒎𝒙 + 𝒃 مجانب مایل تابع می باشد. 

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶±∞

𝐠(𝒙) = 0 

                           

𝒙 = −2  

𝐋 
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lim
𝑥⟶±∞

𝒙3 +𝒙2 + 2𝒙

𝒙2 + 1
= lim

𝑥⟶±∞

𝒙3

𝒙2 = lim
𝑥⟶±∞

𝑥 = ±∞

 

:با تقسیم چندجمله ای صورت بر مخرج داریم. بنابراین امکان وجود مجانب مایل هست

 

⇒
𝒙3 +𝒙2 + 2𝒙

𝒙2 + 1
= 𝒙 − 1 +

𝒙− 1

 

𝒙2 + 1

 
 

∞+حد تابع                                در 

 

∞−و 

 

𝒚پس خط . برابر صفر است = 𝒙− 1

  

.مجانب مایل نمودار تابع می باشد

 
𝐠 𝒙 =

𝒙− 1

 

𝒙2 + 1

 
 

--

 

در مواردی که ضابطه ی تابع  به صورت تقسیم دو چندجمله ای بوده و درجه ی صورت، یک واحد بیش تر از درجه ی  
.مخرج باشد، از روش بالا استفاده می کنیم

 

𝒚به طور کلی برای یافتن خط مجانب ( 2 = 𝒎𝒙+ 𝒃

 

𝒎، باید دو ضریب 

 

𝒃و 

 

برای این منظور ابتدا  . را به دست آوریم

 

𝒎شیب خط 

 

:را با محاسبه ی حد زیر به دست می آوریم

 

𝒎 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶±∞

𝒇(𝒙)

𝒙

 

𝒃سپس 

 

:را از رابطه ی زیر به دست می آوریم

 

𝒃 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶±∞

𝒇 𝒙 −𝒎𝒙

 

𝒙3 + 𝒙2 + 2𝒙

 

𝒙2 + 1

 

𝒙 + 1

 

𝒙2 +𝒙

 
− 𝒙3 + 𝒙

 

− 𝒙2 + 1

 

𝒙− 1

 

 

1+2𝒙

𝒙2+2𝒙+3𝒙
=𝒙𝒇:داریم به عنوان مثال در تابع               
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𝒇 مطلوبست مجانب مایل منحنی   : مثال 𝒙 =
𝒙3 − 1

𝒙2 +𝒙 + 2
 

:حل  
𝒎= 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶±∞

𝒇(𝒙)

𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶±∞

𝒙3 − 1
𝒙2 +𝒙 + 2

𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶±∞

𝒙3 − 1

𝒙 𝒙2 + 𝒙+ 2
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶±∞

𝒙3 − 1

𝒙3 + 𝒙2 + 2𝒙
= 1

 

𝒃 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶±∞

𝒇 𝒙 − 𝒎𝒙 = lim
𝒙⟶±∞

𝒙3 − 1

𝒙2 + 𝒙+ 2
− 𝒙 = lim

𝒙⟶±∞

𝒙3 − 1 − 𝒙3 − 𝒙2 − 2𝒙

𝒙2 +𝒙 + 2  

= lim
𝒙⟶±∞

−𝒙2 − 2𝒙 − 1

𝒙2 +𝒙 + 2
= −1

𝒚بنابراین خط   = 𝒙− 1

 

.، مجانب مایل منحنی تابع می باشد

.مجانب مایل تابع                               را در صورت وجود بیابید: مثال 

 

𝒇 𝒙 =
1 +𝒙4

1 +𝒙
:حل 

 

∞+ابتدا حد تابع در 

 

∞−و 

 

.را می یابیم

 
𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶±∞
𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶±∞

1 + 𝒙4

1 + 𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶±∞

1+ 𝒙4

1 + 𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶±∞

𝒙4

𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶±∞

𝒙2

𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶±∞
𝒙 = ±∞

.چون حد فوق نامتناهی شد، بنابراین امکان وجود مجانب مایل هست 

 
𝒎 = 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶±∞

𝒇(𝒙)

𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶±∞

1 +𝒙4
1 +𝒙
𝒙

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶±∞

1 + 𝒙4

𝒙 1 +𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶±∞

1 + 𝒙4

𝒙2 + 𝒙
= lim

𝒙⟶±∞

𝒙4

𝒙2 = lim
𝒙⟶±∞

𝒙2

𝒙2 =
1
 

𝒃 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶±∞

𝒇 𝒙 −𝒎𝒙 = lim
𝒙⟶±∞

1 + 𝒙4

1 + 𝒙
− 𝒙 = lim

𝒙⟶±∞

1 + 𝒙4 − 𝒙 1 + 𝒙

1 + 𝒙
= lim

𝒙⟶±∞

1 + 𝒙4 − 𝒙− 𝒙2

1 + 𝒙

 

 

1−=
𝒙+1
𝒙−

∞±⟶𝒙
lim=

𝒙+1

2𝒙−𝒙−2𝒙
∞±⟶𝒙

lim=
می باشد. ∞− و  ∞+ ، مجانب مایل منحنی تابع در 

1−𝒙−=𝒚 بنابراین خط 
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:رسم نمودار یک تابع

 

𝒚برای رسم نمودار  = 𝒇(𝒙)

 

:مراحل زیر را انجام می دهیم

 
.دامنه ی تابع را تعیین می کنیم( 1

 

∞±با توجه به دامنه ی تابع، اگر حد تابع در ( 2

 

𝒙 ⟶ در این حالت  . معنا داشته باشد، آن را محاسبه می کنیم∞±

 

.ممکن است، نمودار تابع دارای مجانب افقی یا مایل باشد که آن ها را به دست می آوریم

 

,𝒂اگر دامنه ی تابع به صورت یک بازه مانند  𝒃

 

.  باشد، مقدار تابع را در ابتدا و انتهای بازه به دست می آوریم

 
.مجانب قائم نمودار تابع را در صورت وجود به دست می آوریم( 3

 
.نقاط برخورد نمودار تابع با محورهای مختصات را به دست می آوریم( 4

 
5 )𝒚′

 

را به دست آورده و آن را در جدول تغییرات را تشکیل می دهیم، تا فاصله های صعودی و نزولی و نقاط ماکزیمم و  

 

.می نیمم نسبی به دست آیند

 
6 )𝒚′′

 

.را در صورت امکان محاسبه می کنیم و با تعیین علامت آن، نقاط عطف را در صورت وجود به دست می آوریم

 
.با استفاده از اطلاعات قسمت های قبل، جدول تغییرات تابع را رسم می کنیم( 7

.با استفاده از جدول تغییرات و با مشخص کردن نقاط به دست آمده، نمودار تابع را رسم می کنیم( 9 

 

.در صورت لزوم از نقاط کمکی استفاده می کنیم( 8

𝒙اگر با تبدیل : 1تذکر 

 

𝒙−به 

 

𝒚معادله ی منحنی تغییر نکند، محور 

 

.ها محور تقارن منحنی تابع خواهد بود

 

𝒙اگر با تبدیل : 2تذکر

 

𝒙−به 

 

𝒚و 

 

𝒚−به 

 

.معادله ی منحنی تغییر نکند،مبدا مختصات محور تقارن منحنی تابع خواهد بود
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𝒚نمودار تابع : مثال = −𝒙2 + 2𝒙 +  .را رسم کنید 3

 .تابع دارای مجانب افقی، قائم و مایل نیست. است 𝐑دامنه ی تابع : حل

𝒚′ = −2𝒙 + 2
𝒚′=0

−  2𝒙 + 2 = 0 ⇒ −2𝒙 = −2 ⇒ 𝒙 = 1 

𝒚′′ = −2 ⇒  تابع دارای نقطه ی عطف نیست

𝒙 −∞ +∞ 

𝒚′ + − 

𝒚 −∞ −∞ 

𝒚′′ رو به پایین تقعر  

1 

4 

 

𝒙 = 0 ⇒ 𝒚 = 3

𝒚 = 0 ⇒  
𝒙 = 3
𝒙 = −1

 

 
𝒍𝒊𝒎
𝒙⟶+∞

𝒇(𝒙) = −∞ 

𝒍𝒊𝒎
𝒙⟶−∞

𝒇(𝒙) = −∞ 
 

−1 3 1 

4 

3 

𝒚نمودار تابع : مثال = 𝒙3 − 3𝒙 را رسم کنید. 

 .تابع دارای مجانب افقی، قائم و مایل نیست. است 𝐑دامنه ی تابع : حل

𝒚′ = 3𝒙2 − 3
𝒚′=0

3𝒙2 − 3 = 0 ⇒ 3𝒙2 = 3 ⇒ 𝒙2 = 1 ⇒ 𝒙 = ±1 

𝒚′′ = 6𝒙
𝒚′′=0

6𝒙 = 0 ⇒ 𝒙 = 0 
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𝒙 = 0 ⇒ 𝒚 = 0

𝒚 = 0 ⇒  
𝒙 = 3
𝒙 = − 3
𝒙 = 0

 

 
𝒍𝒊𝒎
𝒙⟶+∞

𝒇(𝒙) = +∞ 

𝒍𝒊𝒎
𝒙⟶−∞

𝒇(𝒙) = −∞ 
 

𝒙 −∞ +∞ 

𝒚′ + + − − + + 

𝒚 −∞ +∞ 

𝒚′′ رو به پایین تقعر  تقعر رو به بالا 

− 3 −1 0 1 3 

0 0 0 2 −2 

−1,2  ماکزیمم نسبی:

1, −2  ماکزیمم نسبی:

0,0  نقطه ی عطف:
−1 

−2 

1 

1 

− 3 3 

𝒚 = 𝒙3 − 3𝒙  

.نمودار تابع                      را رسم کنید: مثال  𝒚 =
𝒙2

𝒙2 + 1
 

>∆زیرا مخرج کسر ریشه ندارد. است 𝐑دامنه ی تابع : حل  این تابع مجانب قائم نیز ندارد، چون مخرج کسر  . 0
 .ریشه ندارد
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:مجانب افقی  
𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶+∞
𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶+∞

𝒙2

𝒙2 + 1
= 1 = 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶−∞
𝒇(𝒙) 

𝒚بنابراین خط  =  .است ∞−و  ∞+مجانب افقی نمودار تابع در  1

𝒚′ =
2𝒙 𝒙2 + 1 − 2𝒙 𝒙2

𝒙2 + 1
2 =

2𝒙3 + 2𝒙 − 2𝒙3

𝒙2 + 1
2 =

2𝒙

𝒙2 + 1
2 

𝒚′=0
2𝒙 = 0 ⇒ 𝒙 = 0  

𝒚′′ =
2 𝒙2 + 1

2
− 2 × 2𝒙 𝒙2 + 1 × 2𝒙

𝒙2 + 1
4 =

2 𝒙2 + 1
2
− 8𝒙2 𝒙2 + 1

𝒙2 + 1
4 =

𝒙2 + 1 2 𝒙2 + 1 − 8𝒙2

𝒙2 + 1
4  

⇒ 𝒚′′ =
2𝒙2 + 2 − 8𝒙2

𝒙2 + 1
3 =

−6𝒙2 + 2

𝒙2 + 1
3 

𝒚′′=0
− 6𝒙2 + 2 = 0 ⇒ 𝒙2 =

−2
−6

=
1
3
⇒ 𝒙 =

1

3
= ±

3
3

  

𝒇(𝒙) =
𝒙2

𝒙2 + 1
⇒

𝒇
3

3
=

3
3

2

3
3

2
+ 1

=

3
9

3
9 + 1

=

1
3

1
3 + 1

=

1
3
4
3

=
1
4
= 𝒇 −

3
3

𝒇 0 = 0

 

 

𝒙 = 0 ⇒ 𝒚 = 0

𝒚 = 0 ⇒ 𝒙 = 0
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𝒙 −∞ +∞ 

𝒚′ − − + + 

𝒚 1 1 

𝒚′′ − + + − 

−
3

3
 

0 
3

3
 

1
4

 0 
1
4

 

:بنابراین نمودار تابع به صورت زیر می باشد  

1 

1 −1 −
3

3
 −

3
3

 

1
4

 

 مثبت می باشند، لذا برای تعیین علامت آن ها کافی است، فقط صورت کسر   ′′𝒚و  ′𝒚چون مخرج کسر : جدول تغییرات
 :  حال با توجه به اطلاعات به دست آمده جدول تغییرات به صورت زیر می باشد. را تعیین علامت کنیم
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.نمودار تابع                      را رسم کنید: مثال  𝒚 =
1

𝒙2 − 1
 

:ابتدا دامنه ی تابع را به دست می آوریم: حل  

مخرج = 0 ⇒ 𝒙2 − 1 = 0 ⇒ 𝒙2 = 1 ⇒ 𝒙 = ±1 ⇒ 𝐃𝒇 = 𝐑− ±1  

𝒙خطوط  = 𝒙و  1 =  :زیرا. مجانب های قائم تابع می باشند( ریشه های مخرج) 1−

lim
𝑥⟶1−

1

𝑥2 − 1
= lim

𝑥⟶1−
1

𝑥 − 1 𝑥 + 1
=

1
0−

= −∞ lim
𝑥⟶1+

1

𝑥2 − 1
= lim

𝑥⟶1+
1

𝑥 − 1 𝑥 + 1
=

1
0+
= +∞ 

lim
𝑥⟶−1−

1

𝑥2 − 1
= lim

𝑥⟶−1−
1

𝑥 − 1 𝑥 + 1
=

1
0+

= +∞ lim
𝑥⟶−1+

1

𝑥2 − 1
= lim

𝑥⟶−1+
1

𝑥 − 1 𝑥 + 1
=

1
0−

= −∞ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶+∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶+∞

1

𝒙2 − 1
= 0 = 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶−∞
𝒇(𝒙) 

𝒚بنابراین خط  =  .است ∞−و  ∞+مجانب افقی نمودار تابع در  0

:مجانب افقی  

𝒚′ =
0 × 𝒙2 − 1 − 2𝒙 × 1

𝒙2 − 1
2 =

−2𝒙

𝒙2 − 1
2
𝒚′=0

− 2𝒙 = 0 ⇒ 𝒙 = 0 

𝒚′′ =
−2 × 𝒙2 − 1

2
− −2𝒙 × 2 × 2𝒙 × 𝒙2 − 1

𝒙2 − 1
4 =

𝒙2 − 1 −2 𝒙2 − 1 + 8𝒙2

𝒙2 − 1
4 =

6𝒙2 + 2

𝒙2 − 1
3 

𝑦′′=0
6𝒙2 + 2 = 0 ⇒ 6𝒙2 = −2 ⇒ 𝒙2 = −

1
3
⇒ ⇒ معادله جواب ندارد  تابع نقطه ی عطف ندارد
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𝒙 = 0 ⇒ 𝒚 = −1                                                                        

𝒚 = 0 ⇒ ⇒  𝒙 ی وجود ندارد نمودار با محور 𝒙 ها برخورد نمی کند
 

 مثبت می باشند، لذا برای تعیین علامت آن کافی است، فقط صورت کسر را تعیین   ′𝒚چون مخرج کسر : جدول تغییرات
 :  حال با توجه به اطلاعات به دست آمده جدول تغییرات به صورت زیر می باشد. علامت کنیم

𝒙 −∞ +∞ 

𝒚′ + + − − 

𝒚 0 0 

−1 0 1 

−1 
+∞ −∞ −∞ +∞ 

:بنابراین نمودار تابع به صورت زیر می باشد  

−1 −1 1 

 



31 

.نمودار تابع                      را رسم کنید: مثال  𝒚 =
𝒙2 + 1
𝒙

 

:ابتدا دامنه ی تابع را به دست می آوریم: حل مخرج  = 0 ⇒ 𝒙 = 0 ⇒ 𝐃𝒇 = 𝐑 − 0  

𝒙خط  =  :زیرا. مجانب قائم تابع می باشند( ریشه ی مخرج) 0

lim
𝑥⟶0−

𝒙2 + 1
𝒙

=
1
0−

= −∞ lim
𝑥⟶0+

𝒙2 + 1
𝒙

=
1
0+
= +∞ 

 :   زیرا. این تابع دارای مجانب افقی نمی باشد: مجانب افقی
lim

𝑥⟶±∞

𝒙2 + 1
𝒙

= lim
𝑥⟶±∞

𝒙2 + 1
𝒙

= ±∞ 

:مجانب مایل  

𝒚 =
𝒙2 + 1
𝒙

= 𝒙 +
1
𝒙

lim
𝑥⟶±∞

1
𝒙
=0

:مجانب مایل 𝒚 = 𝒙 

𝒚′ =
2𝒙 × 𝒙 − 1 × 𝒙2 + 1

𝒙2 =
𝒙2 − 1

𝒙2
𝒚′=0

𝒙2 − 1 = 0 ⇒ 𝒙2 = 1 ⇒ 𝒙 = ±1 

𝒚′′ =
2𝒙 𝒙2 − 2𝒙 𝒙2 − 1

𝒙4 =
2𝒙3 − 2𝒙3 + 2𝒙

𝒙4 =
2𝒙

𝒙4 =
2

𝒙3
𝒚′′=0

⇒ معادله جواب ندارد   تابع نقطه ی عطف ندارد

 

𝒙 = 0 ⇒ ⇒  𝒚 ی وجود ندارد نمودار با محور 𝒚 ها برخورد نمی کند

𝒚 = 0 ⇒ ⇒  𝒚 ی وجود ندارد نمودار با محور 𝒚 ها برخورد نمی کند
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 مثبت می باشند، لذا برای تعیین علامت آن کافی است، فقط صورت کسر را تعیین   ′𝒚چون مخرج کسر : جدول تغییرات
 :  حال با توجه به اطلاعات به دست آمده جدول تغییرات به صورت زیر می باشد. علامت کنیم

𝒙 −∞ +∞ 

𝒚′ + − − + 

𝒚 −∞ +∞ 

−1 0 1 

−∞ 
−2 2 

+∞ 

:بنابراین نمودار تابع به صورت زیر می باشد  

𝑦 = 𝑥 

−1 1 

−2 

2 

𝒇مطلوبست رسم نمودار تابع : مثال 𝒙 = 1 + 𝒙2
   

.ابتدا دامنه ی تابع را به دست می آوریم: حل
 

رادیکال
 
زیر
 
≥ 0 ⇒ 1+ 𝒙2 ≥ 0 ⇒ 𝐃𝒇 = 𝐑

 
هم چنین به دلیل آن که  . این تابع دارای مجانب قائم نیست

                               
.، دارای مجانب افقی نیز نمی باشد

 
𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶±∞
𝒇(𝒙) = +∞
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𝒎 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶±∞

𝒇(𝒙)

𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶±∞

1 + 𝒙2

𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶±∞

𝒙

𝒙
=

lim
𝒙⟶+∞

𝒙

𝒙
=
𝒙

𝒙
= 1

lim
𝒙⟶−∞

𝒙

𝒙
=
−𝒙

𝒙
= −1

 

:مجانب مایل  

𝒃 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶+∞

𝒇 𝒙 −𝒎𝒙 = lim
𝒙⟶+∞

1 + 𝒙2 − 𝒙 = ∞ −∞
بهاما فعر          

 lim𝒙⟶+∞
1 + 𝒙2 − 𝒙 ×

1 + 𝒙2 + 𝒙

1 + 𝒙2 + 𝒙
 

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶+∞

1 + 𝒙2 − 𝒙2

1 + 𝒙2 + 𝒙
= lim

𝒙⟶+∞

1

𝒙2 + 𝒙
= lim

𝒙⟶+∞

1
𝒙 + 𝒙

= lim
𝒙⟶+∞

1
𝒙 + 𝒙

= lim
𝒙⟶+∞

1
2𝒙

=
1

+∞
= 0 

𝒚بنابراین خط  = 𝒙  مجانب مایل نمودار تابع می باشد ∞+در. 

𝒃 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶−∞

𝒇 𝒙 −𝒎𝒙 = lim
𝒙⟶−∞

1 + 𝒙2 + 𝒙 = −∞ +∞
بهاما فعر          

 lim𝒙⟶−∞
1 + 𝒙2 + 𝒙 ×

1 + 𝒙2 − 𝒙

1 + 𝒙2 − 𝒙
 

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶−∞

1 + 𝒙2 − 𝒙2

1 + 𝒙2 − 𝒙
= lim

𝒙⟶−∞

1

𝒙2 − 𝒙
= lim

𝒙⟶−∞

1
𝒙 − 𝒙

= lim
𝒙⟶−∞

1
−𝒙 − 𝒙

= lim
𝒙⟶−∞

1
−2𝒙

=
1

+∞
= 0 

𝒚بنابراین خط  = −𝒙  مجانب مایل نمودار تابع می باشد ∞−در. 

𝒚′ =
2𝒙

2 1 + 𝒙2
=

𝒙

1 + 𝒙2

𝒚′=0
𝒙 = 0 

𝒚′′ =

1 × 1 + 𝒙2 −
𝒙

1 + 𝒙2
× 𝒙

1 + 𝒙2
2 =

1 + 𝒙2 − 𝒙2

1 + 𝒙2

1 + 𝒙2 =

1 + 𝒙2 − 𝒙2

1 + 𝒙2

1 + 𝒙2 =
1

1 + 𝒙2 1 + 𝒙2
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𝒚′′=0
⇒ معادله جواب ندارد   تابع نقطه ی عطف ندارد

𝒙 = 0 ⇒ 𝒚 = 1                                                                        

𝒚 = 0
1+𝒙2=0⇒1+𝒙2=0⇒𝒙2=−1

⇒  𝒙 ی وجود ندارد نمودار با محور 𝒙 ها برخورد نمی کند

 

 مثبت می باشند، لذا برای تعیین علامت آن کافی است، فقط صورت کسر را تعیین   ′𝒚چون مخرج کسر : جدول تغییرات
 :  حال با توجه به اطلاعات به دست آمده جدول تغییرات به صورت زیر می باشد. علامت کنیم

𝒙 −∞ +∞ 

𝒚′ − + 

𝒚 +∞ +∞ 

0 

1 

𝑦 = 𝑥 
𝑦 = −𝑥 

:بنابراین نمودار تابع به صورت زیر می باشد  

 .نتیجه می گیریم که تقعر منحنی همواره به سمت بالاست ′′𝒚با توجه به مثبت بودن 
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𝒇نمودار تابع : مثال 𝒙 = 1 − 𝒙2 را رسم کنید. 

 .ابتدا دامنه ی تابع را به دست می آوریم: حل

≤ زیر رادیکال 0 ⇒ 1 − 𝒙2 ≥ 0 ⇒ 1 ≥ 𝒙2 𝒙2 یا  ≤ 1 ⇒ −1 ≤ 𝒙 ≤ 1 ⇒ 𝐃𝒇 = −1,1  

 .  هم چنین مجانب افقی و مایل نیز ندارد. نمی شود ∞−یا  ∞+زیرا به ازای هیچ مقداری حد تابع . تابع مجانب قائم ندارد
 .معنی ندارد ∞±زیرا با توجه به محدود بودن دامنه ی تابع حد تابع در 

𝒚′ =
−2𝒙

2 1 − 𝒙2
=

−𝒙

1 − 𝒙2

𝒚′=0
− 𝒙 = 0 ⇒ 𝒙 = 0 

𝒙نقاط  = 𝒙و  1 =  .نیز نقاط بحرانی محسوب می شوند( ریشه های مخرج) 1−

𝒚′′ =

−1 1 − 𝒙2 − −𝒙
−2𝒙

2 1 − 𝒙2

1 − 𝒙2
2 =

− 1 − 𝒙2 − 𝒙2

1 − 𝒙2

1 − 𝒙2 =

𝒙2 − 1 − 𝒙2

1 − 𝒙2

1 − 𝒙2 =
−1

1 − 𝒙2 1 − 𝒙2
 

𝒚′′=0
⇒ معادله جواب ندارد   تابع نقطه ی عطف ندارد

 .نتیجه می گیریم که تقعر منحنی همواره به سمت پایین است ′′𝒚( ؟)با توجه به منفی بودن

 

𝒙 = 0 ⇒ 𝒚 = 1                                                                        

𝒚 = 0⇒𝒙 = ±1                                                                       
 

 مثبت می باشند، لذا برای تعیین علامت آن کافی است، فقط صورت کسر را تعیین   ′𝒚چون مخرج کسر : جدول تغییرات
 :  حال با توجه به اطلاعات به دست آمده جدول تغییرات به صورت زیر می باشد. علامت کنیم
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𝒙 −1 +1 

𝒚′ + − 

𝒚 0 0 

0 

1 

:بنابراین نمودار تابع به صورت روبرو می باشد  

−1 1 

1 

.نمودار نمایش تغییرات تابع                     را رسم کنید: مثال  𝒚 =
𝒙

𝒙2 − 1
 

:ابتدا دامنه ی تابع را به دست می آوریم: حل  

مخرج = 0 ⇒ 𝒙2 − 1 = 0 ⇒ 𝒙2 = 1 ⇒ 𝒙 = ±1 ⇒ 𝐃𝒇 = 𝐑 − ±1  

𝒙خطوط  = 𝒙و  1 =  :زیرا. مجانب های قائم تابع می باشند( ریشه های مخرج) 1−

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶1−

𝒙

𝒙2 − 1
=

1
0−

= −∞ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶1+

𝒙

𝒙2 − 1
=

1
0+ = +∞ 

𝒚خط : مجانب افقی =  :  زیرا. مجانب افقی تابع می باشد 0
lim

𝑥⟶±∞

𝒙

𝒙2 − 1
= lim

𝑥⟶±∞

+1
𝒙
= 0 

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶−1−

𝒙

𝒙2 − 1
=
−1
0+ = −∞ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶−1+

𝒙

𝒙2 − 1
=
−1
0−

= +∞ 

.تابع دارای مجانب مایل نیست: مجانب مایل  
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𝒚′ =
1 × 𝒙2 − 1 − 2𝒙 𝒙

𝒙2 − 1
2 =

𝒙2 − 1 − 2𝒙2

𝒙2 − 1
2 =

−𝒙2 − 1

𝒙2 − 1
2 

𝑦′=0
− 𝒙2 − 1 = 0 ⇒ 𝒙2 = −1 ⇒  معادله جواب ندارد

 به علامت صورت   ′𝒚همواره مثبت است پس علامت  ′𝒚دقت داشته باشید، چون مخرج  ′𝒚اما درباره ی تعیین علامت 
>∆درباره ی صورت نیز باید گفت چون . وابسته است 𝒂و  0 <  .، لذا علامت آن همواره منفی است و تابع همواره نزولی است 0

𝒚′′ =
−2𝒙 𝒙2 − 1

2
− 2 × 2𝒙 𝒙2 − 1 −𝒙2 − 1

𝒙2 − 1
4 =

−2𝒙 𝒙2 − 1
2
+ 2 × 2𝒙 𝒙2 − 1 𝒙2 + 1

𝒙2 − 1
4  

=
𝒙2 − 1 −2𝒙 𝒙2 − 1 + 4𝒙 𝒙2 + 1

𝒙2 − 1
4 =

𝒙2 − 1 −2𝒙3 + 2𝒙 + 4𝒙3 + 4𝒙

𝒙2 − 1
4 =

𝒙2 − 1 2𝒙3 + 6𝒙

𝒙2 − 1
4  

=
𝒙2 − 1 2𝒙 𝒙2 + 3

𝒙2 − 1
4  

𝒙به  ′′𝒚بنابراین علامت . علامت                      همواره مثبت است 𝒙2 −  .وابسته است 1
2 𝒙2 + 3

𝒙2 − 1
4  

:جدول تغییرات  
𝑥 −∞ +∞ 

𝑦′ − − − − 

𝑦 0 0 

𝑥 − − + + 

𝑥2 − 1 + − − + 

𝑦′′ − + − + 

−1 1 0 

−∞ −∞ +∞ +∞ 0 
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:بنابراین نمودار تابع به صورت زیر می باشد  

−1 1 

(چرا؟. )مبدا مختصات محور تقارن منحنی می باشد  

.نمودار تابع                     را رسم کنید: مثال  𝒚 =
1

1 + 𝒙2 

:ابتدا دامنه ی تابع را به دست می آوریم: حل  

مخرج = 0 ⇒ 1 + 𝒙2 = 0 ⇒ 𝒙2 = −1
داردن وابج  عادلهم 

𝐃𝒇 = 𝐑 

 .  نمی شود ∞−یا  ∞+زیرا به ازای هیچ مقداری حد تابع . تابع مجانب قائم ندارد

𝒚خط : مجانب افقی = 𝐥𝐢𝐦 :  زیرا. مجانب افقی تابع می باشد 0
𝒙⟶±∞

1

1 + 𝒙2 = 0 

.تابع دارای مجانب مایل نیست: مجانب مایل  

𝒚′ =
0 × 1 + 𝒙2 − 2𝒙 1

1 + 𝒙2 2 =
−2𝒙

1 + 𝒙2 2 

𝑦′=0
− 2𝒙 = 0 ⇒ 𝒙 = 0 

𝒚′′ =
−2 1 + 𝒙2 2

− 2 2𝒙 1 + 𝒙2 −2𝒙

1 + 𝒙2 4 =
1 + 𝒙2 −2 − 2𝒙2 + 8𝒙2

1 + 𝒙2 4 =
6𝒙2 − 2

1 + 𝒙2 3 
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𝑦′′=0
6𝒙2 − 2 = 0 ⇒ 6𝒙2 = 2 ⇒ 𝒙2 =

1
3
⇒ 𝒙 = ±

3
3

 

 

𝒙 = 0 ⇒ 𝒚 = 1                                                                        

𝒚 = 0⇒ ⇒  𝒙 ی وجود ندارد نمودار با محور 𝒙 ها برخورد نمی کند
 

𝒙 −∞ +∞ 

𝒚′ + + − − 

𝒚 0 0 

𝒚′′ + − − + 

−
3

3
 

0 
3

3
 

3
4

 1 
3
4

 

 مثبت می باشند، لذا برای تعیین علامت آن ها کافی است، فقط صورت کسر   ′′𝒚و  ′𝒚چون مخرج کسر : جدول تغییرات
 :  حال با توجه به اطلاعات به دست آمده جدول تغییرات به صورت زیر می باشد. را تعیین علامت کنیم

−
3

3  
3

3
 

3
4

 

1 

 (؟)چرا. ها محور تقارن تابع می باشد 𝒚محور 

:بنابراین نمودار تابع به صورت زیر می باشد  
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:تابع هموگرافیک  

𝒄هر تابع به فرم                         که  ≠ 𝒂𝒅و  0 − 𝒃𝒄 ≠ 𝒚 .را یک تابع هموگرافیک می گوییم 0 =
𝒂𝒙 + 𝒃

𝒄𝒙 + 𝒅
 

 (  ریشه ی مخرج)این تابع یک مجانب قائم به معادله ی                . مشتق اول این تابع                               می باشد

 :زیرا. و یک مجانب افقی به معادله ی              دارد

𝒚′ =
𝒂𝒅 − 𝒃𝒄

𝒄𝒙 + 𝒅 2 𝒙 = −
𝒅

𝒄
 

𝒚 =
𝒂

𝒄
 

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶±∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶±∞

𝒂𝒙 + 𝒃

𝒄𝒙 + 𝒅
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶±∞

𝒂𝒙

𝒄𝒙
=
𝒂

𝒄
 

𝒘 .محل برخورد مجانب های قائم و افقی این تابع، نقطه ی                       است که مرکز تقارن منحنی نیز می باشد −
𝒅

𝒄
,
𝒂

𝒄
 

 همواره مثبت باشد در نتیجه تابع همواره صعودی  ′𝒚اگر . همواره مثبت یا همواره منفی است ′𝒚در توابع هموگرافیک، 
 آن به صورت های   قائمنمودار تابع در اطراف مجانب . همواره منفی باشد، آن گاه تابع همواره نزولی است ′𝒚است و اگر 

 : زیر خواهد بود

𝒚′ > 0 

𝒚′ < 0 
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.نمودار تابع                         را رسم کنید: مثال  𝒚 =
2𝒙 + 3
3𝒙 + 5

 

:ابتدا دامنه ی تابع را به دست می آوریم: حل  

مخرج = 0 ⇒ 3𝒙 + 5 = 0 ⇒ 𝒙 = −
5
3 ⇒ 𝐃𝒇 = 𝐑 − −

5
3

 

𝒙 : زیرا. خط                 مجانب قائم تابع می باشد: مجانب قائم = −
5
3 

𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶−
5
3
+

2𝒙 + 3
3𝒙 + 5

=
−

1
3

0+
= −∞ 𝐥𝐢𝐦

𝒙⟶−
5
3
−

2𝒙 + 3
3𝒙 + 5

=
−

1
3

0−
= +∞ 

𝒚 :  زیرا. خط              مجانب افقی تابع می باشد: مجانب افقی =
2
3 

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶±∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶±∞

2𝒙 + 3
3𝒙 + 5

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶±∞

2𝒙
3𝒙

=
2
3

 

.تابع دارای مجانب مایل نیست  

𝒚′ =
2 3𝒙 + 5 − 3 2𝒙 + 3

3𝒙 + 5 2 =
6𝒙 + 10 − 6𝒙 − 6

3𝒙 + 5 2 =
4

3𝒙 + 5 2
𝒚′=0

معادله جواب ندارد ⇒  تابع نقطه ی اکسترمم ندارد

𝒚′′ =
0 × 3𝒙 + 5 2 − 6 3𝒙 + 5 × 4

3𝒙 + 5 4 =
−24 3𝒙 + 5

3𝒙 + 5 4 =
−72𝒙 − 120

3𝒙 + 5 4
𝒚′′=0

− 72𝒙 − 120 = 0 ⇒ 𝒙 =
120
−72

=
−5
3

 

 
𝒙 = 0 ⇒ 𝒚 =

3
5

𝒚 = 0 ⇒ 𝒙 = −
3
2
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𝒙 −∞ +∞ 

𝒚′ + + 

𝒚 
2
3

 
2
3

 

𝒚′′  تقعر رو به بالا تقعر رو به پایین  + − 

 .  کسر را تعیین علامت کنیممثبت می باشند، لذا برای تعیین علامت آن کافی است، فقط صورت  ′𝒚چون مخرج کسر : جدول تغییرات
 :  حال با توجه به اطلاعات به دست آمده جدول تغییرات به صورت زیر می باشد

−
5
3

 

+∞ −∞ 

:بنابراین نمودار تابع به صورت زیر می باشد  

𝒙 = −
5
3

 

𝒚 =
2
3

 

−
3
2

 

3
5

 

 



وند بخشنده و مهربان  به نام خدا

:فصل پنجم/ریاضی عمومی پیش دانشگاهی تجربی  

 هندسه مختصاتی و منحنی های درجه دوم

1 

𝑂𝑟𝑑𝑖𝑛𝑎𝑡𝑒 𝑔𝑒𝑜𝑚𝑒𝑡𝑟𝑦 𝒂𝒏𝒅 𝑞𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑡𝑖𝑐 𝑐𝑢𝑟𝑣𝑒𝑠 



:هندسه ی مختصاتی  

𝒂𝒙معادله ی یک خط در دستگاه مختصات دکارتی به شکل : معادله ی خط + 𝒃𝒚 + 𝒄 =   𝒃و  𝒂است که در آن  0
 .(است، نمایانگر معادله ی یک خط نیست 𝒃و  𝒂زیرا در این صورت معادله ی حاصل، که فاقد . )همزمان صفر نیستند

𝒚 : تقسیم کنیم، داریم 𝒃حال اگر طرفین معادله را بر  = −
𝒂

𝒃
𝒙 −

𝒄

𝒃
 

𝒚 است که                           و     𝜶ها، برابر  𝒙زاویه ی بین خط                             با جهت مثبت محور  = −
𝒂

𝒃
𝒙 −

𝒄

𝒃
 𝒕𝒂𝒏𝜶 = −

𝒂

𝒃
 −

𝝅

2
< 𝜶 <

𝝅

2
 

.که        را ضریب زاویه یا شیب خط می نامیم  −
𝒂

𝒃
 

: معادله ی خط  

𝑨و یک نقطه مانند 𝒎با در اختیار داشتن شیب  𝒙𝑨, 𝒚𝑨 از یک خط می توان معادله ی آن را به صورت  زیر نوشت. 

𝒚 − 𝒚𝑨 = 𝒎(𝒙 − 𝒙𝑨) 

𝑨هم چنین اگر مختصات دو نقطه مانند  𝒙𝑨, 𝒚𝑨  و𝐁 = 𝒙𝑩, 𝒚𝑩  از خط داده شده باشد، معادله ی خط به صورت 
 :زیر نوشته می شود

𝒚 − 𝒚𝑨 =
𝒚𝑨 − 𝒚𝑩
𝒙𝑨 − 𝒙𝑩

𝒙 − 𝒙𝑨  

𝑨و در نهایت اگر یک نقطه از خط مانند  𝒙𝑨, 𝒚𝑨  و زاویه ای که خط با جهت مثبت محور𝒙 ها می سازد، داده شده باشد 

:معادله ی خط از رابطه ی زیر به دست می آید  
𝒚 − 𝒚𝑨 = 𝒕𝒂𝒏𝜶 (𝒙 − 𝒙𝑨) 

𝑨معادله ی خطی را بنویسید که از نقطه ی : مثال  .درجه قطع کند 45بگذرد و جهت مثبت محور طول ها را با زاویه ی 1,2

:حل  
𝒚 − 𝒚𝑨 = 𝒕𝒂𝒏𝜶 (𝒙 − 𝒙𝑨) 

𝑨 1,2 ,𝜶=45
  𝒚 − 2 = 𝒕𝒂𝒏45 𝒙 − 1 ⇒ 𝒚 − 2 = 1 × 𝒙 − 1 ⇒ 𝒚 = 𝒙 + 1 

2 



:خطوط موازی  

 .را موازی گویند، هرگاه شیب های آن ها یکسان باشند ′𝒍و  𝒍دو خط 

𝒚دو خط : مثال = 2𝒙 + 3𝒚و  3 − 6𝒙 + 9 =  :زیرا. با هم موازی هستند 0

 
𝒚 = 2𝒙 + 3 ⇒ 𝒎 = 2                                                                    
3𝒚 − 6𝒙 + 9 = 0 ⇒ 3𝒚 = 6𝒙 − 9 ⇒ 𝒚 = 2𝒙 − 3 ⇒ 𝒎′ = 2 

𝒙خطوط : نکته = 𝜶  و𝒙 = 𝜷  با هم موازی اند و به طور مشابه خطوط𝒚 = 𝜶  و𝒚 = 𝜷 نیز با هم موازیند. 

:دو خط عمود بر هم  

𝒚به معادلات  ′𝒍و  𝒍دو خط  = 𝒎𝒙 + 𝒃  و𝒚′ = 𝒎′𝒙 + 𝒃′  را  عمود بر هم گوییم، هرگاه حاصل ضرب شیب های 
′𝒎.𝒎 آن ها منفی یک شود = −1. 

𝒚دو خط : مثال = 2𝒙 + 𝒚 :زیرا. و                          عمود بر هم هستند 4 = −
1
2
𝒙 + 1 

 
𝒎 = 2

𝒎′ = −
1
2

 ⇒ 𝒎.𝒎′ = 2 ×
−1
2
= −1 

:مختصات نقطه ی وسط یک پاره خط  

 وسط   𝑴مختصات نقطه ی . را در صفحه ی مختصات مطابق شکل زیر در نظر بگیرید 𝒎با شیب دلخواه   𝑨𝑩پاره خط 
 :این پاره خط برابر است با

𝒙𝑴 =
𝒙𝑨 + 𝒙𝑩

2

𝒚𝑴 =
𝒚𝑨 + 𝒚𝑩

2

 
𝐀 

𝐁 

𝐌 
𝒚𝑨 

𝒚𝑩 

𝒙𝑨 𝒙𝑩 

𝒚𝑴 

𝒙𝑴 3 



𝑨فاصله ی دو نقطه ی : یادآوری 𝒙𝑨, 𝒚𝑨  و𝐁 = 𝒙𝑩, 𝒚𝑩 برابر است با: 

𝐀𝐁 = 𝒙𝑨 − 𝒙𝑩
2 + 𝒚𝑨 − 𝒚𝑩

2 

𝑨اگر : مثال 𝑩و  2,3− 𝑪و  2,0 0,  .را به دست آورید 𝑨𝑴باشند، طول میانه ی  𝑨𝑩𝑪سه راس مثلث  2−

 :را به دست می آوریم 𝑩𝑪ابتدا نقطه ی وسط پاره خط : حل

𝒙𝑴 =
𝒙𝑩 + 𝒙𝑪

2

𝒚𝑴 =
𝒚𝑩 + 𝒚𝑪

2

 

=
2 + 0

2
=

2
2
= 1 

=
0 − 2

2
=
−2
2
= −1 

⇒ 𝑴 1, −1  
−2 

3 

−2 

2 

𝐀 

𝐁 

𝐂 

𝑴 

𝐀𝐌 = 𝒙𝑨 − 𝒙𝑴
2 + 𝒚𝑨 − 𝒚𝑴

2 = −2 − 1 2 + 3 − −1
2
= 9 + 16 = 25 = 5 

:فاصله ی یک نقطه از خط  

𝒂𝒙به معادله ی  𝑳اگر خط  + 𝒃𝒚 + 𝒄 = 𝑷و نقطه ی  0 𝒙0, 𝒚0  خارج از این خط 
 ،  𝑳تا خط  𝑷از فاصله ی نقطه ی  آن گاه منظورمطابق شکل مفروض باشند، 

 .عمود می شود 𝑳به خط  𝑷طول کوتاه ترین پاره خطی است که از نقطه ی 
:این فاصله از فرمول زیر به دست می آید  

𝒅 = 𝑷𝑯 =
𝒂𝒙0 + 𝒃𝒚0 + 𝒄

𝒂2 + 𝒃2
 قدر مطلق 

𝒂𝒙برای استفاده از فرمول بالا، معادله ی خط داده شده حتما باید به صورت : تذکر + 𝒃𝒚 + 𝒄 =  4 .باشد 0



𝑨اگر : مثال 𝑩و  1,2− 𝑪و  3,0 1, و طول آن را به دست  𝑨𝑯باشند، معادله ی ارتفاع  𝑨𝑩𝑪سه راس مثلث  2−
 .آورید

−1 

2 

−2 

3 

𝐀 

𝐁 

𝐂 

 .خواهد بود 𝑩𝑪، قرینه و معکوس شیب 𝑨𝑯پس شیب . عمود است 𝑩𝑪بر  𝑨𝑯: حل

𝒎𝑩𝑪 =
𝒚𝑩 − 𝒚𝑪
𝒙𝑩 − 𝒙𝑪

=
0 − −2

3 − 1
=

2
2
= 1 ⇒ 𝒎𝑨𝑯 = −

1
1
= −1 

𝑨فاصله ی نقطه ی : مثال 4𝒙از خط  1,4 + 3𝒚 =  .را به دست آورید 12

𝒂𝒙ابتدا معادله ی خط را به صورت : حل + 𝒃𝒚 + 𝒄 =  .می نویسیم 0

4𝒙 + 3𝒚 = 12 ⇒ 4𝒙 + 3𝒚 − 12 = 0 ⇒ 𝑷𝑯 =
𝒂𝒙0 + 𝒃𝒚0 + 𝒄

𝒂2 + 𝒃2

𝒙0,𝒚0 = 1,4
 

𝒂 = 4, 𝒃 = 3 

𝑷𝑯 =
4 1 + 3 4 − 12

4 2 + 3 2
=

4 + 12 − 12

16 + 9
=

4

25
=

4
5

 

𝑨و نقطه ی  𝑨𝑯حال با داشتن شیب خط     𝑨𝑯روی آن، معادله ی  1,2−
 :را از رابطه ی زیر به دست می آوریم

𝒚 − 𝒚𝑨 = 𝒎 𝒙 − 𝒙𝑨 ⇒ 𝒚 − 2 = −1 × 𝒙 − −1 ⇒ 𝒚 − 2 = − 𝒙 + 1 ⇒ 𝒚 − 2 = −𝒙 − 1 

⇒ 𝒚 = −𝒙 + 1 ⇒ 𝒚 + 𝒙 − 1 = 0 

 برای این کار نیاز به معادله  . را به دست آوریم 𝑩𝑪تا خط  𝑨مانند آن است که فاصله ی نقطه ی  𝑨𝑯یافتن طول 
 .داریم 𝑩𝑪خط 

𝒚 − 𝒚𝑩 =
𝒚𝑩 − 𝒚𝑪
𝒙𝑩 − 𝒙𝑪

𝒙 − 𝒙𝑩  ⇒ 𝒚 − 0 =
0 − −2

3 − 1
𝒙 − 3 ⇒ 𝒚 =

2
2
𝒙 − 3 ⇒ 𝒚 = 𝒙 − 3 ⇒ 𝒚− 𝒙 + 3 = 0 

5 



𝑷𝑯 =
𝒂𝒙0 + 𝒃𝒚0 + 𝒄

𝒂2 + 𝒃2

𝒙0,𝒚0 = −1,2
 

𝒂 = −1, 𝒃 = 1 
𝑷𝑯 =

−1 −1 + 1 2 + 3

−1 2 + 1 2
=

1 + 2 + 3

2
=

6

2
= 3 2 

:فاصله ی دو خط موازی  

𝒂𝒙به معادلات  ′𝐋و  𝐋دو خط  + 𝒃𝒚 + 𝒄 = 𝒂𝒙و  0 + 𝒃𝒚 + 𝒄′ =  فاصله ی بین این دو خط. مفروضند 0
 :از رابطه ی زیر به دست می آید

𝒅 =
𝒄 − 𝒄′

𝒂2 + 𝒃2
 

 از فرمول بالا زمانی می توان. نظیر به نظیر مضربی از هم می باشند 𝒚و  𝒙در معادلات دو خط موازی همواره ضرایب : تذکر
 بنابراین اگر ضرایب مساوی نبود، ابتدا با ضرب یا. در دو معادله با هم مساوی باشند 𝒚و  𝒙استفاده نمود که ضرایب 

 .تقسیم کردن، ضرایب را در هر دو معادله یکسان کرده و سپس از فرمول بالا استفاده می کنیم

2𝒙فاصله ی دو خط موازی : مثال + 4𝒚 + 2 = 𝒙و  0 + 2𝒚 + 3 =  .را به دست آورید 0
:حل  

 
2𝒙 + 4𝒚 + 2 = 0

÷2
𝒙 + 2𝒚 + 1 = 0

𝒙 + 2𝒚 + 3 = 0                                   

 ⇒ 𝒅 =
𝒄 − 𝒄′

𝒂2 + 𝒃2
=

1 − 3

1 2 + 2 2
=

−2

1 + 4
=

2

5
 

 :  معادلات خطی

𝒂1𝒙1هر معادله به صورت  + 𝒂2𝒙2 +⋯+ 𝒂𝒏𝒙𝒏 = 𝒃  که در آن𝒂1, 𝒂2, … , 𝒂𝒏   اعدادی ثابت و𝒙1, 𝒙2, … , 𝒙𝒏   
 .می گوییم خطیمی باشند، را یک معادله ی ( مجهول)متغیر

.در یک معادله ی خطی برابر یک است( مجهول ها)همان طور که ملاحظه می کنید، توان تمام متغیر ها  

𝒏به عنوان مثال در حالت  = 5𝒙1،معادله ی  2 + 4𝒙2 = 5𝒙یا  1 + 4𝒚 =  معادله ی یک خط راست در صفحه ی  1
 6 .مختصات می باشد



:دستگاه معادلات خطی  

 مجهولی   𝒏معادله ی خطی  𝒎،مجموعه ای است شامل (یا یک دستگاه خطی)مجهولی 𝒏معادله ی خطی و  𝒎دستگاه 
 :که می توان آن را به صورت زیر نمایش داد

𝒂11𝒙1 + 𝒂12𝒙2 +⋯+ 𝒂1𝒏𝒙𝒏 = 𝒃1      
𝒂21𝒙1 + 𝒂22𝒙2 +⋯+ 𝒂2𝒏𝒙𝒏 = 𝒃2   

⋮               ⋮                           ⋮      
𝒂𝒎1𝒙1 + 𝒂𝒎2𝒙2 +⋯+ 𝒂𝒎𝒏𝒙𝒏 = 𝒃𝒎

 𝒎 معادله 

 𝒏 مجهول

,𝒙1در دستگاه بالا،  𝒙2, … , 𝒙𝒏 منظور از حل دستگاه بالا، یافتن. مجهولات و بقیه ضرایب معلوم های دستگاه می باشند 
𝒙1, 𝒙2, … , 𝒙𝒏 هایی است که در همه ی معادلات موجود در دستگاه صدق کند. 

𝒃1در دستگاه بالا اگر  = 𝒃2 = ⋯ = 𝒃𝒏 =  .می گوییم همگن، در این صورت دستگاه را  0

 .می گوییم سازگارو چنان چه دارای جواب باشد، آن را  ناسازگاراگر دستگاه خطی بالا، جواب نداشته باشد، دستگاه را 

,𝒙1دستگاه                                            ،دستگاهی با سه معادله و سه مجهول : مثال 𝒙2, 𝒙3 است که جواب های این 

𝒙1دستگاه پس از حل  = 1, 𝒙2 = −2, 𝒙3 =  .  در هر سه معادله صدق می کند 3

 

𝒙1 + 2𝒙2 + 3𝒙3 = 6
2𝒙1 − 3𝒙2 + 2𝒙3 = 14
3𝒙1 + 𝒙2 − 𝒙3 = −2

 

 تذکر: دو دستگاه خطی را هم ارز گوییم هرگاه جواب های آن های یکسان باشند.

 زیرا جواب های هر دو . دستگاه های دو معادله و دو مجهولی                     و                            هم ارز هستند: مثال

𝒙دستگاه  = 3, 𝒚 =  .با هم برابر است 1−

 
𝒙 + 𝒚 = 2
𝒙 − 𝒚 = 4  

2𝒙 + 2𝒚 = 4
3𝒙 − 3𝒚 = 12 

𝑆𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚 𝑜𝑓 𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟 𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 
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:انواع دستگاه ها  

  :  دستگاه دو معادله و دو مجهول به فرم( الف
𝒂1𝒙 + 𝒃1𝒚 = 𝒄1
𝒂2𝒙 + 𝒃2𝒚 = 𝒄2

 

.برای یادآوری و تکمیل، یک مثال حل می کنیم. در گذشته با حل چنین دستگاهی به روش حذفی آشنا شده ایم  

 
𝒙1 − 3𝒙2 = −3
2𝒙1 + 𝒙2 = 8    ⇒  

−2 𝒙1 − 3𝒙2 = −3
2𝒙1 + 𝒙2 = 8   =  

−2𝒙1 + 6𝒙2 = 6
2𝒙1 + 𝒙2 = 8  ⇒ 7𝒙2 = 14 ⇒ 𝒙2 = 2 

.حال جواب به دست آمده را در یکی از دستگاه ها قرار داده تا جواب دیگر را به دست آوریم  

2𝒙1 + 𝒙2 = 8
𝒙2=2 

2𝒙1 + 2 = 8 ⇒ 2𝒙1 = 6 ⇒ 𝒙1 = 3 

:بحثی راجع به تعداد جواب های دستگاه دو معادله و دو مجهول  

گاهی اوقات دارای بیشمار جواب و در مواقعی بدون جواب . دستگاه دو معادله و دو مجهول، همیشه دارای یک جواب نیست  
.می باشد  

.دستگاه                                را حل کنید: مثال   
𝒙1 − 3𝒙2 = 7

2𝒙1 − 6𝒙2 = 7    

:حل  

 
𝒙1 − 3𝒙2 = 7

2𝒙1 − 6𝒙2 = 7    ⇒  
−2 𝒙1 − 3𝒙2 = 7

2𝒙1 − 6𝒙2 = 7    ⇒  
−2𝒙1 + 6𝒙2 = −14

2𝒙1 − 6𝒙2 = 7    ⇒ 0 = −7 

.بنابراین دستگاه جواب ندارد. تساوی به دست آمده، هیچ گاه برقرار نمی باشد  

  روش تشخیص تعداد جواب های دستگاه دو معادله و دو مجهولی  
𝒂1𝒙 + 𝒃1𝒚 = 𝒄1
𝒂2𝒙 + 𝒃2𝒚 = 𝒄2

 

.اگر                ،آن گاه دستگاه یک جواب دارد( الف  
𝒂1
𝒂2

≠
𝒃1
𝒃2

  به عنوان مثال دستگاه                            چون              ،دارای 
2𝒙1 − 𝒙2 = 3
𝒙1 + 2𝒙2 = 1   

2
1
≠
−1
2

 

 8 .یک جواب می باشد



 .اگر                              ،آن گاه دستگاه جواب ندارد( ب
𝒂1
𝒂2

=
𝒃1
𝒃2

≠
𝒄1
𝒄2

  به عنوان مثال دستگاه                            چون 
𝒙1 + 𝒙2 = 3

2𝒙1 + 2𝒙2 = 5  
1
2
=

1
2
≠

3
5

 

.دارای جواب نیست  

 .اگر                              ،آن گاه دستگاه بیشمار جواب دارد( ج
𝒂1
𝒂2

=
𝒃1
𝒃2

=
𝒄1
𝒄2

  به عنوان مثال دستگاه                              چون 
𝒙1 + 𝒙2 = 1

2𝒙1 + 2𝒙2 = 2  

1
2
=

1
2
=

1
2

.بنابراین بیشمار جواب دارد   

:بررسی تعداد جواب های دستگاه دو معادله و دو مجهول به روش هندسی  

  می دانیم نمودار هر یک از معادلات این دستگاه  . دستگاه دو معادله و دو مجهولی                               را در نظر بگیرید
𝒂1𝒙 + 𝒃1𝒚 = 𝒄1
𝒂2𝒙 + 𝒃2𝒚 = 𝒄2

 

منظور از حل دستگاه بالا، در حقیقت یافتن نقاط تلاقی این دو خط راست . خطی راست در صفحه ی مختصات می باشد
:می باشد که با توجه به موقعیت های دو خط نسبت به هم، یکی از سه حالت زیر را خواهیم داشت  

.دو خط متقاطعند( الف  

.در این حالت مختصات نقاط برخورد جواب های معادله می باشند  

.دو خط موازیند( ب  

.بنابراین دستگاه جواب ندارد. در این حالت دو خط همدیگر را قطع نمی کنند  

.دو خط بر هم منطبقند( ج  

. در این حالت دو خط روی هم قرار گرفته و در بی شمار نقطه همدیگر را قطع می کنند  
.بنابراین دستگاه بی شمار جواب دارد  9 



دستگاه دو معادله و سه مجهولی   ( ب   
𝒂1𝒙 + 𝒃1𝒚 + 𝒄1𝒛 = 𝒅1
𝒂2𝒙 + 𝒃2𝒚 + 𝒄2𝒛 = 𝒅2

 

مگر آن که معادلات . در این حالت چون تعداد مجهولات بیش تر از تعداد معادله ها می باشد، دستگاه بی شمار جواب دارد  
.داده شده با یک دیگر تناقض داشته باشند که در این صورت جواب نداریم  

.دستگاه های معادلات خطی زیر را حل کنید: مثال  

  (الف
𝒙1 + 2𝒙2 − 3𝒙3 = −4
2𝒙1 + 𝒙2 − 3𝒙3 = 4  ⇒  

−1 𝒙1 + 2𝒙2 − 3𝒙3 = −4
2𝒙1 + 𝒙2 − 3𝒙3 = 4  ⇒  

−𝒙1 − 2𝒙2 + 3𝒙3 = +4
2𝒙1 + 𝒙2 − 3𝒙3 = 4  

عادلهم ود  معج 
𝒙1 − 𝒙2 = 8 ⇒ 𝒙1 = 𝒙2 + 8 𝚰  

 .چه عددی است، به دست می آید 𝒙2با توجه به اینکه  𝒙1مقدار . می باشد 𝒙2برحسب  𝒙1در این رابطه 

 .به دست می آوریم 𝒙2را نیز برحسب  𝒙3در معادله ی اول دستگاه داده شده،  𝚰حال با جایگذاری رابطه ی 

𝒙1 + 2𝒙2 − 3𝒙3 = −4
𝒙1=𝒙2+8

𝒙2 + 8 + 2𝒙2 − 3𝒙3 = −4 ⇒ 3𝒙2 − 3𝒙3 = −12
÷3

𝒙2 − 𝒙3 = −4 

⇒ −𝒙3 = −𝒙2 − 4 ⇒ 𝒙3 = 𝒙2 + 4 

:بنابراین جواب دستگاه داده شده برابر است با  

 

𝒙1 = 𝒙2 + 8             
𝒙3 = 𝒙2 + 4        

𝒙2: عدد حقیقی دلخواه
 

 دلخواهی که به دستگاه می دهیم، جوابی 𝒙2زیرا به ازای هر  . به عبارت دیگر دستگاه داده شده، بی نهایت جواب دارد
  :به عنوان مثال داریم. به دست می آید 𝒙3و  𝒙1برای 

𝒙2 = 0 ⇒ 𝒙1 = 8, 𝒙3 = 4
𝒙2 = 1 ⇒ 𝒙1 = 9, 𝒙3 = 5 

10  



  (ب
3𝒙1 + 4𝒙2 − 𝒙3 = 8

6𝒙1 + 8𝒙2 − 2𝒙3 = 3 

 در نظر بگیریم و با جایگذاری در جواب دستگاه، بی شمار مقدار 𝒙2به همین ترتیب می توانیم بی شمار مقدار دیگر برای 
 .به دست آوریم 𝒙3و  𝒙1برای 

⇒  
2 3𝒙1 + 4𝒙2 − 𝒙3 = 8
6𝒙1 + 8𝒙2 − 2𝒙3 = 3  ⇒  

6𝒙1 + 8𝒙2 − 2𝒙3 = 16
6𝒙1 + 8𝒙2 − 2𝒙3 = 3  

در چنین  . که این یک تناقض است. اما سمت راست آنها متفاوت است. سمت چپ معادلات دستگاه بالا باهم برابر است
.حالتی دستگاه جواب ندارد  

دستگاه سه معادله و سه مجهولی   ( ج   

𝒂1𝒙 + 𝒃1𝒚 + 𝒄1𝒛 = 𝒅1
𝒂2𝒙 + 𝒃2𝒚 + 𝒄2𝒛 = 𝒅2
𝒂3𝒙 + 𝒃3𝒚 + 𝒄3𝒛 = 𝒅3

 

:برای حل دستگاه بالا مراحل زیر را اجرا می کنیم  

معادلات اول و سوم را نیز با هم درون دستگاههای  ( مثلا)معادلات اول و دوم را با هم و ( مثلا)می توان : مرحله ی اول
 .  را در هر دو دستگاه جدید حذف کنیم( 𝒙مثلا )جداگانه قرار داده و سپس یکی از متغیرها 

:به عنوان مثال در دستگاه                                      داریم   

𝒙 + 2𝒚 + 3𝒛 = 6   
2𝒙 − 3𝒚 + 2𝒛 = 14
3𝒙 + 𝒚 − 𝒛 = −2  

 

 
𝒙 + 2𝒚 + 3𝒛 = 6

2𝒙 − 3𝒚 + 2𝒛 = 14 

 
𝒙 + 2𝒚 + 3𝒛 = 6
3𝒙 + 𝒚 − 𝒛 = −2 

⇒  
−2 𝒙 + 2𝒚 + 3𝒛 = 6

2𝒙 − 3𝒚 + 2𝒛 = 14  ⇒  
−2𝒙 − 4𝒚 − 6𝒛 = −12

2𝒙 − 3𝒚 + 2𝒛 = 14  ⇒ −7𝒚 − 4𝒛 = 2 𝚰  

⇒  
−3 𝒙 + 2𝒚 + 3𝒛 = 6

3𝒙 + 𝒚 − 𝒛 = −2  ⇒  
−3𝒙 − 6𝒚 − 9𝒛 = −18

3𝒙 + 𝒚 − 𝒛 = −2  ⇒ −5𝒚 − 10𝒛 = −20 𝚰𝚰  
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 را در یک دستگاه قرار داده، سپس دستگاه را( 𝒙در این جا )معادلات به دست آمده بعد از حذف متغیر: مرحله ی دوم
 .حل می کنیم

 
−7𝒚 − 4𝒛 = 2

−5𝒚 − 10𝒛 = −20 ⇒  
5 −7𝒚 − 4𝒛 = 2

−2 −5𝒚 − 10𝒛 = −20
 ⇒  

−35𝒚 − 20𝒛 = 10
+10𝒚 + 20𝒛 = 40  ⇒ −25𝒚 = 50 ⇒ 𝒚 = −2 

.حال جواب به دست آمده را در یکی از دستگاه ها قرار داده تا جواب دیگر را به دست آوریم  

−7𝒚 − 4𝒛 = 2
𝒚=−2

− 7 −2 − 4𝒛 = 2 ⇒ 14 − 4𝒛 = 2 ⇒ −4𝒛 = −12 ⇒ 𝒛 = 3 

مقادیر به دست آمده را در یکی از معادلات دستگاه داده شده قرار می دهیم تا مجهول سوم نیز به دست : مرحله ی سوم  
.آید  

𝒙 + 2𝒚 + 3𝒛 = 6
𝒚=−2,𝒛=3 

𝒙 + 2 −2 + 3 3 = 6 ⇒ 𝒙 − 4 + 9 = 6 ⇒ 𝒙 = 6 − 5 = 1  

 بیان شود، کافی است هر سه کسر                      اگر دستگاه سه معادله و سه مجهولی به فرم                         : تذکر

𝒙 + 𝜶

𝑷
=
𝒚 + 𝜷

𝒒
=
𝒛 + 𝜸

𝒓

𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄𝒛 = 𝒅

 

 به دست آورده و در  𝒕قرار داده و سپس سه مجهول را بر حسب  𝒕 داده شده در                                             را مساوی

𝒂𝒙در معادله ی  𝒕نهایت با جایگذاری مجهولات برحسب  + 𝒃𝒚 + 𝒄𝒛 = 𝒅   ابتدا𝒕   را به دست آورده و در نهایت با 

 .، تمامی متغیرها حاصل می شوند 𝒕داشتن 

𝒙 + 𝜶

𝑷
=
𝒚 + 𝜷

𝒒
=
𝒛 + 𝜸

𝒓
 

.دستگاه                           را حل کنید: مثال   

𝒙

2
=
𝒚

3
=
𝒛

4
𝒙 + 𝒚 + 𝒛 = 9

 

:حل  
𝒙

2
= 𝒕 ⇒ 𝒙 = 2𝒕 

𝒚

3
= 𝒕 ⇒ 𝒚 = 3𝒕 

𝒛

4
= 𝒕 ⇒ 𝒛 = 4𝒕 
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2𝒕 + 3𝒕 + 4𝒕 = 9 ⇒ 9𝒕 = 9 ⇒ 𝒕 = 1 𝒙 + 𝒚 + 𝒛 = 9
𝒙=2𝒕,𝒚=3𝒕,𝒛=4𝒕

 

 :تمامی مجهولات محاسبه می شوند 𝒕با به دست آمدن 

𝒙 = 2𝒕
𝒕=1 

𝒙 = 2 𝒚 = 3𝒕
𝒕=1 

𝒚 = 3 𝒛 = 4𝒕
𝒕=1 

𝒛 = 4 

:منحنی های درجه دوم  
:سطح مخروطی دوار  

𝛉 𝛉که  زاویه ی بین آن ها  𝑷𝑸و  𝑨𝑩دو خط متقاطع  <  .است، را در نظر بگیرید 90°
 دوران دهیم،   𝛉با زاویه ی  𝑷𝑸را حول خط  𝑨𝑩خط را ثابت نگه داشته و  𝑷𝑸اگر خط  

 .  می گوییمسطح مخروطی دوار سطحی مانند شکل مقابل به دست می آید که به آن 

را محور سطح مخروطی  𝑷𝑸را راس، خط ثابت  𝐎در این شکل، نقطه ی 
 .را مولد سطح مخروطی دوار می نامیم 𝑨𝑩دوار و خط 

حال اگر صفحه ای این سطح مخروطی دوار را قطع کند، منحنی هایی که در  
فصل مشترک )محل برخورد صفحه و سطح مخروطی دوار به وجود می آیند

 .می گوییممقاطع مخروطی را (صفحه و سطح مخروطی دوار

 می باشند و   2و یا هر دو از درجه ی  𝒚یا  𝒙در معادله ی این منحنی ها، 
 .به همین دلیل آن ها را منحنی های درجه دوم می نامیم

 بسته به اینکه صفحه با چه وضعیتی سطح مخروطی دوار را قطع کند، چهار منحنی 
:درجه دوم مهم زیر می توانند به دست آیند  
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  . قطع کند، منحنی ایجاد شده دایره می باشدصفحه به صورت افقی مخروط را ، 1 اگر مانند شکل: دایره -1
(صفحه عمود بر محور سطح مخروطی دوار)  

. منحنی ایجاد شده یک بیضی می باشدصفحه به صورت مایل مخروط را قطع کند، ، 2اگر مانند شکل: بیضی -2  

3- سهمی: اگر مانند شکل3، صفحه را باز هم مایل تر کنیم، به طوری که با یکی از مولدهای سطح مخروطی دوار  
 موازی باشد، منحنی ایجاد شده، یک سهمی است:

 .منحنی ایجاد شده را یک هذلولی می نامیمصفحه موازی محور مخروط باشد،  ،4اگر مانند شکل : هذلولی -4

.در ادامه به مطالعه ی ویژگی های این منحنی های درجه دو می پردازیم  

14 

1شکل   
2شکل  3شکل   4شکل    



15 

𝑨𝒏𝒊𝒎𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 

 



 𝐶𝑖𝑟𝑐𝑙𝑒 :دایره

   باشد، 𝒓مقدارى ثابت ، 𝑶آن ها از یک نقطه ثابت که فاصله  مانند 𝑷مجموعه ی نقاطى از صفحه ی مختصات 
 .نامیده می شود دایره

 .نامیمدایره مى را شعاع  𝒓مقدار ثابت دایره و را مرکز  𝑶نقطه ثابت 

𝑶 

𝑷 

𝒓 

𝑶اگر نقطه ی : معادله ی دایره 𝒉, 𝒌  مرکز یک دایره باشد و اندازه ی شعاع این دایره برابر𝒓  باشد، معادله ی دایره 
 :به صورت زیر خواهد بود

𝒙 − 𝒉 2 + 𝒚 − 𝒌 2 = 𝒓2 

𝑶 

𝒓 

𝒉 

𝒌 

𝑷فرض کنیم نقطه ی : برهان 𝒙, 𝒚 روی این دایره باشد، چون فاصله ی 
𝑷  از𝑶  برابر مقدار ثابت𝒓 است، داریم:   

𝑶𝑷 = 𝒓 ⇒ 𝒙 − 𝒉 2 + 𝒚 − 𝒌 2 = 𝒓
وانت 2 هب  رفینط 

𝒙 − 𝒉 2 + 𝒚 − 𝒌 2 = 𝒓2 

𝑶حال اگر فاصله ی نقطه ای از صفحه ی مختصات، از مرکز دایره  𝒉, 𝒌 کم تر از شعاع دایره ،𝒓  باشد، آن نقطه درون 
.دایره، و اگر این فاصله بیش تر از  باشد، نقطه خارج از دایره قرار دارد  

16  



𝒙به عبارت دیگر، نامعادله ی − 𝒉 2 + 𝒚 − 𝒌 2 < 𝒓2  مجموعه نقاط درون دایره به مرکز ،𝒓  و شعاع𝑶 𝒉, 𝒌  و 
𝒙نامعادله ی  − 𝒉 2 + 𝒚 − 𝒌 2 > 𝒓2 مجموعه نقاط خارج از این دایره را مشخص می کند. 

𝑶 

𝒙 − 𝒉 2 + 𝒚 − 𝒌 2 < 𝒓2 
𝒙 − 𝒉 2 + 𝒚 − 𝒌 2 > 𝒓2 

𝑶 

𝑶و مرکز  3معادله ی دایره ای به شعاع : مثال  .را بنویسید 3,2−

:حل  

𝒙 − 𝒉 2 + 𝒚 − 𝒌 2 = 𝒓2                                             𝒙 + 3 2 + 𝒚 − 2 2 = 9 
𝒉, 𝒌 = −3,2 , 𝒓 = 3 

 .مرکز آن باشد 𝑪(2,1)گذشته و  𝑶(0,0)معادله ی دایره ای را بنویسید که از نقطه ی : مثال

:حل  

𝑶(0,0) 

𝑪(2,1)  با محاسبه ی𝑶𝑪 شعاع دایره را به دست می آوریم: 

𝒓 = 𝑶𝑪 = 2 − 0 2 + 1 − 0 2 = 4 + 1 = 5 

:حال با جایگذاری در معادله دایره داریم  

𝒙 − 𝒉 2 + 𝒚 − 𝒌 2 = 𝒓2                                     𝒙 − 2 2 + 𝒚 − 1 2 = 5
2
⇒ 𝒙 − 2 2 + 𝒚 − 1 2 = 5 

𝒉, 𝒌 = 2,1 , 

𝒓 = 5 
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3𝒙بوده و خط  𝑪(1,2)معادله ی دایره ای را بنویسید که مرکزش : مثال + 4𝒚 + 1 =  .بر آن مماس باشد 0

:حل  

.هرگاه خطی بر دایره مماس شود، فاصله ی مرکز دایره از آن خط، برابر شعاع آن دایره است  
.زیرا شعاعی از دایره که از نقطه ی تماس می گذرد، بر خط مماس عمود است  

.بنابراین برای به دست آوردن شعاع دایره کافی است فاصله ی مرکز دایره از خط مماس را بیابیم  

𝒓 = 𝒅 =
𝒂𝒙0 + 𝒃𝒚0 + 𝒄

𝒂2 + 𝒃2
=

3 × 1 + 4 × 2 + 1

3 2 + 4 2
=

3 + 8 + 1
9 + 16

=
12
25

=
12
5

 

𝒙 − 𝒉 2 + 𝒚− 𝒌 2 = 𝒓2                                    𝒙 − 1 2 + 𝒚 − 2 2 =
12
5

2
⇒ 𝒙 − 2 2 + 𝒚 − 1 2 =

144
25  

𝒉, 𝒌 = 1,2 , 

𝒓 =
12
5  

:معادله ی گسترده ی دایره  

,𝑶(𝒉همان طور که گفتیم معادله ی یک دایره به مرکز  𝒌)  و به شعاع𝒓 به صورت زیر است: 

𝒙 − 𝒉 2 + 𝒚 − 𝒌 2 = 𝒓2 

:حال با توجه به اتحاد مربع دو جمله ای داریم  

𝒙2 − 2𝒉𝒙 + 𝒉2 + 𝒚2 − 2𝒚𝒌 + 𝒌2 = 𝒓2 ⇒ 𝒙2 + 𝒚2 − 2𝒉𝒙 − 2𝒌𝒚 + 𝒉2 + 𝒌2 − 𝒓2 = 0 

−2𝒉 = 𝑫 ،−2𝒚 = 𝑬  و𝒉2 + 𝒌2 − 𝒓2 = 𝐅 

.معادله ی زیر به دست می آید که به آن فرم گسترده ی معادله ی دایره می گوییم  
𝒙2 + 𝒚2 + 𝑫𝒙 + 𝑬𝒚 + 𝑭 = 0 18 

𝑶 

 : پس اگر قرار دهیم. ، اعداد حقیقی ثابت هستند𝒓و 𝒉، 𝒌در فرمول بالا، 

 



:هرگاه این فرم از معادله ی دایره را داشته باشیم، می توانیم مرکز و شعاع دایره را از روابط زیر به دست آوریم  

مرکز ∶ 𝐎
−𝑫

2
,
−𝑬

2
∶ شعاع  𝒓 =

1
2

𝑫2 + 𝑬2 − 4𝑭 

:برهان  

𝑫 = −2𝒉 ⇒ 𝒉 = −
𝑫

2  

𝑬 = −2𝒌 ⇒ 𝒌 = −
𝑬

2  

⇒ 𝐎
−𝑫

2
,
−𝑬

2
= 𝒉,𝒌  

𝑫2 + 𝑬2 − 4𝑭 = −2𝒉 2 + −2𝒌 2 − 4 𝒉2 + 𝒌2 − 𝒓2 = 4𝒉2 + 4𝒌2 − 4𝒉2 − 4𝒌2 + 4𝒓2 = 4𝒓2
 

⇒
1
2

𝑫2 + 𝑬2 − 4𝑭 =
1
2

4𝒓2 =
1
2

2𝒓 = 𝒓
 

𝒙2در فرم گسترده ی معادله ی دایره، ممکن است : تذکر
 

𝒚2و 
 

.ضریب عددی داشته باشند که حتما باهم برابر هستند
در این صورت برای پیدا کردن مرکز و شعاع، ابتدا طرفین معادله را  .( در غیر این صورت معادله ی دایره نمی باشد) 

. بر این ضریب عددی تقسیم می کنیم
 

2𝒙2مرکز و شعاع دایره به معادله ی : مثال + 2𝒚2 − 4𝒙 + 6𝒚 − 8 = 0
 

.را به دست آورید
:حل 

 2𝒙2 + 2𝒚2 − 4𝒙 + 6𝒚 − 8 = 0
÷2

𝒙2 + 𝒚2 − 2𝒙 + 3𝒚 − 4 = 0
 𝑫

 
𝑬

 

𝑭
 

𝐎
−𝑫

2
,
−𝑬

2
=

− −2
2

,
−3
2

= 1, −
3
2

 
𝒓 =

1
2

𝑫2 + 𝑬2 − 4𝑭 =
1
2

−2 2 + 32 − 4 −4 =
1
2

29
 19

 



𝒙2را طوری تعیین کنید که 𝑭مقدار : مثال + 𝒚2 − 2𝒙 + 6𝒚 + F =  .را مشخص کند2معادله ی دایره ای به شعاع  0

𝒓 =
1
2

𝑫2 + 𝑬2 − 4𝑭 ⇒ 2 =
1
2

−2 2 + 62 − 4 𝑭 ⇒ 4 = 4 + 36 − 4𝑭 ⇒ 4 = 40 − 4𝑭 

:حل  

وانت 2 هب  رفینط 
16 = 40 − 4𝑭 ⇒ 16 − 40 = −4𝑭 ⇒ −24 = −4𝑭 ⇒ 𝑭 = 6 

,𝑨(0,0)  ،𝑩(1معادله ی دایره ای را بنویسید که از نقاط : مثال  .مرکز و شعاع دایره را نیز بیابید. بگذرد 𝑪(1,6)و  (1−

 می دانیم معادله گسترده ی دایره به صورت. برای حل این مثال از معادله ی گسترده ی دایره استفاده می کنیم: حل
 𝒙2 + 𝒚2 + 𝑫𝒙 + 𝑬𝒚 + 𝑭 =  را به  𝑭و  𝑫  ،𝑬برای نوشتن معادله ی دایره، کافی است پارامترهای . است 0

 .پس مختصات آن ها در معادله ی دایره صدق می کند. روی دایره قرار دارند 𝑪و  𝑨  ،𝑩نقاط  .دست آوریم

𝑨(0,0)
𝒙=0,𝒚=0

 02 + 02 + 𝑫 0 + 𝑬 0 + 𝑭 = 0 ⇒ 𝑭 = 0  

𝑩(1, −1)
𝒙=1,𝒚=−1,F=0

 1
2 + −1 2 + 𝑫 1 + 𝑬 −1 + 0 = 0 ⇒ 𝑫− 𝑬 = −2 𝚰   

𝑪(1,6)
𝒙=1,𝒚=6,F=0

 12 + 62 + 𝑫 1 + 𝑬 6 + 0 = 0 ⇒ 𝑫+ 6𝑬 = −37 𝚰𝚰   

Ι ΙΙ و 
  

𝑫 − 𝑬 = −2

𝑫+ 6𝑬 = −37
 

ستگاهد لح 
 𝑫 = −7 𝑬 = −5 

𝒙2بنابراین معادله ی گسترده ی دایره به صورت  + 𝒚2 − 7𝒙 − 5𝒚 = 0
 

.می باشد
 

𝐎
−𝑫

2
,
−𝑬

2
=

− −7
2

,
− −5

2
=

7
2
,
5
2

 
𝒓 =

1
2

𝑫2 +𝑬2 − 4𝑭 =
1
2

−7 2 + −5 2 − 4 0 =
1
2

74
 20

 



:وضعیت دو دایره نسبت به هم  

 وضعیت این دو دایره . را در نظر می گیریم 𝒓2و شعاع  𝑶2و دیگری به مرکز  𝒓1و شعاع  𝑶1دو دایره یکی به مرکز 
 :نسبت به هم می تواند به یکی از حالت های زیر باشد

هستند و طبق شکل مشخص است که فاصله ی مرکزهای دو دایره ( خارج از هم)متخارج  در این حالت، دو دایره( الف
.از مجموع شعاع ها بیش تر است  

𝑶2 

𝑶1 

𝑶1 𝑶2 𝑶2 𝑶1 𝑶2 𝑶1 

𝑶2 

𝑶1 

𝑶2 

𝑶1 

 ج ب الف

 ه د

 و

 .برابر مجموع شعاع های دو دایره است 𝑶2و  𝑶1هستند و فاصله های مماس خارج در این حالت، دو دایره ( ب

𝑶1 𝑶2 = 𝒓1 + 𝒓2 

𝑶1 𝑶2 > 𝒓1 + 𝒓2 

:هستند و هم دیگر را در دو نقطه قطع می کنند و داریم متقاطعدر این حالت، دو دایره ( ج  

𝒓1 −  𝒓2 < 𝑶1 𝑶2 < 𝒓1 + 𝒓2 21 

𝒓1را با  𝑶1 𝑶2حال در هر یک از این حالت ها، اندازه ی فاصله ی مرکزهای دو دایره یعنی پاره خط  + 𝒓2 و 
 𝒓1 − 𝒓2 مقایسه می کنیم. 
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:در این حالت، دو دایره مماس داخل هستند و داریم( د  𝑶1𝑶2 = 𝒓1 − 𝒓2  

:در این حالت، دو دایره متداخل هستند و داریم( ه  0 ≤ 𝑶1𝑶2 ≤ 𝒓1 − 𝒓2  

 این حالت، حالتی خاص از دو دایره ی متداخل است که مرکزهای دو دایره بر هم منطبق شده و دو دایره هم مرکز( و
𝑶1𝑶2پس . هستند = 0 

𝒓1را پیدا کرده و با مقایسه ی آن با  𝑶1𝑶2بنابراین برای تعیین وضعیت دو دایره، اندازه ی پاره خط  + 𝒓2 و 
𝒓1 − 𝒓2 به یکی از حالت های گفته شده می رسیم. 

.وضعیت دایره های زیر را نسبت به هم بررسی کنید: مثال  

 
𝒙2 + 𝒚2 + 2𝒙 − 4𝒚 = 0

𝒙2 + 𝒚2 − 2𝒙 + 4𝒚 − 40 = 0
  

𝐎1
−𝑫

2
,
−𝑬

2
=

−2
2
,
− −4

2
= −1, 2  

𝒓1 =
1
2

𝑫2 + 𝑬2 − 4𝑭 =
1
2

22 + −4 2 − 4 0 =
1
2

20 = 5 

𝒓2 =
1
2

𝑫2 + 𝑬2 − 4𝑭 =
1
2

−2 2 + 42 − 4 −40 =
1
2

180 = 3 5 

𝐎2
−𝑫

2
,
−𝑬

2
=

− −2
2

,
−4
2

= 1, −2  

𝑶1𝑶2 = 𝒙𝑶1 − 𝒙𝑶2
2
+ 𝒚𝑶1 − 𝒚𝑶2

2
= −1 − 1 2 + 2 − −2

2
= −2 2 + 4 2 = 20 = 2 5 

⇒  
𝒓1 + 𝒓2 = 4 5
𝒓1 − 𝒓2 = 2 5

 

⇒𝑶1𝑶2 = 𝒓1 − 𝒓2 ⇒ هستند داخل مماس دایره دو  
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:وتر مشترک دو دایره ی متقاطع  

 در حالتی که دو دایره متقاطع باشند و هم دیگر را در دو نقطه قطع کنند،
 𝒓1 −  𝒓2 < 𝑶1 𝑶2 < 𝒓1 + 𝒓2  که از، خطی   

 .می گوییموتر مشترک دو دایره دو نقطه ی تقاطع می گذرد را 
𝑶2 𝑶1 

:معادله ی وتر مشترک دو دایره → وتر مشترک  

 فرض کنیم معادله ی دو دایره ی متقاطع به صورت های 
𝑪1: 𝒙2 + 𝒚2 + 𝑫1𝒙 + 𝑬1𝒚 + 𝑭1 = 0

𝑪2: 𝒙2 + 𝒚2 + 𝑫2𝒙 + 𝑬2𝒚 + 𝑭2 = 0
 .باشد 

 :از رابطه ی زیر به دست می آیددر این صورت معادله ی وتر مشترک 

𝑫1 −𝑫2 𝒙 + 𝑬1 − 𝑬2 𝒚 + 𝑭1 − 𝑭2 = 0 ⇒ 6 − −4 𝒙 + 8 − −6 𝒚 + 0 − −14 = 0 

𝒙2معادله ی وتر مشترک دایره های : مثال + 𝒚2 + 6𝒙 + 8𝒚 = 𝒙2و  0 + 𝒚2 − 4𝒙 − 6𝒚 − 14 =  را  0
 .بنویسید

:حل  

𝑪𝟏 − 𝑪𝟐 = 𝒙2 + 𝒚2 +𝑫1𝒙 + 𝑬1𝒚 + 𝑭1 − 𝒙2 + 𝒚2 + 𝑫2𝒙 + 𝑬2𝒚 + 𝑭2 = 0 

⇒ 10𝒙 + 14𝒚 + 14 = 0
رب 2 قسیمت  رفینط   

5𝒙 + 7𝒚 + 7 = 0 

⇒ 𝑫1 − 𝑫2 𝒙 + 𝑬1 − 𝑬2 𝒚 + 𝑭1 − 𝑭2 = 0 
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.معادله وتر مشترک دو دایره به معادله هاى زیر را به دست آوریدابتدا : مثال  

𝒙2 + 𝒚2 + 4𝒙 + 2𝒚 − 20 = 0  𝒙2 + 𝒚2 + 2𝒙 + 2𝒚 − 24 =  و  0

.سپس با استفاده از معادله وتر مشترک مختصات نقاط تقاطع دو دایره را به دست آورید  

:حل  

𝑫1 − 𝑫2 𝒙 + 𝑬1 − 𝑬2 𝒚 + 𝑭1 − 𝑭2 = 0 ⇒ 4 − 2 𝒙 + 2 − 2 𝒚 + −20 − −24 = 0 

⇒ 2𝒙 + 4 = 0
رب 2 قسیمت  رفینط   

𝒙 + 2 = 0 ⇒ 𝒙 = −2 ⇒  وتر مشترک موازی محور 𝒚 ها است

برای یافتن نقاط تقاطع دو دایره، چون این نقاط روی دو دایره و روی وتر مشترک قرار دارند، مختصات آن ها را  
 :با قطع دادن وتر مشترک با یکی از دایره ها، به دست آوریممی توانیم 

 
𝒙 = −2                                         
𝒙2 + 𝒚2 + 4𝒙 + 2𝒚 − 20 = 0 

⇒ −2 2 + 𝒚2 + 4 −2 + 2𝒚 − 20 = 0 ⇒ 4 + 𝒚2 − 8 + 2𝒚 − 20 = 0 ⇒ 𝒚2 + 2𝒚 − 24 = 0 

⇒ 𝒚− 4 𝒚 + 6 = 0 ⇒  
𝒚 = 4
𝒚 = −6 

ایرهد ود  قاطعت  قاطن  ختصاتم 
𝑨 = −2,4 , 𝑩 = −2, −6  
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 𝑷𝒓𝒂𝒃𝒐𝒍𝒂: سهمی

 سهمی، مجموعه ی تمام نقاطی از صفحه است که فاصله ی آن ها  
 .  یکسان می باشد 𝑳و یک خط ثابت  𝑭از یک نقطه ی ثابت 

 .می گوییمهادی سهمی را خط  𝑳و خط ثابت کانون سهمی را  𝑭نقطه ی ثابت 

𝑳 

𝑭 

𝑴 

𝑸 

𝑴𝑭 = 𝑴𝑸 

:اصطلاحات مهم در سهمی  

.خطی است که از کانون سهمی گذشته و بر خط هادی عمود است (:محور تقارن سهمی)محور سهمی ( 1  

 نمایش   𝑺نقطه ی تلاقی محور تقارن سهمی با سهمی را راس سهمی می گوییم و آن را با حرف : راس سهمی( 2
 .می دهیم

 یا فاصله ی راس سهمی از خط هادی را فاصله ی   𝑭فاصله ی راس سهمی از کانون : فاصله ی کانونی سهمی( 3
 .نمایش می دهیم 𝑷کانونی نامیده و آن را با 

:انواع سهمی  

 معادله ی سهمی افقی اگر  . ها باشد 𝒙سهمی را افقی گوییم هرگاه محور سهمی موازی محور : سهمی افقی( الف
,𝑺(𝜶مختصات راس سهمی  𝜷)  و فاصله ی کانونی عدد مثبت𝑷 باشد، به یکی از حالات زیر است: 

دهانه رو به راست ∶  𝒚 − 𝜷 2 = 4𝑷 𝒙 − 𝜶  

دهانه رو به چپ ∶  𝒚 − 𝜷 2 = −4𝑷 𝒙 − 𝜶  

 شکل الف

 شکل ب
 



26 

 معادله ی سهمی قائم اگر  . ها باشد 𝒚سهمی را قائم گوییم هرگاه محور سهمی موازی محور : سهمی قائم( الف
,𝑺(𝜶مختصات راس سهمی  𝜷)  و فاصله ی کانونی عدد مثبت𝑷 باشد، به یکی از حالات زیر است: 

دهانه رو به بالا ∶  𝒙 − 𝜶 2 = 4𝑷 𝒚 − 𝜷  

دهانه رو به پایین ∶  𝒙 − 𝜶 2 = −4𝑷 𝒚 − 𝜷  

 شکل ج

 شکل د

𝑭 

𝑺 
𝑷 

𝑷 

ی
اد

 ه
ط

 خ

 محور سهمی

𝑭 

𝑺 𝑷 

𝑷 

ی
اد

 ه
ط

 خ

 محور سهمی

𝑺 

𝑷 

 خط هادی

ی
هم

س
ور 

ح
 م

𝑭 
𝑺 

𝑷 

𝑷 

 خط هادی

ی
سهم

حور 
 م

 .از درجه ی دوم باشد، سهمی افقی است 𝒚از درجه ی دوم باشد، سهمی قائم و اگر  𝒙اگر در معادله ی سهمی، :  1تذکر
𝒙به عنوان مثال، معادله ی  − 1 2 = 𝒚 + 𝒚، بیانگر یک سهمی قائم و معادله ی  1 + 2 2 = 4𝒙 بیانگر یک سهمی افقی است. 

(  یا منفی)در معادله ی استاندارد سهمی، اگر ضریب پرانتزی که در آن متغیر از درجه اول می باشد، مثبت: 2تذکر 
. محورها می باشد( یا منفی)باشد، دهانه ی سهمی به سمت جهت مثبت  
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𝒙به عنوان مثال، در سهمی قائم به معادله ی  − 3 2 = −4 𝒚 + 𝒚، چون ضریب پرانتز  2 +  آن  𝒚که متغیر  2
 (  رو به پایین)ها  𝒚از درجه ی اول است؛ منفی می باشد، نتیجه می گیریم که این سهمی قائم، رو به جهت منفی محور 

𝒚قرار دارد و در سهمی افقی  − 1 2 = 3 𝒙 + 𝒙، چون ضریب پرانتز 2 +  مثبت است، پس دهانه ی این  2
 .قرار دارد( رو به راست(ها  𝒙سهمی افقی، رو به جهت مثبت محور 

𝒚𝑺یکسان  عرضدارای  𝑭و کانون سهمی  𝑺در سهمی افقی،راس سهمی : 3تذکر  = 𝒚𝑭   و در سهمی قائم،راس 
𝒙𝑺یکسان  طولدارای  𝑭و  کانون سهمی  𝑺سهمی  = 𝒙𝑭 می باشند  . 

 به عنوان مثال، سهمی که مختصات . از این مطلب برای تشخیص افقی یا قائم بودن یک سهمی نیز استفاده می شود
 زیرا عرض های راس و کانون آن، با هم . باشد، یک سهمی افقی است 𝑭(5,3)و مختصات کانون آن  𝑺(2,3)راس آن 

 . برابر است

  𝑺و فاصله ی راس  𝑷برابر  𝑭تا کانون  𝑺فاصله ی راس : 4تذکر 
 .می باشد 2𝑷اما فاصله ی کانون تا خط هادی  . می باشد 𝑷تا خط هادی نیز  

𝑺 

𝑷 

 خط هادی

 بوده و معادله ی آن( ها 𝒙)ها 𝒚، خط هادی موازی محور (قائم)در سهمی افقی: 5تذکر 
𝒙به صورت  = 𝒂 𝒚 = 𝒃 می باشد. 

𝒚2با توجه به شکل مقابل، نشان دهید : مثال = 4𝑷𝒙 معادله ی سهمی است 
 .که راس آن واقع بر مبدا مختصات است و دهانه ی آن رو به راست باز می شود

𝑭(𝑷, 0) 
𝒙 = −𝑷 

,𝑴(𝒙بنابر تعریف سهمی، فاصله ی هر نقطه مانند : حل 𝒚)  روی سهمی 
 .از کانون و خط هادی یکسان است
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,𝑭(𝑷بنابراین با توجه به شکل با فرض آن که مختصات کانون    و   (0
𝒙معادله ی خط هادی  = −𝐏 ⇒ 𝒙 + 𝑷 =  :باشد، داریم 0

𝑭(𝑷, 0) 

𝒙 = −𝑷 

𝑴(𝒙, 𝒚) 
𝑯 𝑴𝑭 = 𝒙𝑴 − 𝒙𝑭

2 + 𝒚𝑴 − 𝒚𝑭
2 = 𝒙 − 𝑷 2 + 𝒚 − 0 2 

⇒ 𝑴𝑭 = 𝒙 − 𝑷 2 + 𝒚2 

𝑴𝑯:𝒙 + 𝑷 = فاصله نقطه 𝑴 از خط 0 =
𝒂𝒙0 + 𝒃𝒚0 + 𝒄

𝒂2 + 𝒃2
=

1 × 𝒙 + 0 × 𝒚 + 𝑷

12 + 02
=
𝒙 + 𝑷

1
= 𝒙 + 𝑷 

𝑴𝑭 = 𝑴𝑯 ⇒ 𝒙− 𝑷 2 + 𝒚2 = 𝒙 + 𝑷
وانت 2 هب  رفینط    

 𝒙 − 𝑷 2 + 𝒚2
2
= 𝒙 + 𝑷 2 

⇒ 𝒙 − 𝑷 2 + 𝒚2 = 𝒙 + 𝑷 2 ⇒ 𝒙2 + 𝑷2 − 2𝑷𝒙 + 𝒚2 = 𝒙2 + 𝑷2 + 2𝑷𝒙 ⇒ 𝒚2 = 4𝑷𝒙 

𝒚با توجه به شکل مقابل، نشان دهید : مثال − 𝒌 2 = −4𝑷 𝒙 − 𝒉   معادله ی 
,𝑺(𝒉سهمی است که راس آن  𝒌)است و دهانه ی آن رو به چپ باز می شود. 

,𝑴(𝒙بنابر تعریف سهمی، فاصله ی هر نقطه مانند : حل 𝒚)  روی سهمی 
 .از کانون و خط هادی یکسان است

𝒙 = 𝒉 + 𝑷 

𝑺(𝒉, 𝒌) 

𝑭(𝒉بنابراین با توجه به شکل با فرض آن که مختصات کانون   − 𝑷, 𝒌)   و 
𝒙معادله ی خط هادی  = 𝒉 + 𝐏 ⇒ 𝒙 − 𝒉 − 𝑷 =  :باشد، داریم 0
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𝑴𝑭 = 𝒙𝑴 − 𝒙𝑭
2 + 𝒚𝑴 − 𝒚𝑭

2 = 𝒙 − 𝒉 − 𝑷
2
+ 𝒚 − 𝒌 2 

⇒ 𝑴𝑭 = 𝒙 − 𝒉 + 𝑷 2 + 𝒚 − 𝒌 2 𝒉 − 𝑷, 𝒌 = 𝑭 

𝒙 = 𝒉 + 𝑷 

𝑺(𝒉, 𝒌) 

𝑯 

𝑴𝑯:𝒙 − 𝒉 − 𝑷 = فاصله نقطه 𝑴 از خط 0 =
𝒂𝒙0 + 𝒃𝒚0 + 𝒄

𝒂2 + 𝒃2
=

1 × 𝒙 + 0 × 𝒚 − 𝒉 − 𝑷

12 + 02
=
𝒙 − 𝒉 − 𝑷

1
 

= 𝒙 − 𝒉 − 𝑷 

𝑴𝑭 = 𝑴𝑯 ⇒ 𝒙− 𝒉 + 𝑷 2 + 𝒚 − 𝒌 2 = 𝒙 − 𝒉 − 𝑷
وانت 2 هب  رفینط    

 

 𝒙 − 𝒉 + 𝑷 2 + 𝒚 − 𝒌 2
2
= 𝒙 − 𝒉 − 𝑷 2 ⇒ 𝒙 − 𝒉 + 𝑷 2 + 𝒚 − 𝒌 2 = 𝒙 − 𝒉 − 𝑷 2 

𝒂حال با استفاده از اتحاد  + 𝒃 + 𝒄 2 = 𝒂2 + 𝒃2 + 𝒄2 + 2𝒂𝒃 + 2𝒂𝒄 + 2𝒃𝒄 تساوی بالا را ساده می کنیم. 

𝒙2 + −𝒉 2 + 𝑷2 + 2𝒙 −𝒉 + 2𝒙𝑷 + 2 −𝒉 𝑷 + 𝒚2 + 𝒌2 − 2𝒚𝒌 = 𝒙2 + −𝒉 2 + −𝑷 2 
+2𝒙 −𝒉 + 2𝒙 −𝑷 + 2 −𝒉 −𝑷 ⇒ 𝒙2 + 𝒉2 + 𝑷2 − 2𝒙𝒉 + 2𝒙𝑷 − 2𝒉𝑷 + 𝒚2 + 𝒌2 − 2𝒚𝒌 = 
𝒙2 + 𝒉2 + 𝑷2 − 2𝒙𝒉 − 2𝒙𝑷 + 2𝒉𝑷 

ردنک ادهس  زا  سپ 
𝒚2 + 𝒌2 − 2𝒚𝒌 = −2𝒙𝑷 + 2𝒉𝑷 − 2𝒙𝑷 + 2𝒉𝑷 ⇒ 𝒚2 + 𝒌2 − 2𝒚𝒌 = −4𝒙𝑷 + 4𝒉𝑷 

⇒ 𝒚− 𝒌 2 = −4𝑷 𝒙 − 𝒉  
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:معادله ی گسترده ی سهمی  

𝑨𝒚2هر معادله به صورت  + 𝑩𝒙 + 𝑪𝒚 + 𝑫 = 𝑨𝒙2یا  0 + 𝑩𝒚 + 𝑪𝒙 + 𝑫 = 𝑨با شرط  0 ≠ 𝑪و  0 ≠ 0   
 .معادله ی گسترده ی یک سهمی می باشد

 بنابراین نتیجه می گیریم  . از درجه ی دوم است 𝒙از درجه ی دوم و در سهمی قائم،  𝒚از طرفی می دانیم در سهمی افقی، 

𝑨𝒚2که معادله ی  + 𝑩𝒙 + 𝑪𝒚 + 𝑫 = 𝑨𝒙2بیانگر یک سهمی افقی و معادله ی  0 + 𝑩𝒚 + 𝑪𝒙 + 𝑫 =  بیانگر   0
 .یک سهمی قائم است

.  باید معادله ی گسترده را به فرم استاندارد تبدیل کنیم... برای یافتن مشخصات یک سهمی اعم از راس، کانون و 
.برای این منظور از اتحاد مربع دو جمله ای و شیوه ی مربع کامل کردن استفاده می کنیم  

𝒙2معادله ی گسترده ی : مثال + 8𝒙 + 4𝒚 =  .را به فرم استاندارد تبدیل کنید 0

:حل  

𝒙2 + 8𝒙 + 4𝒚 = 0 ⇒ 𝒙2 + 8𝒙 = −4𝒚
                                       

 

 اضافه و کم کردن نصف  
 به توان دو 𝒙ضریب 

8
2

2
= 42 = 16 

𝒙2 + 8𝒙 + 16 − 16 = −4𝒚 

⇒ 𝒙2 + 8𝒙 + 16 = −4𝒚 + 16 ⇒ 𝒙 + 4 2 = −4 𝒚 − 4  

:کانون، راس و خط هادی سهمی  

 در معادله ی استاندارد سهمی، برای به دست آوردن مختصات راس سهمی، هر دو پراتنز: مختصات راس سهمی( الف
 .ریشه های به دست آمده طول و عرض راس سهمی می باشد. را مساوی صفر قرار می دهیم 𝒚و  𝒙شامل 

𝒚 − 𝜷 2 = 4𝑷 𝒙 − 𝜶 ⇒ :مختصات راس سهمی 𝑺(𝜶, 𝜷) 

𝒚 − 𝜷 = 0 
⇒ 𝒚 = 𝜷 

𝒙 − 𝜶 = 0 
⇒ 𝒙 = 𝜶 

𝒙 − 𝜶 2 = 4𝑷 𝒚 − 𝜷 ⇒ :مختصات راس سهمی 𝑺(𝜶, 𝜷) 
𝒚 − 𝜷 = 0 
⇒ 𝒚 = 𝜷 

𝒙 − 𝜶 = 0 
⇒ 𝒙 = 𝜶 
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𝒚در سهمی به معادله ی :مثال + 3 2 = 4 𝒙 +  :مختصات راس سهمی عبارت است از 2

 
𝒚 + 3 = 0 ⇒ 𝒚 = −3
𝒙 + 2 = 0 ⇒ 𝒙 = −2 ⇒ 𝑺(−2, −3) 

برای به دست آوردن مختصات کانون و معادله ی خط هادی در یک : مختصات کانون و معادله ی خط هادی سهمی( ب
سهمی افقی یا قائم، از شکل تقریبی سهمی استفاده می کنیم و به کمک آن تمام ویژگی های سهمی را به دست می  

.آوریم  

.آوریدکانون و رأس و خط هادی هریک از سهمی های زیر را به دست مختصات : مثال  

8𝒚 )الف = 4 + 4𝒙 − 𝒙2 
                                       

 

 اضافه و کم کردن نصف  
 به توان دو 𝒙ضریب 

4
2

2
= 22 = 4 

8𝒚 = 4 + 4𝒙 − 𝒙2 + 4 − 4 ⇒ 8𝒚 = −𝒙2 + 4𝒙 − 4 + 8 

⇒ 8𝒚 − 8 = − 𝒙2 − 4𝒙 + 4 ⇒ − 𝒙 − 2 2 = 8 𝒚 − 1 ⇒ 𝒙 − 2 2 = −8 𝒚 − 1  ⇒ 𝑺(2, 1) 

4𝑷 = 8 ⇒ 𝑷 = 2 

 با توجه به معادله ی استاندارد به دست آمده، سهمی قائم و دهانه ی آن رو به
حال برای محاسبه ی مختصات کانون و معادله ی خط هادی، . پایین می باشد   

.شکل تقریبی آن را رسم می کنیم  

⇒  
کانون 2 واحد پایین تر از راس ⇒ 𝑭 2, −1                            

⇒ خط هادی 2 واحد بالاتر از راس :معادله ی خط هادی 𝒚 = 3
 

1 

−1 

3 

2 

𝑺 

𝑭 
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𝒚2 (ب − 8𝒙 − 8 = 0 ⇒ 𝒚2 = 8𝒙 + 8 ⇒ 𝒚2 = 8 𝒙 + 1  ⇒ 𝑺(−1, 0) 4𝑷 = 8 ⇒ 𝑷 = 2 

 با توجه به معادله ی استاندارد به دست آمده، سهمی افقی و دهانه ی آن رو به
حال برای محاسبه ی مختصات کانون و معادله ی . سمت راست می باشد   

.خط هادی، شکل تقریبی آن را رسم می کنیم  

−1 −3 1 

𝑺 𝑭 

⇒  
کانون 2 واحد جلو تر از راس ⇒ 𝑭 1,0                                       

تر عقب از راس ⇒ خط هادی 2 واحد  :معادله ی خط هادی 𝒚 = −3
 

:وتر کانونی سهمی  

 پاره خطی را که در کانون بر محور کانونی سهمی عمود شده  . سهمی مقابل را در نظر بگیرید
 .سهمی نام داردوتر کانونی قطع کرده است،  𝑵و  𝑴و سهمی را در نقاط 

 .می باشد( چهار برابر فاصله ی کانونی) 4𝑷، برابر (وتر کانونی) 𝑴𝑵طول پاره خط 

 .می باشد( 𝑴𝑵پاره خط  )وتر کانونی عمود منصف مطابق شکل، محور کانونی 
𝑭 

𝑴 

𝑵 

2𝑷 

2𝑷 

𝑷 𝑺 

 محور کانونی

ی
اد

 ه
ط

 خ

:ویژگی بازتابندگی سهمی ها
 

 به سهمی برخورد کند، موازی با   𝑭در یک سهمی، اگر پرتویی از کانون 
 یعنی اگر پرتویی موازی با محور سهمی . محور سهمی خارج می شود و برعکس

 ویژگی بازتابندگی این ویژگی را . عبور می کندبه آن برخورد کند، از کانون سهمی 
 این ویژگی، سبب شده است که سهمی کاربرد وسیعی در صنعت. می گوییمسهمی

.داشته باشد 
 

𝑭 

 محور کانونی
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:رسم سهمی  

:برای رسم یک سهمی مراحل زیر را طی می کنیم  

ابتدا معادله ی سهمی را اگر به صورت گسترده باشد، به فرم استاندارد تبدیل کرده و سپس با توجه به آن، نوع  ( 1
.، نقاط راس و کانون و خط هادی سهمی را می یابیم(افقی یا قائم)سهمی   

.نقاط به دست آمده و خط هادی و محور کانونی را در صفحه ی مختصات رسم می کنیم (2  

  𝑭، از نقطه ی کانونی (افقی یا قائم)با توجه به نوع سهمی ( 3
 (  برای سهمی افقی)واحد به سمت بالا و پایین 2𝑷به اندازه ی 

 جدا کرده، آن ها  ( برای سهمی قائم)یا به سمت چپ و راست 
 .می نامیم 𝑵و  𝑴را 

 در حقیقت با این کار وتر کانونی سهمی را رسم می کنیم که برابر
 .می شود و بر محور تقارن سهمی عمود است 𝑴𝑵پاره خط  

در صورت امکان محل تلاقی نمودار با محورهای  ( 4
.مختصات را به دست می آوریم  

در نهایت نقاط به دست آمده را با توجه به نوع سهمی ( 5
.به هم وصل می کنیم  

𝑭 

𝑴 

𝑵 

2𝑷 

2𝑷 

𝑷 𝑺 

 سهمی افقی

𝑴 𝑵 

2𝑷 2𝑷 

𝑷 

𝑺 

 سهمی قائم

𝑭 

𝑴 

𝑵 

2𝑷 

2𝑷 

𝑷 𝑺 

 سهمی افقی

𝑴 𝑵 

2𝑷 

𝑷 

𝑺 

 سهمی قائم
-  
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𝒚2نمودار سهمی : مثال + 4𝒚 + 4𝒙 =  .را رسم کنید 0

 .ابتدا معادله ی داده شده را به فرم استاندارد تبدیل می کنیم: حل

𝒚2 + 4𝒚 + 4𝒙 = 0  
                                       

 

 اضافه و کم کردن نصف  
 به توان دو 𝒚ضریب 

4
2

2
= 22 = 4 

𝒚2 + 4𝒚 + 4𝒙 + 4 − 4 = 0 ⇒ 𝒚2 + 4𝒚 + 4 + 4𝒙 − 4 = 0 

⇒  
𝑺 1, −2                    
4𝑷 = 4 ⇒ 𝑷 = 1

 ⇒ 𝒚2 + 4𝒚 + 4 = −4𝒙 + 4 ⇒ 𝒚 + 2 2 = −4 𝒙 − 1  

-4فاکتورگیری از  اتحاد مربع دو جمله ای  

 هم چنین نقطه ی. با توجه به معادله ی استاندارد به دست آمده، سهمی افقی و دهانه ی آن به سمت چپ می باشد
𝒙کانون سهمی و   0,2 =  .خط هادی سهمی می باشد 2

   2𝑷به اندازه ی   𝑭و سپس از نقطه ی حال نقاط راس، کانون و خط هادی را در صفحه ی مختصات مشخص می کنیم 
 دستسپس محل برخورد سهمی با محورهای مختصات را به . می نامیم 𝑵و  𝑴واحد به سمت بالا و پایین رفته و آن را 

 .می آوریم 

 
محل برخورد سهمی با محور 𝒙 ها ∶ 𝒚 = 0 ⇒ 0 + 2 2 = −4 𝒙 − 1

⇒ 4 = −4 𝒙 − 1 ⇒ 𝒙 − 1 = −1 ⇒ 𝒙 = 0
 

 
محل برخورد سهمی با محور 𝒚 ها ∶ 𝒙 = 0 ⇒ 𝒚+ 2 2 = −4 0 − 1

⇒ 𝒚+ 2 2 = 4 ⇒ 𝒚+ 2 = ±2 ⇒  
𝒚 = 2 − 2 = 0

𝒚 = −2 − 2 = −4
 

−4 

1 

𝑺 𝑭 −2 

𝑴 

𝑵 

𝒙 = 2 
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𝒙2نمودار سهمی : مثال + 8𝒙 + 8𝒚 =  .را رسم کنید 0

 .ابتدا معادله ی داده شده را به فرم استاندارد تبدیل می کنیم: حل

𝒙2 + 8𝒙 + 8𝒚 = 0  
                                       

 

 اضافه و کم کردن نصف  
 به توان دو 𝒙ضریب 

8
2

2
= 42 = 16 

𝒙2 + 8𝒙 + 8𝒚 + 16 − 16 = 0 ⇒ 𝒙2 + 8𝒙 + 16 + 8𝒚 − 16 = 0 

⇒  
𝑺 −4, 2                    
4𝑷 = 8 ⇒ 𝑷 = 2

 ⇒ 𝒙2 + 8𝒙 + 16 = −8𝒚 + 16 ⇒ 𝒙 + 4 2 = −8 𝒚 − 2  

-8فاکتورگیری از  اتحاد مربع دو جمله ای  

 هم چنین نقطه ی. با توجه به معادله ی استاندارد به دست آمده، سهمی قائم و دهانه ی آن به سمت پایین می باشد
𝒚کانون سهمی و   4,0− =  .خط هادی سهمی می باشد 4

   2𝑷به اندازه ی   𝑭و سپس از نقطه ی حال نقاط راس، کانون و خط هادی را در صفحه ی مختصات مشخص می کنیم 
 دستسپس محل برخورد سهمی با محورهای مختصات را به . می نامیم 𝑵و  𝑴واحد به سمت چپ و راست رفته و آن را 

 .می آوریم 

 
محل برخورد سهمی با محور 𝒙 ها ∶ 𝒚 = 0 ⇒ 𝒙 + 4 2 = −8 0 − 2

⇒ 𝒙 + 4 2 = 16 ⇒ 𝒙 + 4 = ±4 ⇒  
𝒙 = +4 − 4 = 0
𝒙 = −4 − 4 = −8

 

 
محل برخورد سهمی با محور 𝒚 ها ∶ 𝒙 = 0 ⇒ 0 + 4 2 = −8 𝒚 − 2

⇒ −8 𝒚 − 2 = 16 ⇒ 𝒚 − 2 = −2 ⇒ 𝒚 = 0
 

−4 

𝑺 

𝑭 

2 

𝑴 𝑵 

𝒚 = 4 

−8 
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  𝑬𝒍𝒍𝒊𝒑𝒔𝒆: بیضی
مجموعه ی نقاطی از صفحه ی مختصات به طوری که مجموع فاصله ی هر نقطه از دو نقطه ی ثابت، مقدار ثابتی باشد،  

.یک بیضی را مشخص می کند  

  ′𝑭و  𝑭می نامیم و آن ها را با کانون های بیضی دو نقطه ی ثابت را 
 :نامیده و داریم 2𝒂هم چنین مقدار ثابت را  . نمایش می دهیم

𝑴𝑭+𝑴𝑭′ = 𝑵𝑭 + 𝑵𝑭′ = ⋯ = 2𝒂 𝑭 𝑭′ 

𝑴 

𝑵 اصطلاحات مهم در بیضی:  

.این خط محور کانونی بیضی نام دارد. کانون های بیضی در امتداد یک خط قرار دارند: محور کانونی بیضی( 1  

 .نمایش می دهیم 2𝒄فاصله ی بین دو کانون بیضی را فاصله ی کانونی بیضی نامیده و آن را با : فاصله ی کانونی( 2

 وسط پاره خطی که دو کانون بیضی را به هم وصل می کند مرکز بیضی می باشد که فاصله ی آن از  : مرکز بیضی( 3
 .می باشد 𝒄هر یک از کانون ها برابر 

 نقاط محل برخورد محور کانونی بیضی با بیضی، : راس های کانونی( 4
 کانونی بیضی می باشند که در شکل زیر، راس های  ′𝑨و  𝑨یعنی نقاط 

 .است  2𝒂یعنی قطر بزرگ بیضی برابر  ′𝑨𝑨طول 

 که از مرکز بیضی ′𝑩𝑩در شکل مقابل، پاره خط : راس های ناکانونی( 5
 می گذرد و بر محور کانونی عمود است، قطر کوچک بیضی می باشد که   

 را رئوس ناکانونی   ′𝑩و  𝑩نقاط . نمایش می دهیم 2𝒃اندازه ی آن را با 
 .بیضی می گوییم

𝑭 𝑭′ 

𝑩 

𝑨 
𝑶 

𝑩′ 

𝑨′ 

 کانون کانون

 راس کانونی راس کانونی

 راس ناکانونی

 راس ناکانونی

𝒂 𝒂 

𝒄 𝒄 

𝒃 

𝒃 
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.مرکز بیضی، وسط فاصله ی کانونی، وسط قطر بزرگ و وسط قطر کوچک بیضی می باشد: توجه  

 :بیش تر است و رابطه ی زیر بین آن ها برقرار است 𝒄و  𝒃از پارامترهای  𝒂در هر بیضی، اندازه پارامتر : تذکر

𝒂2 = 𝒃2 + 𝒄2 

:بیضی افقی و قائم و معادله ی آن ها  

 .ها باشد، بیضی را افقی می گوییم 𝒙اگر محور کانونی یک بیضی، موازی محور : بیضی افقی( الف

:معادله ی بیضی افقی  

𝑶معادله ی بیضی افقی که مرکز آن  𝜶,𝜷 2، فاصله ی کانونی آن𝒄 ، 
 باشد،   2𝒃و قطر کوچک آن  2𝒂قطر بزرگ آن 

 :به صورت زیر است

𝒙 − 𝜶 2

𝒂2 +
𝒚 − 𝜷 2

𝒃2 = 1 𝜶 − 𝒄, 𝜷 𝑭′ 𝑭 𝜶 + 𝒄, 𝜷  

𝑩 𝜶,𝜷 + 𝒃  

𝑨 𝜶 + 𝒂, 𝜷  
𝑶 𝜶,𝜷  

𝑩′ 𝜶, 𝜷 − 𝒃  

𝑨′ 𝜶 − 𝒂, 𝜷  
𝒂 𝒂 

𝒄 𝒄 

𝒃 

𝒃 

 .ها باشد، بیضی را قائم می گوییم 𝒚اگر محور کانونی یک بیضی، موازی محور : بیضی قائم( الف

:معادله ی بیضی قائم  

𝑶معادله ی بیضی افقی که مرکز آن  𝜶,𝜷 2، فاصله ی کانونی آن𝒄 2، قطر بزرگ آن𝒂  2و قطر کوچک آن𝒃   ،باشد 
 :به صورت زیر است
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𝒙 − 𝜶 2

𝒃2 +
𝒚 − 𝜷 2

𝒂2 = 1 

𝑭′ 𝜶, 𝜷 − 𝒄  

𝑭 𝜶, 𝜷 + 𝒄  

𝑩 𝜶 − 𝒃, 𝜷  

𝑨 𝜶, 𝜷 + 𝒂  

𝑶 𝜶,𝜷  
𝑩′ 𝜶 + 𝒃, 𝜷  

𝑨′ 𝜶, 𝜷 − 𝒂  

𝒂 

𝒂 
𝒄 

𝒄 

𝒃 

:روش تشخیص بیضی های قائم و افقی  

𝒙در مخرج   𝒂2در معادله ی بیضی افقی، عدد بزرگ تر ( 1 − 𝜶    𝒂2قرار دارد و در بیضی قائم عدد بزرگ تر   2
𝒚در مخرج  − 𝜷  .قرار دارد 2

,𝑨در بیضی افقی رئوس کانونی ( 2 𝑨′  کانون ها ،𝑭, 𝑭′  و مرکز بیضی𝑶 𝜶,𝜷  همگی روی محور کانونی بیضی    
 در حالی که در بیضی قائم، محور. بنابراین عرض تمام این نقاط با هم برابر است. که خطی افقی می باشد، قرار دارند

 .در نتیجه نقاط ذکر شده در بالا، نقاطی هم طول هستند. کانونی خطی قائم است
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,𝑶(5معادله ی بیضی قائمی که مرکزش : مثال  .باشد را بنویسید 2و طول قطر کوچکش  4و طول قطر بزرگش  (3−

 :پس. است 2𝒃برابر  ′𝑩𝑩و طول قطر کوچک یعنی  2𝒂برابر  ′𝑨𝑨طول قطر بزرگ یعنی می دانیم: حل

𝑨𝑨′ = 4 ⇒ 2𝒂 = 4 ⇒ 𝒂 = 2 

طول قطر کوچک ∶ 𝑩𝑩′ = 2𝒃 ⇒ 8 = 2𝒃 ⇒ 𝒃 = 4 

𝑶هم چنین می دانیم معادله ی بیضی قائم به مرکز  𝜶,𝜷 به صورت زیر است: 

𝒙 − 𝜶 2

𝒃2 +
𝒚 − 𝜷 2

𝒂2 = 1 
                           

 
𝑶(5, −3)  

𝒂 = 2,𝒃 = 1 

𝒙 − 5 2

12 +
𝒚 − −3

2

22 = 1 ⇒ 𝒙 − 5 2 +
𝒚 + 3 2

4
= 1 

 .باشد 8کانون های آن باشند و طول قطر کوچکش برابر  2,0−و  2,0معادله ی بیضی را بنویسید که نقاط : مثال

𝑭کانون های : حل ′𝑭و  2,0  هم عرض هستند، یعنی روی یک خط افقی قرار دارند و در نتیجه محور کانونی   2,0−
 .پس بیضی افقی است. ها است 𝒙موازی محور 

𝑭′ 𝑭 

𝑩 

𝑨 

𝑶 

𝑩′ 

𝑨′ 2,0  −2,0  

:از طرفی داریم  

𝑭𝑭′ = 2𝒄 ⇒ 𝒙𝑭 − 𝒙𝑭′
2 + 𝒚𝑭 − 𝒚𝑭′

2 = 2𝒄 

⇒ 2 − −2
2
+ 0 − 0 2 = 2𝒄 ⇒ 42 = 2𝒄 

⇒ 2𝒄 = 4 ⇒ 𝒄 = 2 

:اما همواره داریم  

𝒂2 = 𝒃2 + 𝒄2 ⇒ 𝒂2 = 42 + 22 ⇒ 𝒂2 = 16 + 4 = 20 ⇒ 𝒂 = 20 
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𝒙𝑶 =

𝒙𝑭 + 𝒙𝑭′
2

=
2 − 2

2
= 0

𝒚𝑶 =
𝒚𝑭 + 𝒚𝑭′

2
=

0 + 0
2

= 0
 

 :پس. است ′𝑭𝑭وسط پاره خط  نقطه ی 𝑶از طرف دیگر مرکز بیضی 

فقیا یضیب  عادلهم ی  𝒙 − 𝜶 2

𝒂2 +
𝒚 − 𝜷 2

𝒃2 = 1 ⇒
𝒙 − 0 2

20
2 +

𝒚 − 0 2

42 = 1 ⇒
𝒙2

20
+
𝒚2

16
= 1 

⇒ مختصات مرکز ∶ 𝑶 0,0  

:معادله ی گسترده ی بیضی  

𝒂𝒙2معادله ی  + 𝒃𝒚2 + 𝒄𝒙 + 𝒅𝒚 + 𝒆 =  اعدادی مخالف صفر، متمایز و هم   𝒚2و  𝒙2در صورتی که ضرایب  0
 .علامت باشند، می تواند معادله ی یک بیضی باشد

در این صورت برای یافتن مرکز بیضی و پارامترهای آن و یا برای رسم بیضی، باید معادله ی گسترده را به فرم استاندارد  
.تبدیل کنیم  

9𝒙2به عنوان مثال معادله ی  + 4𝒚2 + 18𝒙 − 16𝒚 − 11 =  فرمبرای آن که آن را به . معادله ی یک بیضی است 0

𝒙استاندارد                                                 تبدیل کنیم، باید عبارت مربع کامل  − 𝜶 𝒚و  2 − 𝜷  .را ایجاد کنیم 2
𝒙 − 𝜶 2

𝒂2 +
𝒚 − 𝜷 2

𝒃2 = 1 

.برای این منظور از اتحاد مربع دو جمله ای و روش مربع کامل کردن استفاده می کنیم  

9𝒙2فرم استاندارد بیضی : مثال + 4𝒚2 + 18𝒙 − 16𝒚 − 11 =  .را بنویسید 0

:حل  
                                                  

 
 را کنار هم  𝒙جملات شامل 

 را نیز کنار هم  𝒚و جملات شامل 
 .قرار می دهیم

9𝒙2 + 18𝒙 + 4𝒚2 − 16𝒚 = 11
رانتزپ ره  رد   𝒙𝟐 و 𝒚𝟐 رایبض زا  اکتورگیریف 
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9 𝒙2 + 2𝒙 + 4 𝒚2 − 4𝒚 = 11
                              

9 𝒙2 + 2𝒙 + 1 − 1 + 4 𝒚2 − 4𝒚 + 4 − 4 = 11 
نیمک یم  املک  ربعم    

ار رانتزهاپ  کی  ره   

⇒ 9 𝒙2 + 2𝒙 + 1 − 9 + 4 𝒚2 − 4𝒚 + 4 − 16 = 11
جزیهت
9 𝒙 + 1 2 + 4 𝒚 − 2 2 − 25 = 11 

⇒ 9 𝒙 + 1 2 + 4 𝒚 − 2 2 = 25 + 11 = 36 ⇒ 9 𝒙 + 1 2 + 4 𝒚 − 2 2 = 36 
رب 36 قسیمت  رفینط 

 

9 𝒙 + 1 2 + 4 𝒚 − 2 2

36
=

36
36

⇒
9 𝒙 + 1 2

36
+

4 𝒚 − 2 2

36
= 1 ⇒

𝒙 + 1 2

4
+

𝒚 − 2 2

9
= 1 

𝒚زیرا عدد بزرگ تر در مخرج )پس این معادله مربوط به یک بیضی قائم است − 2  (.قرار دارد 2

𝑶مختصات مرکز بیضی  𝒂و  1,2− = 4 = 𝒃و  2 = 9 =  .می باشد 3

𝒂𝒙2مانند آن چه در بخش دایره گفتیم، اگر : نکته + 𝒃𝒚2 + 𝒄𝒙 + 𝒅𝒚 + 𝒆 =  معادله ی یک بیضی باشد،  0
𝒂𝒙2نامعادله ی  + 𝒃𝒚2 + 𝒄𝒙 + 𝒅𝒚 + 𝒆 <  مجموعه نقاط داخل بیضی و نامعادله ی  0

𝒂𝒙2 + 𝒃𝒚2 + 𝒄𝒙 + 𝒅𝒚 + 𝒆 >  .مجموعه نقاط خارج بیضی می باشد 0

 و کانون های بیضی را بیابید و سپس ′𝑨و  𝑨مرکز، راس های . معادله ی یک بیضی به صورت زیر داده شده است: مثال
 .نمودار آن را رسم کنید

9𝒙2 + 4𝒚2 + 18𝒙 − 8𝒚 − 23 = :حل 0  

                                                  
 

 را کنار هم  𝒙جملات شامل 

 را نیز کنار هم  𝒚و جملات شامل 
 .قرار می دهیم

9𝒙2 + 18𝒙 + 4𝒚2 − 8𝒚 = 23
رانتزپ ره  رد   𝒙𝟐 و 𝒚𝟐 رایبض زا  اکتورگیریف 

  

9 𝒙2 + 2𝒙 + 4 𝒚2 − 2𝒚 = 23
                              

9 𝒙2 + 2𝒙 + 1 − 1 + 4 𝒚2 − 2𝒚 + 1 − 1 = 23 
نیمک یم  املک  ربعم    

ار رانتزهاپ  کی  ره   
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⇒ 9 𝒙2 − 2𝒙 + 1 − 9 + 4 𝒚2 + 2𝒚 + 1 − 4 = 23
جزیهت
9 𝒙 − 1 2 + 4 𝒚 + 1 2 − 13 = 23 

⇒ 9 𝒙 − 1 2 + 4 𝒚 + 1 2 = 23 + 13 = 36 ⇒ 9 𝒙 − 1 2 + 4 𝒚 + 1 2 = 36 
رب 36 قسیمت  رفینط 

 

9 𝒙 − 1 2 + 4 𝒚 + 1 2

36
=

36
36

⇒
9 𝒙 − 1 2

36
+

4 𝒚 + 1 2

36
= 1 ⇒

𝒙 − 1 2

4
+

𝒚 + 1 2

9
= 1 

𝒚زیرا عدد بزرگ تر در مخرج )پس این معادله مربوط به یک بیضی قائم است + 1  (.قرار دارد 2

𝑶مختصات مرکز بیضی  1, 𝒃و  1− = 4 = 𝒂و  2 = 9 =  .می باشد 3

𝒂2 = 𝒃2 + 𝒄2 ⇒ 32 = 22 + 𝒄2 
⇒ 𝒄2 = 9 − 4 = 5 
⇒ 𝒄 = 5 

−1 

−1 − 3 = −4 

−1 + 3 = 2 

1 1 + 2 = 3 1 − 2 = −1 

𝑶 1, −1  

𝑨 2,1  

𝑨′ −4,1  

𝑩′ 3, −1  𝑩 −1, −1  

𝑭 1, −1 + 5  

𝑭′ 1, −1 − 5   
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:خروج از مرکز بیضی  

 میزان اختلاف شکل بیضی با دایره را با معیاری به نام خروج از مرکز بیضی نشان می دهیم که در بیضی با پارامترهای

𝒂  و𝒃  و𝒄 از فرمول زیر به دست می آید: 

𝒆 =
𝒄

𝒂
 

𝒂2قبلا گفتیم که همواره در بیضی رابطه ی  = 𝒃2 + 𝒄2  برقرار است، پس همواره𝒂 > 𝒄     می باشد و در نتیجه 
0همواره عددی مثبت و کوچک تر از یک  < 𝒆 <  :هم چنین داریم. است  1

𝒆 =
𝒄

𝒂
 

𝒄2 = 𝒂2 − 𝒃2 ⇒ 𝒄 = 𝒂2 − 𝒃2 ÷𝒂 𝒄

𝒂
=

𝒂2 − 𝒃2

𝒂

𝒄

𝒂
=𝒆,𝒂= 𝒂2

𝒆 =
𝒂2 − 𝒃2

𝒂2
=

𝒂2 − 𝒃2

𝒂2  

⇒ 𝒆 = 1 −
𝒃2

𝒂2 

 به صفر نزدیک باشد، شکل بیضی به شکل دایره متمایل است   𝒆هر چه 
 شکل  به عدد یک نزدیک تر باشد،  𝒆و هر چه 

 𝒆1 𝒆2 .بیضی کشیده تر می شود و از شکل دایره دور می شود

,4−خروج از مرکز یک بیضی    ،مرکزش : مثال   قطر بزرگو . راس کانونی آن برابر یک است 𝑨و طول نقطه ی  1−

 .بیضی را به دست آوریدمعادله ی . ها است 𝒙بیضی موازی محور 

4
5

 

,4−هاست پس بیضی افقی می باشد و چون  𝒙چون قطر بزرگ بیضی موازی محور : حل  مرکز بیضی است پس  1−
 :  معادله ی آن به صورت زیر است

⇒ 𝒆1 > 𝒆2 
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𝑶 −4, −1
فقیا یضیب 

𝑨 −4 ± 𝒂,−1
𝒙𝑨=1

− 4 ± 𝒂 = 1 ⇒  
𝒂 = 1 + 4 = 5                                           
𝒂 = −1 − 4 = −5 𝒂؛ غ.ق.ق > چون 0  

:از طرفی داریم  

𝒆 =
𝒄

𝒂

𝒆=
4
5 ,𝒂=5      4

5
=
𝒄

5
⇒ 𝒄 = 4 

𝒂2 = 𝒃2 + 𝒄2 ⇒ 52 = 𝒃2 + 42 ⇒ 𝒃2 = 25 − 16 = 9 ⇒ 𝒃 = 9 = 3 

 :برابر است و داریمهم بیضی با عرض کانون راس کانونی و چون بیضی افقی است پس عرض 

𝒙 − 𝜶 2

𝒂2 +
𝒚 − 𝜷 2

𝒃2 = 1 ⇒
𝒙 + 4 2

𝒂2 +
𝒚 + 1 2

𝒃2 = 1 

 .را بیابیم 𝒃و  𝒂حال باید مقادیر 

⇒ 
𝒙 + 4 2

52 +
𝒚 + 1 2

32 = 1 ⇒
𝒙 + 4 2

25
+

𝒚 + 1 2

9
= 1 

𝒙اگر در معادله ی بیضی، مختصات : معادله ی پارامتری بیضی
 

𝒚و 
 

𝒕بر حسب پارامتری مانند 
 

باشد، برای آن که معادله
𝒕استاندارد بیضی را به دست آوریم، کافی است پارامتر  

 
𝒙را بین 

 
𝒚و 

 
.حذف کنیم

 

 𝑴نقطه ی : مثال
𝒙 = 1 + 3𝒔𝒊𝒏𝒕
𝒚 = 2𝒄𝒐𝒔𝒕

      
 

𝑴نشان دهید نقطه ی . مفروض است
 

.روی یک بیضی قرار دارد
 

𝒔𝒊𝒏2𝜽می دانیم : حل + 𝒄𝒐𝒔2𝜽 = 1
𝒔𝒊𝒏𝒕پس .  

 
𝒄𝒐𝒔𝒕و 

 
𝒙را بر حسب 

 
𝒚و 

 
.یافته و در این رابطه قرار می دهیم

 

 
𝒙 = 1 + 3𝒔𝒊𝒏𝒕 ⇒ 𝒔𝒊𝒏𝒕 =

𝒙− 1
3                                 

𝒚 = 2𝒄𝒐𝒔𝒕 ⇒ 𝒄𝒐𝒔𝒕 =
𝒚

2                                                
 

𝒔𝒊𝒏2𝜽+𝒄𝒐𝒔2𝜽=1 𝒙 − 1
3

2
+

𝒚

2

2
= 1 ⇒

𝒙 − 1 2

9
+
𝒚2

4
= 1

 
.است 1,0معادله ی به دست آمده، معادله ی یک بیضی افقی به مرکز 

 



45 

:وتر کانونی بیضی  

.پاره خطی که هر دو نقطه ی متمایز از بیضی را به هم وصل می کند، وتر بیضی نامیده می شود  

 .می نامیموتر کانونی بیضی را  𝑴𝑵اما وتری که از کانون بیضی می گذرد و بر محور کانونی عمود است 
.وتر کانونی در واقع کوتاه ترین وتری است که از کانون می گذرد  

:طول وتر کانونی از رابطه ی زیر به دست می آید  

𝑴𝑵 =
2𝒃2

𝒂
 𝑭 𝑭′ 

𝑴 

𝑵 معادلات خطوط مماس و قائم بر بیضی:  

,𝒙0برای نوشتن معادله ی خط مماس بر بیضی در نقطه ی  𝒚0 واقع بر آن، مانند منحنی های دیگر، شیب خط مماس 
 بنابراین برای یافتن شیب خط مماس بر بیضی، از معادله ی بیضی. برابر است با مشتق منحنی در نقطه ی تماس

 .مشتق ضمنی می گیریم 𝒙نسبت به است،  𝒚و  𝒙که معادله ی ضمنی از 
𝒙: ، قرار می دهیم′𝒚سپس در فرمول به دست آمده برای  = 𝒙0  و𝒚 = 𝒚0تا شیب خط مماس به دست آید. 

 .برای به دست آوردن شیب خط قائم بر بیضی در این نقطه، شیب خط مماس را قرینه و معکوس می کنیم

𝒙2در بیضی : مثال + 2𝒚2 − 2𝒙 − 8𝒚 + 7 = 𝒙معادله ی خطوط مماس بر بیضی را در نقاط به طول   0 =  واقع  1
 .بر آن به دست آورید

𝒙ابتدا با قرار دادن : حل =  :در معادله ی بیضی، عرض نقطه ی تماس را به دست می آوریم 1

12 + 2𝒚2 − 2 1 − 8𝒚 + 7 = 0 ⇒ 2𝒚2 − 8𝒚 + 6 = 0
÷2

𝒚2 − 4𝒚 + 3 = 0 ⇒  
𝒚 = 1
𝒚 = 3 
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𝑻بنابراین باید معادله ی خطوط مماس ر ادر دو نقطه ی  ′𝑻و  1,1  .به دست آوریم 1,3

.برای یافتن شیب خطوط مماس از معادله ی بیضی مشتق ضمنی بگیریم  

𝒙2 + 2𝒚2 − 2𝒙 − 8𝒚 + 7 = 0 ⇒ 𝒇′ 𝒙, 𝒚 = −  
2𝒙 − 2
4𝒚 − 8

 = −
𝒙 − 1

2𝒚 − 4
 ⇒

𝒇′ 1,1 = −
1 − 1

2 1 − 4
= 0

𝒇′ 1,3 = −
1 − 1

2 3 − 4
= 0

 

𝒚پس معادله ی این خطوط مماس به صورت . در هر دو نقطه، شیب خط مماس بر بیضی، صفر است = 𝒌 است  . 

𝑻بنابراین معادله ی خط مماس در نقطه ی  𝒚برابر  1,1 = ′𝑻و در نقطه ی  1 𝒚برابر  1,3 =  .است 3

4𝒙2 ، بیضی 𝒄و  𝒃و  𝒂به ازای چه مقادیر ثابت : مثال + 𝒚2 + 𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄 =  ها  𝒙در مبدا مختصات بر محور   0
 می گذرد؟ 1,2−مماس است و از نقطه ی 

 .پس مختصات آن ها در معادله ی بیضی صدق می کند. روی بیضی قرار دارد( مختصات مبدا) 0,0و  1,2−نقاط : حل

 
−1,2 :4 −1 2 + 2 2 + 𝒂 −1 + 𝒃 2 + 𝒄 = 0 ⇒ −𝒂+ 2𝒃 + 𝒄 = −8 𝚰

0,0 : 4 0 2 + 0 2 + 𝒂 0 + 𝒃 0 + 𝒄 = 0 ⇒ 𝒄 = 0 𝚰𝚰                              
 4𝒙2 + 𝒚2 + 𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄 = 0 ⇒ 

𝒚ها 𝒙هم چنین بیضی در مبدا مختصات  بر محور  =  یعنی شیب خط مماس بر بیضی در این نقطه . مماس استخط 0
 :بنابراین داریم. صفر است

𝒇 𝒙, 𝒚 = 4𝒙2 + 𝒚2 + 𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄 ⇒ 𝒇′ 𝒙, 𝒚 = −
8𝒙 + 𝒂

2𝒚 + 𝒃
⇒ 𝒇′ 0,0 = 0 ⇒ −

8 0 + 𝒂

2 0 + 𝒃
= 0 

𝒂

𝒃
= 0 ⇒ 𝒂 = 0 𝚰𝚰𝚰

𝚰 و 𝚰𝚰 و 𝚰𝚰𝚰

2𝒃 = −8 ⇒ 𝒃 = −4 
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 𝐻𝑦𝑝𝑒𝑟𝑏𝑜𝑙𝑎: هذلولی

 در آن  ′𝑭و  𝑭مجموعه ی نقاطی از صفحه ی مختصات که قدر مطلق تفاضل فواصل آن ها از دو نقطه ی ثابت و متمایز 
 .صفحه، مقدار ثابتی باشد را هذلولی می گوییم

 .نمایش می دهیم  2𝒂را کانون های هذلولی نامیده و این مقدار ثابت مثبت را با  ′𝑭و  𝑭این دو نقطه ی ثابت و متمایز 

𝑴𝑭−𝑴𝑭′ = 𝑴′𝑭 −𝑴′𝑭′ = 𝑴′′𝑭 −𝑴′′𝑭′ = ⋯ = 2𝒂 

𝑭 𝑭′ 

𝑴 𝑴′′ 

𝑴′ 

:اصطلاحات مهم در هذلولی  

:با توجه به هذلولی زیر، اصطلاحات زیر را تعریف می کنیم  

   کانونیرا به هم وصل می کند، محور ( کانون های هذلولی) ′𝑭و  𝑭خطی که دو نقطه ی ثابت : محور کانونی هذلولی( 1
 .هذلولی نام دارد

 .قطع می کند که به آن ها راس های هذلولی می گوییم ′𝑨و  𝑨محور کانونی، هذلولی را در نقاط : راس های هذلولی( 2
 .است ولی راس ناکانونی ندارد ′𝑨و  𝑨هر هذلولی دارای دو راس کانونی 
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 .دو خطی که به صورت خط چین در شکل مشخص شده اند را، مجانب های هذلولی می نامیم: مجانب های هذلولی( 3
𝒙 ∞±نمودار هذلولی در  ⟶  .به این خطوط بسیار نزدیک می شوند ∞±

 می نامیم که دو مجانب هذلولی در  نقطه ی 𝑶را مرکز هذلولی  ′𝑭𝑭یا پاره خط  ′𝑨𝑨وسط پاره خط : مرکز هذلولی( 4
 .هم چنین مرکز هذلولی، محل برخورد مجانب های هذلولی با محور کانونی است. این نقطه همدیگر را قطع می کنند

  2𝒄را فاصله ی کانونی نامیده و اندازه ی آن را با (  ′𝑭𝑭پاره خط ) ′𝑭و  𝑭فاصله ی دو کانون : فاصله ی کانونی( 5
 .نمایش می دهیم

 نمایش  2𝒂را قطر هذلولی نامیده و اندازه ی آن را با (  ′𝑨𝑨پاره خط ) ′𝑨و  𝑨فاصله ی دو راس : قطر هذلولی( 6
 .دهیممی 

 و هم چنین خطی که در مرکز هذلولی بر این دو خط عمود است را  ′𝑭𝑭و  ′𝑨𝑨خط : محورهای تقارن هذلولی( 7
 .محورهای تقارن هذلولی می نامیم

 .در مرکز هذلولی را محور ناکانونی هذلولی می گوییم یا′𝑨𝑨′ 𝑭𝑭خط عمود بر : محور ناکانونی هذلولی( 8

𝑭 𝑭′ 

 محور کانونی

𝑨 𝑨′ 

 رئوس هذلولی

𝑶 𝒄 𝒄 

 محور تقارن
𝑎 𝑎 کانون هذلولی کانون هذلولی 

ن
ار

 تق
ور

مح
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,𝒃رابطه ی بین پارامترهای  : تذکر 𝒂  و𝒄  در هذلولی به صورت𝒄2 = 𝒂2 + 𝒃2  2می باشد که در آن𝒃  را طول قطر 
 :نامیده می شود و در واقع عرض مستطیل در شکل زیر است(  ′𝑩𝑩یعنی )موهومی هذلولی

𝑭 𝑭′ 𝑨 𝑨′ 

𝑶 𝒄 𝒄 

𝑎 𝑎 
𝑩′ 

𝑩 

𝒄2با توجه به شکل بالا و فرمول  = 𝒂2 + 𝒃2
 بزرگ تر 𝒃و  𝒂همواره از دو پارامتر  𝒄می توان نتیجه گرفت که پارامتر  

 را با هم مقایسه نمود و با توجه به نوع هذلولی می تواند هر یک از سه حالت   𝒃و  𝒂اما نمی توان دو پارامتر . می باشد
 𝒂 > 𝒃 , 𝒂 < 𝒃 و یا حتی𝒂 = 𝒃 رخ دهد. 

𝑨 

𝑩′ 

′𝑭و  𝑭(2,3)اگر نقاط : مثال 𝑴کانون های یک هذلولی باشد و هذلولی از نقطه ی  4,3− 2,  عبور کند، طول قطر  5−
 .هذلولی را به دست آورید

 با توجه به تعریف هذلولی چون   . می باشد 2𝒂قطر هذلولی بوده که برابر  ′𝑨و  𝑨طبق تعریف فاصله ی دو راس : حل
𝑴 2, −5  :پس داریم .می باشد 2𝒂برابر  ′𝑭و  𝑭روی هذلولی قرار دارد، پس قدر مطلق اختلاف فواصل آن از دو کانون   

𝑭 از 𝑴 فاصله ی: 𝑴𝑭 = 𝒙𝑭 − 𝒙𝑴 2 + 𝒚𝑭 − 𝒚𝑴 2 = 2 − 2 2 + 3 − −5
2
= 0 + 64 = 8 

𝑭′ از 𝑴 فاصله ی: 𝑴𝑭′ = 𝒙𝑭′ − 𝒙𝑴
2 + 𝒚𝑭′ − 𝒚𝑴

2 = −4 − 2 2 + 3 − −5
2
= 36 + 64 = ذلولیه 10

 
عریفت
 𝑴𝑭 −𝑴𝑭′ = 2𝒂 ⇒ 8− 10 = 2𝒂 ⇒ −2 = 2𝒂 ⇒ 2𝒂 = 2 
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:هذلولی افقی و قائم و معادله ی آن ها  

ها    𝒙اگر محور کانونی یک هذلولی موازی محور : هذلولی افقی( الف
 باشد، هذلولی افقی بوده و معادله ی آن در صورتی که مختصات مرکز 

𝑶آن  𝜶,𝜷 باشد؛ به صورت زیر است: 

𝒙 − 𝜶 2

𝒂2 −
𝒚 − 𝜷 2

𝒃2 = 1 

𝑭
 

𝑭′
 

𝑨
 𝑨′

 

𝑶
 

𝒄
 

𝒄
 

𝑎
 

𝑎
 

𝑩′
 

𝑩
 

ها  باشد،  𝒚اگر محور کانونی یک هذلولی موازی محور : هذلولی قائم( ب
 هذلولی قائم بوده و معادله ی آن در صورتی که مختصات مرکز 

𝑶آن  𝜶,𝜷 باشد؛ به صورت زیر است: 

𝒚 − 𝜷 2

𝒂2 −
𝒙 − 𝜶 2

𝒃2 = 1 

𝑭
 

𝑭′ 

𝑨
 

𝑨′
 

𝑶
 

𝒄
 

𝒄
 

𝑎
 

𝑎
 

𝑩′
 

𝑩
 

𝒙در معادلات استاندارد بیان شده، پشت پرانتزهای : تذکر − 𝜶 2 
𝒚و  − 𝜷 2 

𝒙هم چنین پشت 
 

𝒚و 
 

داخل پرانتزها، 
 

:پس اگر معادله به صورت                                                بود باید آن را به صورت زیر درآوریم. هیچ عددی وجود ندارد
 𝒎 𝒙 − 𝜶 2

𝑨
−
𝒏 𝒚 − 𝜷 2

𝑩
= 1

 

𝒙 − 𝜶 2

𝑨
𝒎

−
𝒚 −𝜷 2

𝑩
𝒏

= 1
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 در معادله ی استاندارد هذلولی، یک طرف تساوی حتما باید عدد یک باشد و اکر معادله به صورت  : تذکر

𝒄باشد، باید طرفین تساوی را بر عدد                                                                     ≠  تقسیم کنیم تا به معادله ی استاندارد   0

 :هذلولی برسیم

𝒙 − 𝜶 2

𝒎
−

𝒚 − 𝜷 2

𝒏
= 𝒄 

𝒙 − 𝜶 2

𝒎
−

𝒚 − 𝜷 2

𝒏
= 𝒄 ⇒

𝒙 − 𝜶 2
𝒎

−
𝒚 − 𝜷 2

𝒏
𝒄
1

=
𝒄

𝒄
⇒

𝒙 − 𝜶 2

𝒎𝒄
−

𝒚 − 𝜷 2

𝒏𝒄
= 1 

:روش تشخیص هذلولی های افقی و قائم  

 مثبت باشد،  𝒙با توجه به معادلات بیان شده نتیجه می گیریم هرگاه در معادله ی استاندارد ضریب پرانتز دارای ( 1
 .  مثبت باشد، هذلولی قائم می باشد 𝒚هذلولی افقی و هرگاه ضریب پرانتز شامل 

 .است 𝒃2و مخرج کسر منفی همیشه برابر   𝒂2در معادله ی استاندارد هذلولی، مخرج کسر مثبت همیشه برابر ( 2

𝒂اگر در یک هذلولی : تذکر = 𝒃 آن گاه هذلولی را متساوی الساقین یا متساوی القطرین می گویند ،. 

𝑭معادله ی هذلولی را بنویسید که : مثال ′𝑭و   6,1  .باشد 8برابر  ′𝑨𝑨کانون ها و طول قطر کانونی  4,1−

.  است ′𝑭𝑭مرکز هذلولی، نقطه ی وسط پاره خط . چون عرض کانون ها با هم برابر است، هذلولی افقی می باشد: حل
 :پس داریم

𝑭 𝑭′ 𝑨 𝑨′ 

𝑶 𝒄 𝒄 

𝑎 𝑎 

𝜶 = 𝒙𝑶 =
𝒙𝑭 + 𝒙𝑭′

2
=

6 + −4
2

=
2
2
= 1

𝜷 = 𝒚𝑶 =
𝒚𝑭 + 𝒚𝑭′

2
=

1 + 1
2

=
2
2
= 1

 ⇒ 𝑶 1,1  
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𝑨𝑨′ = 2𝒂
𝑨𝑨′=8

 2𝒂 = 8 ⇒ 𝒂 = 4 

𝑭𝑭′ = 2𝒄 ⇒ 𝒙𝑭 − 𝒙𝑭′
2 + 𝒚𝑭 − 𝒚𝑭′

2 = 2𝒄 ⇒ −4 − 6 2 + 1 − 1 2 = 2𝒄 ⇒ 

100 = 10 = 2𝒄 ⇒ 𝒄 = 5 

:از طرفی داریم  

𝒄2 = 𝒂2 + 𝒃2 ⇒ 52 = 42 + 𝒃2 ⇒ 25 = 16 + 𝒃2 ⇒ 𝒃2 = 25 − 16 = 9 ⇒ 𝒃 = 3 

فقیا ذلولیه  عادلهم ی  𝒙 − 𝜶 2

𝒂2 −
𝒚 − 𝜷 2

𝒃2 = 1
𝑶 1,1 = 𝜶,𝜷 ,𝒂=4,𝒃=3 𝒙 − 1 2

42 −
𝒚 − 1 2

32 = 1 

⇒
𝒙 − 1 2

16
−

𝒚 − 1 2

9
= 1 

:معادله ی گسترده ی هذلولی  

𝒂𝒙2به طور کلی معادله ی  + 𝒃𝒚2 + 𝒄𝒙 + 𝒅𝒚 + 𝒆 =  اعدادی   𝒃و  𝒂یعنی  𝒙2و  𝒙2در صورتی که ضرایب  0
𝒂𝒃مخالف صفر و مختلف العلامه باشند،مختلف العلامه باشند <  .، می تواند معادله ی گسترده ی هذلولی باشد0

 همان گونه که در)در این صورت برای یافتن مشخصات یک هذلولی باید معادله ی گسترده را به فرم استاندارد 
 .تبدیل کنیم( مورد بیضی گفته شد

,𝒃حال باید پارامترهای   𝒂  و𝒄 فاصله ی دو راس که همان قطر کانونی هذلولی می باشد،طبق تعریف. را به دست آوریم 
 2𝒂 2و فاصله ی دو کانون برابر𝒃است. 
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9𝒙2معادله ی گسترده ی هذلولی : مثال − 4𝒚2 + 18𝒙 + 8𝒚 − 31 =  .را به فرم استاندارد تبدیل کنید 0

                                                  
 

 را کنار هم  𝒙جملات شامل 

 را نیز کنار هم  𝒚و جملات شامل 
 .قرار می دهیم

9𝒙2 + 18𝒙 + −4𝒚2 + 8𝒚 = 31
رانتزپ ره  رد   𝒙2 و 𝒚2 رایبض زا  اکتورگیریف 

  

:حل  

⇒ 9 𝒙 + 1 2 − 4 𝒚 − 1 2 = 31 + 5 = 36 ⇒ 9 𝒙 + 1 2 − 4 𝒚 − 1 2 = 36 

9 𝒙 + 1 2 − 4 𝒚 − 1 2

36
=

36
36

⇒
9 𝒙 + 1 2

36
−

4 𝒚 − 1 2

36
= 1 ⇒

𝒙 + 1 2

4
−

𝒚 − 1 2

9
= 1 

9 𝒙2 + 2𝒙 − 4 𝒚2 + 4𝒚 = 11
                              

9 𝒙2 + 2𝒙 + 1 − 1 − 4 𝒚2 − 2𝒚 + 1 − 1 = 31 
نیمک یم  املک  ربعم    

ار رانتزهاپ  کی  ره   

3𝒚2معادله ی گسترده ی : تمرین − 𝒙2 + 4𝒙 − 12𝒚 − 4 =  .را به فرم استاندارد تبدیل کنید 0
:مختصات مرکز، رئوس و کانون های هذلولی  

𝑶مختصات مرکز ( الف 𝜶,𝜷 : ،هر دو در معادله ی استاندارد هذلولی، برای به دست آوردن مختصات مرکز هذلولی 
 :مثال.ریشه های به دست آمده طول و عرض مرکز هذلولی می باشند. را مساوی صفر قرار می دهیم 𝒚و  𝒙پرانتز شامل 

𝒙 + 1 2

4
−

𝒚 − 1 2

9
= 1 ⇒  

𝒙 + 1 = 0 ⇒ 𝒙 = −1
𝒚 − 1 = 0 ⇒ 𝒚 = 1  ⇒ 𝑶 −1,1  مختصات مرکز هذلولی:

⇒ 9 𝒙2 + 2𝒙 + 1 − 9 − 4 𝒚2 − 2𝒚 + 1 + 4 = 31
جزیهت
9 𝒙 + 1 2 − 4 𝒚 − 1 2 − 5 = 31 

 اتحاد مربع دو جمله ای اتحاد مربع دو جمله ای
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𝑶 و مرکز هذلولی ′𝑭و  𝑭،کانون های   ′𝑨و  𝑨رئوس ( قائم)در هر هذلولی افقی: مختصات رئوس و کانون ها( ب 𝜶,𝜷 
 نقطه  5این تمام ( طول)بنابراین عرض . می باشد، قرار دارند( قائم)همگی روی محور کانونی هذلولی که خطی افقی 

𝜶برابر  𝜷  نسبت به  این نقاط با هم متفاوت است که با توجه به موقعیت ( عرض های)می باشد و فقط طول های 
 .مرکز هذلولی، می توان آن ها را به دست آورد

𝑭 𝑭′ 𝑨 𝑨′ 

𝑶 𝒄 𝒄 

𝑎 𝑎 

𝑩′ 

𝑩 

.مختصات راس ها و کانون ها و مرکز هذلولی های زیر را به دست آورید: مثال  

4𝒙2 (الف = 𝒚2 − 4𝒚 + 8 

⇒ 4𝒙2 = 𝒚2 − 4𝒚 + 4 − 4 + 8 ⇒ 4𝒙2 = 𝒚 − 2 2 + 4 ⇒ 4𝒙2 − 𝒚 − 2 2 = 4 

÷4 4𝒙2

4
−

𝒚 − 2 2

4
=

4
4
⇒ 𝒙2 −

𝒚 − 2 2

4
= 1 

.ابتدا معادله ی داده شده را به روش مربع کامل و تجزیه به فرم استاندارد تبدیل می کنیم :حل  

فقیا ذلولیه 
 𝒂 = 1 = 1, 𝒃 = 4 = 2 

𝒄2=𝒂2+𝒃2
𝒄 = 5 

𝑶و مرکز هذلولی نقطه ی ( مثبت است 𝒙چون ضریب پرانتز )با توجه به معادله ی به دست آمده، هذلولی افقی  .می باشد0,2

.برای محاسبه ی مختصات رئوس و کانون های هذلولی از شکل زیر کمک می گیریم  

 اتحاد مربع دو جمله ای
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𝑭 𝑭′ 𝑨 𝑨′ 

𝑶 0,2  𝒄 𝒄 

𝑎 𝑎 

𝑨 0 + 𝒂, 2
𝒂=1

𝑨 1,2  

𝑨′ 0 − 𝒂, 2
𝒂=1

𝑨 −1,2  𝑭 0 − 𝒄, 2
𝒄= 5

𝑭 − 5, 2  

𝑭 0 + 𝒄, 2
𝒄= 5

𝑭 5, 2  

4𝒙2 (ب − 5𝒚2 − 16𝒙 + 10𝒚 + 31 = 0 

.ابتدا معادله ی داده شده را به روش مربع کامل و تجزیه به فرم استاندارد تبدیل می کنیم :حل  

                                                  
 

 را کنار هم  𝒙جملات شامل 

 را نیز کنار هم  𝒚و جملات شامل 
 .قرار می دهیم

4𝒙2 − 16𝒙 + −5𝒚2 + 10𝒚 = −31 
رانتزپ ره  رد   𝒙2 و 𝒚2 رایبض زا  اکتورگیریف 

  

⇒ 4 𝒙2 − 4𝒙 − 5 𝒚2 − 2𝒚 = −31 
                     

4 𝒙2 − 4𝒙 + 4 − 4 − 5 𝒚2 − 2𝒚 + 1 − 1 = −31 
نیمک یم  املک  ربعم    

ار رانتزهاپ  کی  ره   

⇒ 4 𝒙2 − 4𝒙 + 4 − 16 − 5 𝒚2 − 2𝒚 + 1 + 5 = −31
جزیهت
4 𝒙 − 2 2 − 5 𝒚 − 1 2 − 11 = −31 

 اتحاد مربع دو جمله ای اتحاد مربع دو جمله ای

⇒ 4 𝒙 − 2 2 − 5 𝒚 − 1 2 = −31 + 11 = −20 ⇒ 4 𝒙 − 2 2 − 5 𝒚 − 1 2 = −20 

⇒
4 𝒙 − 2 2 − 5 𝒚 − 1 2

−20
=
−20
−20

⇒
4 𝒙 − 2 2

−20
−

5 𝒚 − 1 2

−20
= 1 ⇒

𝒚 − 1 2

4
−

𝒙 − 2 2

5
= 1 

𝑶و مرکز هذلولی نقطه ی ( مثبت است 𝒚چون ضریب پرانتز )با توجه به معادله ی به دست آمده، هذلولی قائم  .می باشد2,1
ائمق ذلولیه 

 𝒂 = 4 = 2, 𝒃 = 5 
𝒄2=𝒂2+𝒃2

𝒄 = 9 = 3 
.برای محاسبه ی مختصات رئوس و کانون های هذلولی از شکل زیر کمک می گیریم  
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𝑭 

𝑭′ 

𝑨 

𝑨′ 

𝑶 2,1  

𝒄 

𝒄 

𝑎 

𝑎 

𝑨 2,1 + 𝒂
𝒂=2

𝑨 2,3  

𝑭 2,1 + 𝒄
𝒄=3

𝑭 2,1 + 3 ⇒ 𝑭 2,4  

𝑨 2,1 − 𝒂
𝒂=2

𝑨 2, −1  

𝑭 2,1 − 𝒄
𝒄=3

𝑭 2,1 − 3 ⇒ 𝑭 2, −2  

:وتر کانونی هذلولی  

. وتر گذرنده از کانون هذلولی و عمود بر محور کانونی هذلولی را وتر کانونی هذلولی می نامیم  

:طول وتر کانونی هذلولی برابر است با  

𝑴𝑵 =
2𝒃2

𝒂
 

𝑭 𝑭′ 𝑨 𝑨′ 

𝑶 

𝑴 

𝑵 طول وتر کانونی هذلولی                                               را به دست آورید: مثال.  
𝒙 − 1 2

16
−

𝒚 + 1 2

9
= 1 

:حل  

 
𝒂 = 16 = 4
𝒃 = 9 = 3

 ⇒ 𝑴𝑵 =
2𝒃2

𝒂
⇒ 𝑴𝑵 =

2 3 2

4
=

2 × 9
4

= 4/5 
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:خروج از مرکز هذلولی  

𝒄2خروج از مرکز هذلولی، همانند بیضی از فرمول             به دست می آید و چون در هر هذلولی رابطه ی  = 𝒂2 + 𝒃2   
𝒄برقرار است، پس همواره  > 𝒂  و در نتیجه در هذلولی𝒆 >  :هم چنین داریم. می باشد 1

𝒆 =
𝒄

𝒂
 

𝒂= 𝒂2           
 

⇒ 𝒆 = 1 +
𝒃2

𝒂2 

𝒆 =
𝒄

𝒂
  
𝒄2=𝒂2+𝒃2⇒𝒄= 𝒂2+𝒃2

𝒆 =
𝒂2 + 𝒃2

𝒂
 

𝒂2 + 𝒃2

𝒂2
=

𝒂2 + 𝒃2

𝒂2  

:رابطه ای دیگر برای خروج از مرکز هذلولی  

 و دهانه ی شاخه ها  ( کمتر شده)، فاصله ی دو سر هر شاخه از هذلولی از هم بیش تر شده𝒆( کاهش)با افزایش: تذکر
 .می شود( بسته تر)بازتر 

𝑨 𝑨′ 

𝑶 

𝑨 𝑨′ 

𝑶 

 𝒆2: خروج از مرکز 𝒆1: خروج از مرکز

⇒ 𝒆2 > 𝒆1 
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:رابطه ای دیگر برای وتر کانونی  

𝑴𝑵طول وتر کانونی را از رابطه ی  = 2𝒃 𝒆2 −  .نیز می توان به دست آورد 1

:برهان  

𝒆 = 1 +
𝒃2

𝒂2 ⇒ 𝒆2 = 1 +
𝒃2

𝒂2 ⇒
𝒃2

𝒂2 = 𝒆2 − 1 ⇒
𝒃

𝒂
= 𝒆2 − 1 

𝑴𝑵 =
2𝒃2

𝒂
= 2𝒃.

𝒃

𝒂
⇒ 𝑴𝑵 = 2𝒃 𝒆2 − 1 

:از طرفی داریم  

 ها، خروج از مرکزش 𝒙معادله ی هذلولی را بنویسید که مرکزش مبدا مختصات، محور کانونی آن منطبق بر محور : مثال

 .باشد 4و طول وتر کانونی آن         
5

2
 

𝑶هم چنین مختصات مرکز هذلولی . ها است پس هذلولی افقی می باشد 𝒙چون محور کانونی منطبق بر محور : حل 0,0 
 :حال با استفاده از فرمول وتر کانونی داریم. می باشد

𝑴𝑵 = 2𝒃 𝒆2 − 1
𝑴𝑵=4,𝒆= 5

2
 4 = 2𝒃

5
2

2
− 1 ⇒ 4 = 2𝒃

5
4
− 1 ⇒ 2 = 𝒃

1
4
⇒ 2 = 𝒃 ×

1
2

 

⇒ 𝒃 = 4 
𝑴𝑵 :پس داریم. از طرفی فرمول دیگر وتر کانونی                      می باشد =

2𝒃2

𝒂
 

𝑴𝑵 =
2𝒃2

𝒂
⇒ 4 =

2 4 2

𝒂
⇒ 𝒂 =

32
4
= 8⇒

𝒙 − 0 2

82 −
𝒚 − 0 2

42 = 1 ⇒
𝒙2

64
−
𝒚2

16
= 1 
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:معادلات خطوط مماس و قائم بر هذلولی  

𝑴 برای نوشتن معادله ی خط مماس بر هذلولی در نقطه ی  𝒙0, 𝒚0 ،واقع بر آن 
   گفته شد، ابتدا شیب خط مماس بر هذلولی در نقطه یهمانند آن چه در باره ی بیضی 

𝑴 𝒙0, 𝒚0 ( مشتق ضمنی𝒚  نسبت به𝒙  در نقطه ی 𝑴 𝒙0, 𝒚0 ) را به دست می آوریم.  
 .سپس معادله ی خط مماس را با داشتن شیب خط و یک نقطه از آن می نویسیم

𝑴اما برای یافتن معادله ی خط قائم بر هذلولی در نقطه ی  𝒙0, 𝒚0  ،واقع بر آن 
 سپس با استفاده از شیب به دست آمده . می کنیمشیب خط مماس را قرینه و معکوس 

𝑴و نقطه ی  𝒙0, 𝒚0 معادله ی خط قائم را می نویسیم. 

𝒙2 .را در نقطه ی                  واقع بر آن بنویسید                          معادله ی خط مماس بر هذلولی به معادله ی  : مثال

10
−
𝒚2

9
= 1 

10
3
, 1  

 .ابتدا شیب خط مماس در نقطه ی  را با استفاده از مشتق ضمنی به دست می آوریم: حل

𝑓 𝑥, 𝑦 =
𝒙2

10
−
𝒚2

9
− 1 = 0 ⇒ 𝒇′ 𝒙, 𝒚 = −

2𝒙
10
−2𝒚

9

=
9𝒙

10𝒚
⇒ 𝒇′(

10
3
, 1)=

9 × 10
3

10 × 1
=

9
3
= 3 

ماسم طخ  عادلهم ی   

 𝒚 − 𝒚0 = 𝒎 𝒙 − 𝒙0 ⇒ 𝒚 − 1 = 3 𝒙 −
10
3

⇒ 𝒚 = 3𝒙 − 9 
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:مجانب های هذلولی  

:هذلولی افقی( الف  

 می باشند   𝒅2و  𝒅1مجانب های هذلولی افقی به معادله ی                                                  مطابق شکل زیر، خطوط 
𝒙 − 𝜶 2

𝒂2 −
𝒚 − 𝜷 2

𝒃2 = 1 

𝑶که از مرکز هذلولی  𝜶,𝜷 عبور می کنند. 

 .می باشد       برابر   𝒅2و شیب خط       برابر  𝒅1به طور مشابه شیب خط  
𝒂

𝒃
 −

𝒂

𝒃
 

 :بنابراین معادله ی خطوط مجانب به صورت زیر می باشد

𝒚 − 𝒚0 = 𝒎 𝒙 − 𝒙0
𝑶 𝜶,𝜷 ,𝒎=±

𝒃

𝒂
𝒚 − 𝜷 = ±

𝒃

𝒂
𝒙 − 𝜶  

:شکل دیگر معادلات مجانب های هذلولی به صورت زیر می باشد  

𝒙 − 𝜶

𝒂
±

𝒚 − 𝜷

𝒃
= 0 

𝑨 𝑨′ 

𝑶 

𝒅1 
𝒅2 

:هذلولی قائم( الف  

 می باشند   𝒅2و  𝒅1مجانب های هذلولی قائم به معادله ی                                                  مطابق شکل زیر، خطوط 
𝒚 − 𝜷 2

𝒂2 −
𝒙 − 𝜶 2

𝒃2 = 1 

𝑶که از مرکز هذلولی  𝜶,𝜷 عبور می کنند. 

 .می باشد       برابر   𝒅2و شیب خط       برابر  𝒅1به طور مشابه شیب خط  
𝒃

𝒂
 −

𝒃

𝒂
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 :بنابراین معادله ی خطوط مجانب به صورت زیر می باشد

𝒚 − 𝒚0 = 𝒎 𝒙 − 𝒙0
𝑶 𝜶,𝜷 ,𝒎=±

𝒂

𝒃
𝒚 − 𝜷 = ±

𝒂

𝒃
𝒙 − 𝜶  

:شکل دیگر معادلات مجانب های هذلولی به صورت زیر می باشد  

𝒚 − 𝜷

𝒂
±

𝒙 − 𝜶

𝒃
= 0 

𝑨 

𝑨′ 

𝑶 

𝒅1 𝒅2 

 معادله ی هذلولی  برای پیداکردن معادله های مجانب های هذلولی های افقی یا قائم، کافی است جذر هر دو کسر : تذکر
 .، عدد صفر را قرار می دهیم1قرار داده و در انتها به جای عدد  ±را گرفته و بین آن ها علامت 

:تانژانت زاویه ی بین مجانب های هذلولی افقی را می توان به کمک فرمول زیر به دست آورد: تذکر  

𝐭𝐚𝐧 𝜽 =
2𝒂𝒃

𝒂2 − 𝒃2  

𝒙 − 𝜶 2

𝒂2 −
𝒚 − 𝜷 2

𝒃2 = 1 

𝒙 − 𝜶

𝒂
±

𝒚 − 𝜷

𝒃
= 0 

 جذر جذر

𝒚 − 𝜷 2

𝒂2 −
𝒙 − 𝜶 2

𝒃2 = 1 

𝒚 − 𝜷

𝒂
±

𝒙 − 𝜶

𝒃
= 0 

 جذر جذر

 



62 

𝒙 .معادله ی خطوط مجانب هذلولی                                                 را بنویسید: مثال − 1 2 −
𝒚 + 1 2

4
= 1 

:طبق نکته ی گفته شده داریم: حل  

𝒙 − 1 ±
𝒚 + 1

2
= 0 ⇒

𝒙− 1 +
𝒚 + 1

2
= 0 ⇒

𝒚+ 1
2

= −𝒙 + 1 ⇒ 𝒚+ 1 = −2𝒙 + 2 ⇒ 𝒚 = −2𝒙 + 1

𝒙 − 1 −
𝒚 + 1

2
= 0 ⇒

𝒚+ 1
2

= 𝒙 − 1 ⇒ 𝒚+ 1 = 2𝒙 − 2 ⇒ 𝒚 = 2𝒙 − 3

 

𝒙 − 1 2 −
𝒚 + 1 2

4
= 1 

ذر
 ج

3𝒙معادله ی یک هذلولی را بنویسید که خطوط : مثال + 2𝒚 + 1 = 3𝒙و  0 − 2𝒚 − 7 =  مجانب های آن بوده و  0
𝑴از نقطه ی  1 + 2 3,  .بگذرد 4

پس با حل دستگاه زیر این نقطه را به دست . می دانیم محل تلاقی مجانب های هذلولی، مرکز هذلولی می باشد: حل
.می آوریم  

 
3𝒙 + 2𝒚 + 1 = 0
3𝒙 − 2𝒚 − 7 = 0 ⇒  

3𝒙 + 2𝒚 = −1
3𝒙 − 2𝒚 = 7 ⇒  

−3𝒙 − 2𝒚 = +1
3𝒙 − 2𝒚 = 7 ⇒ 𝒚 = −2, 𝒙 = 1

ذلولیه رکزم 
𝑶 1, −2  

𝑴برای تشخیص افقی یا قائم بودن هذلولی نیازمند رسم تقریبی مجانب ها و محل قرار گرفتن نقطه ی  1 + 2 3, 4  
3𝒙 .نسبت به خطوط مجانب هستیم + 2𝒚 + 1 = 0  

𝒙 0 −
1
3

 

𝒚 −
1
2

 0 

3𝒙 − 2𝒚 − 7 = 0  

𝒙 0 
7
3

 

𝒚 −
7
2

 0 
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𝑶 1, −2  

3𝒙 − 2𝒚 − 7 = 0  3𝒙 + 2𝒚 + 1 = 0  

7
3

 

−
7
2

 

−
1
3

 

−
1
2

 

𝑴 1 + 2 3 ≅ 4/4,4  

 .بگذرد، باید هذلولی قائم باشد 𝑴برای آن که نمودار هذلولی از نقطه ی 
 :بنابراین با استفاده از فرم کلی هذلولی قائم داریم

𝒚 − 𝜷 2

𝒂2 −
𝒙 − 𝜶 2

𝒃2 = 1 ⇒
𝒚 + 2 2

𝒂2 −
𝒙 − 1 2

𝒃2 = 1 

 می گذرد، پس مختصات این   𝑴چون نمودار هذلولی از نقطه ی 
 .نقطه در معادله ی هذلولی صدق می کند

𝑴 1+2 3,4  4 + 2 2

𝒂2 −
1 + 2 3 − 1

2

𝒃2 = 1 ⇒
36
𝒂2 −

12
𝒃2 = 1 

± :پس داریم. از طرفی می دانیم شیب خطوط مجانب در هذلولی قائم برابر           است
𝒂

𝒃
 

3𝒙 − 2𝒚 − 7 = 0 ⇒ 𝒚 =
3
2
𝒙 −

7
2
⇒ 𝒎 =

3
2
⇒

3
2
=
𝒂

𝒃
⇒ 2𝒂 = 3𝒃 ⇒ 𝒂 =

3
2
𝒃 

36
𝒂2 −

12
𝒃2 = 1⇒

36

3
2𝒃 

2 −
12
𝒃2 = 1 ⇒

36
9𝒃2

4

−
12
𝒃2 = 1 ⇒

4 × 36
9𝒃2 −

12
𝒃2 = 1 ⇒

16
𝒃2 −

12
𝒃2 = 1 ⇒

4
𝒃2 = 1 

:بنابراین داریم  

⇒ 𝒃2 = 4 ⇒ 𝒃 = 2
𝒂=

3
2𝒃
𝒂 =

3
2

2 = 3
ذلولیه عادلهم ی  𝒚 + 2 2

9
−

𝒙 − 1 2

4
= 1 
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 رسم هذلولی

:برای رسم هذلولی افقی مراحل زیر را انجام می دهیم: رسم هذلولی افقی( الف  

𝑶 مرکز هذلولی ( 1 𝜶,𝜷 و مقادیر𝒂  و𝒃 را با استفاده از معادله ی هذلولی به دست می آوریم. 

𝑶در امتداد قائم و به مرکز  2𝒃در امتداد افقی و  2𝒂مستطیلی به ابعاد ( 2 𝜶,𝜷 (1شکل . )رسم می کنیم 

(2شکل . )قطر های مستطیل را رسم کرده و از دو طرف امتداد می دهیم تا مجانب های هذلولی حاصل شود( 3  

 این خط که همان محور کانونی هذلولی افقی  . خطی افقی به گونه ای رسم می کنیم تا از مرکز مستطیل عبور کند( 4
 (3شکل . )قطع می کند که این نقاط همان رئوس هذلولی می باشند ′𝑨و  𝑨می باشد، مستطیل را در دو نقطه ی 

 بر مستطیل رسم شده، مماس کرده و در امتداد مجانب ها منحنی را ادامه  ′𝑨و  𝑨شاخه های هذلولی را در نقاط ( 5
 (4شکل . )می دهیم تا شکل هذلولی ایجاد گردد

2𝒂  

2𝒃  
𝑶 𝜶,𝜷  

1شکل   

2شکل   

𝑨 𝑨′ 

3شکل   

𝑨 𝑨′ 

4شکل   
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 برای رسم هذلولی قائم، همانند قسمت الف  : رسم هذلولی قائم( ب
 عمل می کنیم با این تفاوت که مستطیل به ابعاد

2𝒂   2در امتداد قائم و𝒃   در امتداد افقی 
 ، (مجانب ها)رسم می کنیم و بعد از رسم قطرهای مستطیل 

  می کنیم تا از مرکز بگذرد و اضلاع افقی مستطیل راخطی قائم رسم 
 نقاطشاخه های هذلولی را در قطع کند و در نهایت  ′𝑨و  𝑨در نقاط 

 𝑨  و𝑨′   بر مستطیل رسم شده، مماس کرده و در امتداد مجانب ها 
 .  می دهیم تا شکل هذلولی ایجاد گرددادامه را منحنی 

𝑨 

𝑨′ 

 .نمودار هذلولی زیر را رسم کنید: مثال

𝒚 − 1 2

4
− 𝒙 − 1 2 = 1 

𝑶و مرکز آن ( استمثبت  𝒚پرانتز شامل چون ضریب )هذلولی قائم : حل  .می باشد 1,1

:ثابت های هذلولی  

𝒂 = 4 = 2, 𝒃 = 1 = 1
𝒄2=𝒂2+𝒃2

𝒄2 = 22 + 12 ⇒ 𝒄2 = 5 ⇒ 𝒄 = 5 

2𝒂مستطیلی به ابعاد ( 1 = 2𝒃در امتداد قائم و   4 =  در امتداد افقی به گونه ای رسم می کنیم که مرکز مستطیل 2
𝑶  .  باشد 1,1

.قطرهای مستطیل را رسم کرده و امتداد می دهیم تا مجانب های هذلولی به دست آید( 2  

 این. قطع کند ′𝑨و  𝑨خطی قائم به گونه ای رسم می کنیم تا از مرکز مستطیل عبور کرده و مستطیل را در دو نقطه ی ( 3
 .نقاط همان رئوس هذلولی هستند
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 بر مستطیل رسم شده، مماس کرده و در امتداد مجانب ها، منحنی را امتداد   ′𝑨و  𝑨شاخه های هذلولی را در نقاط ( 4
 .می دهیم تا شکل هذلولی ایجاد شود

1 

1 

3 

−1 

𝑶 1,1  

𝑨 

𝑨′ 

 



وند بخشنده و مهربان  به نام خدا

:فصل ششم/ریاضی عمومی پیش دانشگاهی تجربی  

 انتگرال

1 
 

𝑰𝒏𝒕𝒆𝐠𝒓𝒂𝒍 



2 

  𝐷𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑙: انتگرال معین

𝒚با توجه به موقعیت نمودار  = 𝒇(𝒙)  نسبت به محور𝒙 ها، انتگرال معین را می توان به صورت های زیر تعریف کرد: 
,𝒂در تمام نقاط بازه ی  𝒇فرض کنیم تابع  (الف 𝒃 پیوسته 

 در 𝒙و برای هر ( 𝒃و  𝒂به جز احتمالا در دو سر بازه یعنی )
𝒇(𝒙)یعنی  )نامنفی باشد 𝒇(𝒙)این بازه مقدار  ≥ 0  .) 

 .ها یا روی آن باشد 𝒙به عبارت دیگر نمودار بالای محور 

 می خوانیم،   𝒃تا  𝒂از  𝒇(𝒙)که آن را انتگرال                  در این صورت    

𝒚مساحت ناحیه ی محصور بین نمودار  = 𝒇(𝒙)  محور ،𝒙   ها و 

𝒙خطوط  = 𝒂  و𝒙 = 𝒃 است. 

 𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

 

 بیان کننده ی این است 𝒅𝒙را حدود انتگرال گیری نامیده و   𝒃و  𝒂مقادیر 
 .بنابراین انتگرال توابع نامنفی، همواره عددی مثبت یا صفر است .می باشد 𝒙که متغیر انتگرال گیری 

,𝒂در تمام نقاط بازه ی  𝒇فرض کنیم تابع  (ب 𝒃 پیوسته 
 در 𝒙و برای هر ( 𝒃و  𝒂به جز احتمالا در دو سر بازه یعنی )

𝒇(𝒙)یعنی  )منفی یا صفر باشد 𝒇(𝒙)این بازه مقدار  ≤ 0  .) 
 .ها یا روی آن باشد 𝒙به عبارت دیگر نمودار زیر محور 

 می خوانیم،   𝒃تا  𝒂از  𝒇(𝒙)که آن را انتگرال                  در این صورت    

𝒚مساحت ناحیه ی محصور بین نمودار  قرینه ی = 𝒇(𝒙)  محور ،𝒙   ها و 

𝒙خطوط  = 𝒂  و𝒙 = 𝒃 است. 

 𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

 

𝒚 = 𝒇(𝒙) 

𝒙 = 𝒂 𝒙 = 𝒃 

 𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

= 𝑺 

𝑺 

 𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

= −𝑺 

𝒚 = 𝒇(𝒙) 

𝒙 = 𝒂 𝒙 = 𝒃 

 .بنابراین انتگرال این توابع، همواره عددی منفی یا صفر است



 
3 

,𝒂در تمام نقاط بازه ی  𝒇فرض کنیم تابع  (ج 𝒃 پیوسته 
 و نمودار آن مطابق شکل،  ( 𝒃و  𝒂به جز احتمالا در دو سر بازه یعنی )

,𝒂در بازه ی  𝒄  بالای محور𝒙  ها و در بازه ی𝒄, 𝒃  زیر محور𝒙  ها قرار 
𝒂. داشته باشد < 𝒄 < 𝒃 

برابر با جمع جبری مساحت ها است، به طوری                   در این صورت    

 ها با علامت   𝒙ها با علامت مثبت و پایین محور  𝒙مساحت بالای محور  که

 .منفی می باشد

 𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

 

 𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

=  𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝒄

𝒂

+  𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝒃

𝒄

= 𝑺1 − 𝑺2 

𝒚 = 𝒇(𝒙) 

𝒙 = 𝒂 

𝒙 = 𝒃 𝒄 𝑺1 

𝑺2 

 به صورت زیر باشد، می توان با استفاده از روش بیان شده 𝒇در حالت کلی تر، اگر نمودار تابع پیوسته ی 
 .را به صورت زیر محاسبه کرد

 𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

 

 𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

= 𝑺2 + 𝑺4 − 𝑺1 − 𝑺3 

𝒚 = 𝒇(𝒙) 

𝒙 = 𝒂 

𝒙 = 𝒃 
𝑺1 

𝑺2 

𝑺3 

𝑆4 

.مساحت نمی تواند منفی شود، اما حاصل انتگرال معین می تواند منفی باشد: 1تذکر  

𝒂حدود انتگرال گیری می توانند با هم برابر باشند: 2تذکر = 𝒃 .در این حالت مطابق شکل زیر، مساحت محدود 
𝒚به نمودار  = 𝒇(𝒙)  و محور𝒙  ها و خطوط𝒙 = 𝒂  و𝒙 = 𝒃 برابر صفر می شود و داریم: 



 
4 

 𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝒂

𝒂

= 0 

𝒂 = 𝒃 

𝒚 = 𝒇(𝒙) 

𝒄اگر : 3تذکر ∈ 𝒂, 𝒃  می توان بازه ی انتگرال گیری،𝒂, 𝒃  را به دو زیربازه ی انتگرال گیری𝒂, 𝒄  و𝒄, 𝒃  
 :به عبارت دیگر داریم. تقسیم کرد

 𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

=  𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝒄

𝒂

+  𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝒃

𝒄

 

:طبق قرارداد داریم: 4تذکر  

 𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

= −  𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝒂

𝒃

 

.اکنون با ذکر مثال هایى به محاسبه بعضى انتگرال هاى ساده خطى مى پردازیم  

.مقادیر انتگرال هاى معین زیر را پیدا کنید: مثال   

  )الف
𝒙 + 3

4
𝒅𝒙

5

0
  )ب 

𝒙 + 3
4

𝒅𝒙
−3

−5
 

.برای محاسبه ی انتگرال های داده شده، نمودار تابع                        را در بازه های داده شده رسم می کنیم: حل  𝒇 𝒙 =
𝒙 + 3

4
 



 
5 

𝒙 0 −3 

𝒚 
3
4

 0 

𝒙ها و خطوط  𝒙ناحیه ی محدود به نمودار تابع                          و محور  مساحتطبق تعریف                         ( الف = 0  

𝒙و  =  .   قسمت مورد نظر ذوزنقه ای به ابعاد زیر می باشد. می باشد 5

 
𝒙 + 3

4
𝒅𝒙

5

0
 𝒇 𝒙 =

𝒙 + 3
4

 

−3 

3
4

 

5 

𝒇 𝒙 =
𝒙 + 3

4
 

2 

𝑺1 

𝑺ذوزنقه =
× مجموع دو قاعده ارتفاع

2
=

3
4 + 2 × 5

2
=

11
4 × 5

2
=

55
8

 

⇒  
𝒙 + 3

4
𝒅𝒙

5

0
=

55
8

 

 ها و خطوط 𝒙ناحیه ی محدود به نمودار تابع                          و محور  قرینه ی مساحتطبق تعریف                         ( ب

 𝒙 = 𝒙و  3− =  .  قسمت مورد نظر مثلثی به ابعاد زیر می باشد. می باشد 5−

 
𝒙 + 3

4
𝒅𝒙

−3

−5
 𝒇 𝒙 =

𝒙 + 3
4

 

2 

5 

3
4

 

−5 −3 

−
1
2

 

1
2

 

2 



 

6 

𝑺مثلث =
× قاعده ارتفاع

2
=

1
2 × 2

2
=

1
2

 ⇒  
𝒙 + 3

4
𝒅𝒙

−3

−5
= −𝑺مثلث = −

1
2

 

2𝒙  .مقدار                              محاسبه کنید: مثال + 1 𝒅𝒙
4

−5
 

 مقادیر انتگرال گیرى مقادیر مثبت و در قسمت دیگرى از آن بازه ی این تابع در قسمتى از با توجه به نمودار، : حل
کرده و نتایج  تجزیه مى بایست انتگرال مورد نظر را طبق تعریف به مؤلفه هاى مثبت و منفى آن و . به خود مى گیردمنفى 

 .کنیم( جمع جبرى)حاصله را جمع 

 ناحیه ی   مساحتهم چنین طبق تعریف                             مجموع 

 ها و   𝒙محدود به نمودار تابع                       و محور 

𝒙خطوط  = 𝒙و  5− =  .  می باشد 4

 .  قسمت مورد نظر دو مثلث و به ابعاد زیر می باشد

 2𝒙 + 1 𝒅𝒙
4

−5
 

𝒚 = 2𝒙 + 1 

−5 

9 

−
1
2

 

−9 

4 

9 

9
2

 

9 

9
2

 S1 

S2 



 
7 

𝑺𝟏مثلث =
× قاعده ارتفاع

2
=

9
2 × 9

2
=

81
4

 ⇒  2𝒙 + 1 𝒅𝒙
4

−
1
2

= 𝑺𝟏مثلث =
81
4

 

𝑺𝟐مثلث =
× قاعده ارتفاع

2
=

9
2 × 9

2
=

81
4

 ⇒  2𝒙 + 1 𝒅𝒙
−

1
2

−5
= −𝑺𝟐مثلث = −

81
4

 

⇒  2𝒙 + 1 𝒅𝒙
4

−5
=  2𝒙 + 1 𝒅𝒙

−
1
2

−5
+  2𝒙 + 1 𝒅𝒙

4

−
1
2

= 𝑺𝟏مثلث − −𝑺𝟐مثلث =
81
4

−
81
4

= 0 

𝒙  .مقدار                    را محاسبه کنید: مثال 𝒅𝒙
3

−3
 

𝒚ناحیه ی محدود به نمودار تابع    مساحتطبق تعریف                    : حل = 𝒙   و محور𝒙  ها و خطوط𝒙 = −3   

𝒙و  =  .   قسمت مورد نظر دو مثلث با ابعاد مساوی زیر می باشد. می باشد 3

 𝒙 𝒅𝒙
3

−3
 

−3 3 

3 

3 

3 

𝑺مثلث =
× قاعده ارتفاع

2
=

3 × 3
2

=
9
2

 

 𝒙 𝒅𝒙
3

−3
=  𝒙 𝒅𝒙

0

−3
+  𝒙 𝒅𝒙

3

0
= 2𝑺مثلث = 9 
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:در بازه ی انتگرال گیری( بد رفتار)محاسبه ی انتگرال توابع ناپیوسته   

,𝒄1در نقاط محدود  𝒇فرض کنیم تابع  𝒄2, … , 𝒄𝒏  انتگرال گیری از دامنه اش ناپیوسته باشد و این نقاط در بازه ی𝒂, 𝒃 
 .قرار داشته باشند

,𝒂برای محاسبه ی انتگرال                    کافی است بازه ی  𝒃  را به زیر بازه های𝒂, 𝒄1 , 𝒄1, 𝒄2 , … , 𝒄𝒏, 𝒃  

 به جز احتمالا  )تقسیم کنیم و انتگرال را در هر یک از این زیربازه ها محاسبه کنیم که تابع در تمام نقاط آن زیربازه ها 

 :بنابراین داریم. پیوسته باشد( در دو سر زیربازه ها

 𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

 

 𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

=  𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝒄1

𝒂

+  𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝒄2

𝒄1
+ ⋯+  𝒇 𝒙 𝒅𝒙

𝒃

𝒄𝒏

 

𝒙  .مطلوبست محاسبه ی انتگرال معین                                : مثال + 2 𝒅𝒙
1

−3
 

𝒇ابتدا نمودار تابع : حل 𝒙 = 𝒙 + ,4− را در بازه ی  2  توجه کنید که باز یا بسته بودن دو سر. )رسم می کنیم (3
 .(بازه تاثیری در محاسبه ی انتگرال ندارد

−2 ≤ 𝒙 < −1 ⇒ 𝒙 = −2 ⇒ 𝒚 = −2 + 2 = 0 

−1 ≤ 𝒙 < 0 ⇒ 𝒙 = −1 ⇒ 𝒚 = −1 + 2 = 1 

0 ≤ 𝒙 < 1 ⇒ 𝒙 = 0 ⇒ 𝒚 = 0 + 2 = 2 

−3 ≤ 𝒙 < −2 ⇒ 𝒙 = −3 ⇒ 𝒚 = −3 + 2 = −1 

−3 −2 −1 

1 
−1 

1 

2 
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 ، ملاحظه می کنیم که این تابع حالت خاصی از توابع پله ای بوده که در بازه ی انتگرال گیری     𝒇با توجه به نمودار تابع 
 −4,  .جزء توابع بدرفتار ناپیوسته به حساب می آید (3

,3− زیربازه ی  4حال بازه ی انتگرال گیری را به  −2),  −2, −1),  −1, 0),  0,  :تقسیم می کنیم و داریم (1

 𝒙 + 2 𝒅𝒙
1

−3
=  𝒙 + 2 𝒅𝒙

−2

−3
+  𝒙 + 2 𝒅𝒙

−1

−2
+  𝒙 + 2 𝒅𝒙

0

−1
+  𝒙 + 2 𝒅𝒙

1

0
 

⇒  𝒙 + 2 𝒅𝒙
1

−3
= −𝑺1 + 0 + 𝑺2 + 𝑺3 = − 1 × 1 + 0 + 1 × 1 + 1 × 2 = −1 + 1 + 2 = 2 

,𝒂توابعی که در بازه ی انتگرال گیری : تذکر 𝒃 دارای مجانب قائم هستند، در این بازه انتگرال پذیر نمی باشند. 

 دارای   1,1−زیرا تابع                   در بازه ی انتگرال گیری . به عنوان مثال، انتگرال                تعریف نمی شود
𝒙مجانب قائم  =  .است 0

 
1
𝒙

𝒅𝒙
1

−1
 𝒇 𝒙 =

1
𝒙

 

 اولین قضیه ی اساسی حساب دیفرانسیل و انتگرال

𝒚اگر  = 𝒇(𝒙)  تابعی پیوسته در بازه ی𝒂, 𝒃  ،باشد 
 :آن گاه تابع زیر را تعریف می کنیم

𝑨 𝒙 =  𝒇 𝒕 𝒅𝒕
𝒙

𝒂

 

.می نامیمتابع مساحت این تابع را   

𝑨 𝒙  

𝒂 𝒃 𝒙 
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,𝒂، متغیری در بازه ی  𝒙در تعریف مذکور، حد بالای انتگرال گیری یعنی  𝒃 لذا تابع مساحت نیز متغیر. می باشد 
 .  ثابت است 𝒂است هم چنین عدد  𝒙بوده و مقدار آن وابسته به متغیر 

:حال اولین قضیه ی اساسی حساب دیفرانسیل و انتگرال را به صورت زیر تعریف می کنیم  

,𝒂تابعی پیوسته بر فاصله ی  𝒇فرض کنیم : قضیه 𝒃  باشد و برای هر𝒙  متعلق به𝒂, 𝒃 داشته باشیم: 

,𝒂در بازه ی  𝑨(𝒙)در این صورت  𝒃 مشتق پذیر بوده و داریم: 

𝑨′ 𝒙 = 𝒇(𝒙) 

 در حقیقت، انتگرال گیری عکس عمل مشتق  . قضیه ی بالا رابطه ی بین مشتق گیری و انتگرال گیری را مشخص می کند
 که اگر از آن  𝑨را بیابیم، به دنبال تابعی هستیم  𝒇یعنی هنگامی که می خواهیم انتگرال تابعی مانند . گیری می باشد

 .به دست آید 𝒇مشتق بگیریم، تابع 

𝑨 𝒙 =  𝒇 𝒕 𝒅𝒕
𝒖(𝒙)

𝒂

 :برابر است با 𝑨(𝒙)باشد، آن گاه مشتق تابع  𝒙تابعی از  𝒖، اگر                               در انتگرال        : نکته 

𝑨′ 𝒙 = 𝒖′ 𝒙 . 𝒇′(𝒖(𝒙)) 

𝑭 .را محاسبه کنید 𝑭′(𝒙)اگر                                     آن گاه  : مثال 𝒙 =  𝒕2𝒆t
𝒙

0
𝒅𝒕 

:با توجه به اولین قضیه ی اساسی حساب دیفرانسیل و انتگرال داریم :حل  

𝑭′ 𝒙 = 𝒙2𝒆𝒙 
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𝑭 .را محاسبه کنید 𝑭′(𝒙)آن گاه             اگر                               : مثال 𝒙 =  
𝒔𝒊𝒏𝒕

𝒕2 + 1

𝒙

0
𝒅𝒕 

:با توجه به اولین قضیه ی اساسی حساب دیفرانسیل و انتگرال داریم :حل  𝑭′ 𝒙 =
𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒙2 + 1
 

:انتگرال نامعین  

  𝐠کافی است تابعی مانند  𝒇برای محاسبه ی تابع اولیه ی تابعی مانند . تابع اولیه عکس مشتق گیری است: تابع اولیه
′𝐠  :بیابیم به طوری که 𝒙 = 𝒇(𝒙) 

𝒇اگر : مثال 𝒙 = 2𝒙  در این صورت ،𝐠 𝒙 = 𝒙2  یک تابع اولیه برای𝒇 زیرا. می باشد: 

𝐠′ 𝒙 = 2𝒙 = 𝒇(𝒙) 

𝒇  .می گوییم 𝒇تابع اولیه ی عمومی یا انتگرال نامعین نشان داده و به آن                      را به صورت  𝒇تابع اولیه ی  𝒙 𝒅𝒙 

′𝑭باشد  𝒇تابع اولیه ی تابع پیوسته ی  𝑭(𝒙)با فرض آن که  𝒙 = 𝒇(𝒙) داریم: 

 𝒇 𝒙 𝒅𝒙 = 𝑭 𝒙 + 𝑪 

 .به دست می آید 𝑭به تابع اولیه ی   𝑪است که با اضافه کردن عدد ثابت  𝒇فرمول بالا، بیانگر تمام توابع اولیه ی 

𝑭به عنوان مثال، می دانیم  𝒙 = 𝒔𝒊𝒏𝒙  یک تابع اولیه برای𝒇 𝒙 = 𝒄𝒐𝒔𝒙 زیرا. است: 

𝒔𝒊𝒏𝒙 ′ = 𝒄𝒐𝒔𝒙 𝑭′ 𝒙 = 𝒇(𝒙)  

 پیدا 𝒇پس با داشتن این تابع اولیه و اضافه کردن اعداد ثابت به آن، می توان بی شمار تابع اولیه ی دیگر برای تابع 
 :و در کل می نویسیم. کرد

 𝒄𝒐𝒔𝒙𝒅𝒙 = 𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝑪 
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 داده های  در برخی از مسائل، تابع اولیه ی باید شرایط خاصی داشته باشد، به این شرایط خاص، شرایط اولیه یا : تذکر
𝒇به عنوان مثال، اگر بخواهیم تابع اولیه ای برای تابع . اولیه می گوییم 𝒙 = 𝒄𝒐𝒔𝒙          به دست آوریم که شرط اولیه ی 

𝑭
𝝅

2 =  :را دارا باشد، با توجه به مثال قبل داریم 1

𝑭 𝒙 = 𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝑪
𝒙=

𝝅

2
𝑭

𝝅

2
= 𝒔𝒊𝒏

𝝅

2
+ 𝑪

𝑭
𝝅

2 =1
1 = 1 + 𝑪 ⇒ 𝑪 = 0 ⇒ 𝑭 𝒙 = 𝒔𝒊𝒏𝒙 

 فرمول های انتگرال گیری

برای اثبات این فرمول ها، . به کمک فرمول های زیر، می توانیم توابع اولیه ی برخی از توابع مهم را به دست آوریم
.می توانیم از عبارت سمت راست تساوی ها مشتق گرفته و به عبارت داخل انتگرال ها برسیم  

 خواص خطی انتگرال نامعین

1)  𝒄𝒇 𝒙 𝒅𝒙 = 𝒄 𝒇 𝒙 𝒅𝒙 2)  𝒇(𝒙) ± 𝐠(𝒙) 𝒅𝒙 =  𝒇 𝒙 𝒅𝒙 ±  𝐠 𝒙 𝒅𝒙 

1)  𝒌𝒅𝒙 = 𝒌𝒙 + 𝑪 

2)  𝒙𝒏𝒅𝒙 =
𝒙𝒏+1

𝒏 + 1
+ 𝑪 

3)  
1

𝒙
𝒅𝒙 = 𝐥𝐧 𝒙 + 𝑪 

4)  𝒆𝒙𝒅𝒙 = 𝒆𝒙 + 𝑪 

5)  𝒔𝒊𝒏𝒙𝒅𝒙 = −𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝑪 

6)  𝒄𝒐𝒔𝒙𝒅𝒙 = 𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝑪 
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7)  1 + 𝒕𝒂𝒏2𝒙 𝒅𝒙 = 𝒕𝒂𝒏𝒙 + 𝑪 8)  1 + 𝒄𝒐𝒕𝐠2𝒙 𝒅𝒙 = −𝒄𝒐𝒕𝐠𝒙 + 𝑪 

 در این صورت برای(  است 𝒙تابعی برحسب  𝒖که )باشند  𝒖اگر در فرمول های بالا، توابع داخل انتگرال بر حسب : نکته
 نیز به صورت عامل ضربی در داخل انتگرال وجود داشته و 𝒙 𝒖′(𝒙)برحسب  𝒖استفاده از فرمول های بالا، باید مشتق 

 :یعنی. یا قابل ایجاد باشد

 𝒖′𝒇(𝒖)𝒅𝒙 =  𝒇(𝒖) 𝒖′𝒅𝒙 =  𝒇 𝒖 𝒅𝒖 = 𝑭(𝒖) 

 𝒙تابعی بر حسب 

 به صورت عامل ضربی 𝒖مشتق 

اگر این انتگرال را با فرمول های بیان شده مقایسه کنیم، متوجه  . انتگرال                               را در نظر بگیرید: مثال

 :در این صورت با توجه به فرمول بالا داریم. است 2خواهیم شد که شبیه فرمول 

 3 3𝒙 + 1 4𝒅𝒙 

 3 3𝒙 + 1 4𝒅𝒙
𝒖 𝒙 =3𝒙+1→𝒖′ 𝒙 =3      

  𝒖′𝒖4𝒅𝒙 =  𝒖4 𝒖′𝒅𝒙 =  𝒖4𝒅𝒖 

 .استفاده کنیم 2حال می توانیم از فرمول 

 𝒖4𝒅𝒖 =
𝒖4+1

4 + 1
=

𝒖5

5
+ 𝑪

𝒖 𝒙 =3𝒙+1      
  3 3𝒙 + 1 4𝒅𝒙 =

3𝒙 + 1 5

5
+ 𝑪 



-  
14 

 .به صورت عامل ضربی وجود نداشت، در صورت امکان آن را ایجاد می کنیم 𝒖′(𝒙)اگر : تذکر در نکته

𝒖اگر انتگرال قبل، به صورت                              داده شود، با فرض : مثال 𝒙 = 3𝒙 + 𝒖′(𝒙): داریم1 =  که به   3
 را در عبارت درون انتگرال ضرب 3ولی برای ایجاد آن کافی است عدد . عنوان عامل ضربی در درون انتگرال وجود ندارد

 :بنابراین داریم. و تقسیم کنیم

 3𝒙 + 1 4𝒅𝒙 

 3𝒙 + 1 4𝒅𝒙 =  
1
3

× 3 3𝒙 + 1 4𝒅𝒙 =
1
3

 3 3𝒙 + 1 4𝒅𝒙 

:حال عبارت درون انتگرال مانند مثال قبل شد و داریم  

 3𝒙 + 1 4𝒅𝒙 =
1
3

 3 3𝒙 + 1 4𝒅𝒙 =
1
3

 3𝒙 + 1 4 3𝒅𝒙 =
1
3

 𝒖4𝒅𝒖 =
1
3

𝒖5

5
+ 𝑪  

=
𝒖5

15
+ 𝑪

𝒖 𝒙 =3𝒙+1      
  3𝒙 + 1 4𝒅𝒙 =

3𝒙 + 1 5

15
+ 𝑪 

5𝒙4  .را حساب کنید                                      مقدار                        : مثال − 3𝒙3 + 7𝒙2 + 𝒙 − 8 𝒅𝒙 

𝒙𝒏𝒅𝒙  .فرمول                                         استفاده می کنیمجمله به جمله انتگرال گیرى کرده، ضرایب را بیرون برده و از : حل =
𝒙𝒏+1

𝒏 + 1
+ 𝑪 

 5𝒙4 − 3𝒙3 + 7𝒙2 + 𝒙 − 8 𝒅𝒙 = 5  𝒙4𝒅𝒙 − 3  𝒙3𝒅𝒙 + 7  𝒙2𝒅𝒙 +  𝒙𝒅𝒙 −  8𝒅𝒙 

= 5 ×
𝒙5

5
− 3 ×

𝒙4

4
+ 7 ×

𝒙3

3
+

𝒙2

2
− 8𝒙 + 𝑪 = 𝒙5 −

3𝒙4

4
+

7𝒙3

3
+

𝒙2

2
− 8𝒙 + 𝑪 
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:مى توانیم پاسخ خود را با مشتق گیرى کنترل و آزمایش کنیم  

𝒙5 −
3𝒙4

4
+

7𝒙3

3
+

𝒙2

2
− 8𝒙 + 𝑪 

′

= 5𝒙4 − 3𝒙3 + 7𝒙2 + 𝒙 − 8 

  .را حساب کنید                       :                                 مثال
4𝒙

2
3

7
− 5 𝒙 +

𝝅

3𝒙2 𝒅𝒙 

.کنیمبه منظور آسانى در عمل از نماهاى کسرى براى هر جمله استفاده مى : حل  

 
4𝒙

2
3

7
− 5 𝒙 +

𝝅

3𝒙2 𝒅𝒙 =
4
7

 𝒙
2
3𝒅𝒙 − 5  𝒙

1
2𝒅𝒙 +

𝝅

3
 𝒙−2𝒅𝒙 

=
4
7

×
𝒙

2
3+1

2
3 + 1

− 5 ×
𝒙

1
2+1

1
2 + 1

+
𝝅

3
×

𝒙−2+1

−2 + 1
=

4
7

×
𝒙

5
3

5
3

− 5 ×
𝒙

3
2

3
2

+
𝝅

3
×

𝒙−1

−1
 =

12
35

𝒙
5
3 −

10
3

𝒙
3
2 −

𝝅

3𝒙
+ 𝑪 

:دومین قضیه ی اساسی حساب انتگرال  

,𝒂در تمام بازه ی  𝒇اگر : قضیه 𝒃  پیوسته و𝑭  یک تابع اولیه ی دلخواه تابع𝒇 باشد𝑭′ 𝒙 = 𝒇(𝒙)آن گاه ،: 

 𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

= 𝑭 𝒃 − 𝑭(𝒂) 
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𝒇تابع                      تابع اولیه ای برای تابع . می خواهیم                   را محاسبه کنیم: مثال 𝒙 = 𝒙3زیرا. می باشد:  𝒙3
1

0
𝒅𝒙 𝑭 𝒙 =

𝒙4

4
 

𝒙4

4

′

= 4 ×
𝒙3

4
= 𝒙3 ⇒ 𝑭′ 𝒙 = 𝒇(𝒙) 

:بنابراین با استفاده از دومین قضیه ی اساسی حساب دیفرانسیل و انتگرال داریم  

 𝒙3
1

0
𝒅𝒙 = 𝑭 1 − 𝑭(0)

𝑭 𝒙 =
𝒙4
4          

 
14

4
−

04

4
=

1
4

− 0 =
1
4

 

𝑮 : با استفاده از دومین قضیه ی اساسی داریم. در نظر بگیرید 𝒇حال تابع اولیه ی دیگری مانند                             را برای  𝒙 =
𝒙4

4
+ 1 

 𝒙3
1

0
𝒅𝒙 = 𝑮 1 − 𝑮(0)

𝑮 𝒙 =
𝒙4
4 +1      

 
14

4
+ 1 −

04

4
+ 1 =

1
4

+ 1 − 1 =
1
4

 

1در محاسبات حذف شده و جواب انتگرال مجددا برابر  1می بینیم؛ عدد 
   1به طور کلی اگر به جای عدد ثابت . می باشد 4

 در محاسبات 𝑪عدد :                                  قرار دهیم 𝑪در تابع اولیه ی                              هر عدد ثابت دیگری مانند 

 :زیرا. حذف شده و تاثیری در جواب انتگرال معین ندارد

𝑮 𝒙 =
𝒙4

4
+ 1 𝑮 𝒙 =

𝒙4

4
+ 𝑪  

 𝒙3
1

0
𝒅𝒙 = 𝑮 1 − 𝑮(0)

𝑮 𝒙 =
𝒙4
4 +𝑪      

 
14

4
+ 𝑪 −

04

4
+ 𝑪 =

1
4

+ 𝑪 − 𝑪 =
1
4
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𝑭عبارت ( 1نکته ی  𝒃 − 𝑭(𝒂) نیز نمایش داده می شود                  معمولا با نماد. 𝑭(𝒙)  
𝒃

𝒂
 

   :کاربردهای نماد          به صورت زیر می باشد( 2نکته ی 

 به کار رود، منظور از آن، انتگرال نامعین یا  (                  یعنی به صورت  )اگر این نماد، بدون حدود انتگرال گیری ( الف

 .است 𝑪بوده و بیانگر بی شمار توابعی می باشد که اختلاف آن ها در یک عدد ثابت، مانند  𝒇همان تابع اولیه ی عمومی 

 𝒇 𝒙 𝒅𝒙 

 به کار رود، منظور از آن، انتگرال معین بوده که  (                  یعنی به صورت  )اگر این نماد، با حدود انتگرال گیری ( ب

𝒚محصور به نمودار تابع ( یا قرینه ی مساحت)حاصل آن عددی است حقیقی که برابر مساحت  = 𝒇(𝒙)  و محور𝒙   ها و 

𝒙خطوط  = 𝒂  و𝒙 = 𝒃 است. 

 𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

 

4𝒙  .و                           را حساب کنید:                                مثال − 3 𝒅𝒙  4𝒙 − 3 𝒅𝒙
2

1
 

:حل  

4𝒙  :طبق اولین قضیه ی اساسی حساب دیفرانسیل و انتگرال داریم − 3 𝒅𝒙 = 4 ×
𝒙2

2
− 3𝒙 = 2𝒙2 − 3𝒙 

 :طبق دومین قضیه ی اساسی حساب دیفرانسیل و انتگرال داریم

 4𝒙 − 3 𝒅𝒙
2

1
= 2𝒙2 − 3𝒙  

2

1
= 2 2 2 − 3 2 − 2 1 2 − 3 1 = 8 − 6 − 2 − 3 = 3 



 
18 

:انتگرال معین توابع دارای قدر مطلق  

 تابعی قدرمطلقی می باشد، ابتدا ریشه ی عبارت داخل قدر مطلق را   𝒇(𝒙)که در آن                  برای محاسبه ی انتگرال 

 سپس با توجه به ریشه ی به دست آمده، حدود انتگرال گیری را تفکیک کرده و در هر انتگرال با  . به دست می آوریم

 توجه به بازه ی انتگرال گیری، با مشخص کردن علامت عبارات درون قدرمطلق، قدرمطلق را برداشته و در آخر از عبارت

 .به دست آمده انتگرال گیری می کنیم

 𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

 

:مثال  

 𝒙 𝒅𝒙
1

−1
=  −𝒙𝒅𝒙

0

−1
+  𝒙𝒅𝒙

1

0
= −

𝒙2

2
 

0

−1
+

𝒙2

2
 

1

0
= −

02

2
− −

−1 2

2
+

02

2
− −

−1 2

2
 

= 0 +
1
2

+ 0 +
1
2

=
1
2

+
1
2

= 1 

 ها 𝒙و محور  𝒇مساحت ناحیه ی محدود به منحنی تابع 

𝒇ها را از طریق حل معادله ی   𝒙در این حالت ابتدا محل برخورد منحنی تابع با محور  𝒙 =  .به دست می آوریم 0

:پس داریم. این نقاط در حقیقت همان حدود انتگرال گیری می باشند  

𝑺 =  𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

 

𝒚 = 𝒇(𝒙) 

𝒃 𝒂 

 𝒇ریشه های تابع  

𝑺 



///  
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𝒇اگر جواب های معادله ی : تذکر 𝒙 = ,𝒃و𝒄برابر  0 𝒂  با فرض  )باشند𝒂 < 𝒃 < 𝒄  )  مساحت محصور را می توان از 
 :فرمول زیر به دست آورد

𝑺 =  𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝒄

𝒂

+  𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝒃

𝒄

 

𝒚 = 𝒇(𝒙) 

𝒃 𝒂 𝒄 

 :مساحت ناحیه ی محدود به دو منحنی

,𝒂در بازه ی  𝐠و  𝒇اگر نمودارهای ( الف 𝒃   ،به صورت زیر باشند 
𝒙آن گاه سطح محصور بین این دو منحنی و خطوط  = 𝒂  و𝒙 = 𝒃 برابر است با: 

𝑺 =  𝒇 𝒙 − 𝐠(𝒙) 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

 

 قدر مطلق

𝐠 

𝒇 

𝒂 𝒃 

𝒇به عبارت دیگر معادله ی  𝒙 = 𝐠(𝒙)  در بازه ی𝒂, 𝒃 جواب ندارد. 

,𝒂در بازه ی  𝐠و  𝒇اگر نمودارهای ( ب 𝒃   ،به صورت زیر باشند 
𝒙آن گاه سطح محصور بین این دو منحنی و خطوط  = 𝒂  و𝒙 = 𝒃   

 :برابر است با
𝑺 =  𝒇 𝒙 − 𝐠(𝒙) 𝒅𝒙

𝒄

𝒂

+  𝒇 𝒙 − 𝐠(𝒙) 𝒅𝒙
𝒃

𝒄

 

𝒇 

𝐠 

𝒃 𝒂 𝒄 
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 ، 𝐠و  𝒇برای محاسبه ی مساحت ناحیه ی محدود به منحنی های دو تابع ( ج
𝒇ابتدا معادله ی  𝒙 = 𝐠(𝒙)   را حل کرده و جواب های این معادله 

 فرض کنیم  . را می یابیم(  𝐠و  𝒇محل های تقاطع منحنی های )
 بوده و نمودار آن ها به  𝒃و  𝒂جواب های معادله ی بالا برابر 

 :برابر است با 𝑺در این صورت مساحت . صورت زیر باشد

𝑺 =  𝒇 𝒙 − 𝐠(𝒙) 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

 

𝒇 

𝐠 

𝒂 𝒃 

:مطلوبست محاسبه ی انتگرال های نامعین زیر: مثال  

1)  17𝒅𝒙 = 17𝒙 + 𝑪 

3)  
2

𝒙4 𝒅𝒙 =  2 ×
1

𝒙4 𝒅𝒙 = 2  𝒙−4𝒅𝒙 = 2 ×
𝒙−4+1

−4 + 1
= 2 ×

𝒙−3

−3
= −

2
3𝒙3 

4)  
𝒙3 − 𝒙−3

3
𝒅𝒙 =  

𝒙3

3
𝒅𝒙 −  

𝒙−3

3
𝒅𝒙 =

1
3

𝒙3+1

3 + 1
−

1
3

𝒙−3+1

−3 + 1
=

1
3

×
𝒙4

4
−

1
3

×
𝒙−2

−2
 

=
𝒙4

12
+

1
6𝒙2 

2)  𝒔𝒊𝒏2𝒙 + 𝒄𝒐𝒔2𝒙 𝒅𝒙 =  1 × 𝒅𝒙 = 𝒙 



21 

:مطلوبست محاسبه ی انتگرال معین های زیر: مثال  

1)  𝒙𝒅𝒙
9

4
 =  𝒙

1
2𝒅𝒙

9

4
 =

𝒙
1
2+1

1
2 + 1

 
9

4
=

𝒙
3
2

3
2

 
9

4
=

2
3

𝒙3  
9

4
=

2
3

𝒙 𝒙  
9

4
 =

2
3

27 − 8 =
2
3

19 =
38
3

 

2)  5𝒔𝒊𝒏𝒙 − 3𝒄𝒐𝒔𝒙 𝒅𝒙
𝝅

𝝅
2

 = 5  𝒔𝒊𝒏𝒙𝒅𝒙
𝝅

𝝅
2

− 3  𝒄𝒐𝒔𝒙𝒅𝒙
𝝅

𝝅
2

= 5 −𝒄𝒐𝒔𝒙  

𝝅

𝝅

2

− 3 𝒔𝒊𝒏𝒙  

𝝅

𝝅

2

 

= −5 𝒄𝒐𝒔𝝅 − 𝒄𝒐𝒔
𝝅

2
− 3 𝒔𝒊𝒏𝝅 − 𝒔𝒊𝒏

𝝅

2
= −5 −1 − 0 − 3 0 − 1 = 5 + 3 = 8 

3)  𝒆2𝒙𝒅𝒙
1

0
 =  

1
2

× 2𝒆2𝒙𝒅𝒙
1

0
=

1
2

×  𝒆2𝒙 2𝒅𝒙
1

0

𝒖=2𝒙⇒𝒅𝒖=2𝒅𝒙      
 
1
2

 𝒆𝒖𝒅𝒖
1

0
=

1
2

𝒆𝒖  
1

0
=

1
2

𝒆2𝒙  
1

0
 

=
1
2

𝒆2 − 𝒆0 =
1
2

𝒆2 − 1  

4)  
𝒅𝒙

𝒙

5

1
= 𝐥𝐧𝒙  

5

1
= 𝐥𝐧5 − 𝐥𝐧1 = 𝐥𝐧5 − 0 = 𝐥𝐧5 

5)  
𝒙𝒅𝒙

𝒙2 + 1

5

1
=

1
2

×  
2𝒙𝒅𝒙

𝒙2 + 1

5

1

𝒖=𝒙2+1⇒𝒅𝒖=2𝒙𝒅𝒙     
 
1
2

×  
𝒅𝒖

𝒖

5

1
=

1
2

𝐥𝐧𝒖  
5

1
=

1
2

𝐥𝐧 𝒙2 + 1  
5

1
 

=
1
2

𝐥𝐧26 − 𝐥𝐧2 =
1
2

𝐥𝐧
26
2

=
1
2

𝐥𝐧13 = 𝐥𝐧 13 
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