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ي مشتقمفاهيم اوليه:4-1

,A(aيدر شكل مقابل در نقطه f (a))روي نمودار تابع y f (x)خط ،Lايـم را بر نمودار مماس كرده.
a) را نيز با مختصاتBينقطه h, f (a h)) در شـكل،(ايـم روي نمودار در نظر گرفتهh  و اگـر ،

h  سمت چپگاه، آن BAخطشيب پاره).گيرد قرار ميABبرابر اسـت بـا :f (a h) f (a)
a h a
 
 

، و

hواضح است وقتي كه  ي، با نزديك شدن نقطهBي به نقطهAنيز به خط، خط ABLنزديـك 
به حد كسر فوق، كه برابـر شـيب خـط ممـاس. خواهد شدLسر بالا همان شيب خطبنابراين حد ك.شودمي

xي در نقطهfمشتق تابعاست، aگويند مي. 

xي در يك همسايگي نقطهfفرض كنيد تابع:تعريف aگـوييماگـر حـد زيـر وجـود داشـته باشـد، مـي. تعريف شده باشـدfدر x a

x درfمشتق تابع«پذير است و مقدار حد رامشتق a«ناميممي. 

h

f (a h) f (a)f (a) lim h

  


اگر قرار دهيد):1(تذكّر x a h ، وقتي h  داريم ،:x aصورت زير بازنويسي كنيمتوانيم حد بالا را به و مي: 

x a

f (x) f (a)f (a) lim x a

 


يودار تـابع، در نقطـه شيب خط ممـاس بـر نمـ):2(تذكّرA(a,f (a))روي نمـودار تـابع y f (x)برابـر f (a)در حـالتي كـه. اسـت
f (a)  ، كهبا وجود آنf (a)موازي محور(اس وجود دارد و خطي عمودي، خط مم)زيرا عددي حقيقي نيست( وجود نداردyاست)ها. 

تر است؟رو، مقدار مشتق بيشروبهدر كدام نقطه واقع بر منحني):1 (تست
 ). استRپذير درمنحني مربوط به يك تابع مشتق(

1(A2(B
3(C4(D

تقريباً افقي و مقدار مشتق برابر صفر اسـتB وA در نقاط:حل ددي منفـي و در، شـيب خـط ممـاس عـDيدر نقطـه. خط مماس بر منحني 
 . درست است)3(يبنابراين گزينه.تر است، مقدار مشتق تابع بزرگCيپس در نقطه.، شيب خط مماس عددي مثبت استCينقطه

 :طرفههاي يكمشتق
هاي چـپ و راسـت راتوانيم مشتقبه اين ترتيب مي.، بايد حدهاي چپ و راست در آن نقطه موجود و برابر باشندبراي وجود داشتن حد در يك نقطه

 :تعريف كنيم

 : چپ و راستتعريف مشتق
x درf، مشتق چپ تابع)در صورت وجود( تعريف شده باشد، مقدار حد زير را[b,a)يبازه درfاگر تابع aناميم مي: 

h x a

f (a h) f (a) f (x) f (a)f (a) lim f (a) lim
h x a  

 

    


ـــا  ي


x درf مشتق راست معين است،(a,c]يبازه كه درfهمين ترتيب براي تابع به aشود تعريف مي: 

h x a

f (a h) f (a) f (x) f (a)f (a) lim f (a) lim
h x a

ـــا  ي
  

 

    


y

xa ha

A
(L)

B

y f (x)

f (a h)

B x

C
A

D

y

مشتق
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291 »مشتق«فصل چهارم

x درf تابع:نتيجه aاگر و تنها اگرپذير است، مشتق f (a)و f (a)موجود و برابر باشند . 

.فرسـا اسـتدست آوريم، ولي در بسياري از موارد، ايـن كـار طـولاني و طاقـتتوانيم مشتق توابع مختلف را بهاستفاده از تعريف مشتق، ميبا
البته در مـسائلي خـاص اسـتفاده از تعريـف.ها اشاره خواهيم كردگيري توابع وجود دارد كه كمي جلوتر به آنهايي براي مشتقهمين دليل فرمولبه
 :كنيد را مشاهده ميهاتر است كه چند نمونه از آنگيري سادهشتق براي مشتقم

xاختلاف بين مشتق چپ و راست تابع):2 (تست tan ( ) xxf (x)
x

1 1  
 



 
xي در نقطه  كدام است؟ 

1(2(
23(4

34(3
4

اولاً چون:حل  
x
lim f (x)


  ــفر  كـــران دار صـ


و f ( )  ، تابع fدر x  حال داريم. پيوسته است: 

tx x x

f (x) f ( ) f (x)f ( ) lim lim lim tan ( ) lim tan (t)x x x
1 11

2  

 


  

      
  

 

fهمين ترتيب به ( )
   2و اختلاف دو مشتق ( )    2  . درست است1ي بنابراين گزينه.شود مي2

 .ها در همسايگي مورد نظر جزء صحيح و قدر مطلق را حذف كنيم بهتر است ابتدا با نامساوي،در توابع شامل جزء صحيح يا قدر مطلق

fاگر):3 (تست (x) (x )[ x ]  2 3 f، حاصل2 ( ) f ( )  2  كدام است؟2
1)14)23)2صفر)1

f چون:حل ( ) 2 داريم : 

x x x x

f (x) f ( ) f (x) (x )[ x ]f ( ) lim lim lim lim [ x ] [ ]
x x x   




   

         
  2 2 2 2

2 2 3 22 3 2 4 42 2 2
:آوريمدست مي بههمين ترتيب به

x
f ( ) lim [ x ] [ ]







    

2
2 3 2 4 f، بنابراين3 ( ) f ( )    2 2  . درست است4ي و گزينه1

fبراي تابع):4 (تست (x) | x | x 2در x  كدام گزينه درست است؟ ،
ابرابرمشتق چپ و راست موجود و ن)2مشتق چپ و راست موجود و برابر)1
 .مشتق راست موجود است، ولي مشتق چپ وجود ندارد)4 .مشتق چپ و راست وجود ندارد)3

xدر همسايگي راست و چپ:حل  نويسيمي تابع و حدهاي متناظر را مي جداگانه ضابطه: 

x x

f (x) f ( )x : f (x) x x f ( ) lim lim x
x 




 

       


2 2 2
 

  

x x

f (x) f ( )x : f (x) x x f ( ) lim lim ( x )x 




 

          


2 2 2
 

  
 . درست است2يينهبنابراين گز

fاگر):5 (تست (x) | x | [ x ]  2 f، حاصل34 ( ) f ( )  2  كدام است؟2
1(42(43(684(68

xراست و چپكوچك ابتدا در همسايگي:حل   :نويسيمي تابع را بدون جزء صحيح و قدر مطلق مي ضابطه2
x : x x , x f (x) (x )[( ) ] (x )              2 3 2 22 2 4 8 4 8 9 4
x : x x , x f (x) ( x )[( ) ] ( x )              2 3 2 22 2 4 8 4 8 8 4

مثلاً براي محاسبه fيحال  ( )  : داريم2

x x x

f (x) f ( ) (x )f ( ) lim lim lim (x )
x x  

  

         
 

2

2 2 2

2 9 42 9 2 362 2
:گيريمهمين ترتيب نتيجه مي به

x
f ( ) lim (x )




   
2

2 8 2 f:، بنابراين32 ( ) f ( )    2 2  . درست است4ي و گزينه68
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x درfاگر تابع)الف):1 (يمسأله aحاصلپذير باشد، مشتق 
h

f (a mh) f (a nh)lim
kh

  


يقي اعداد حقm,n,k( را بيابيد

).ثابت هستند

fاگر)ب (a)و f (a)موجود باشند، حاصل 
h

f (a h) f (a h)lim
h

  2 3


 . را بيابيد

f با اضافه و كم كردن) الف:حل (a)در صورت كسر داريم : 
h h

f (a mh) f (a) f (a nh) f (a)lim lim
kh kh

= جواب
 

   


 

مثلاً fتوانيم برحسبصورت زير ميسر اول را به ك حدحال  (a)بيان كنيم : 
t mh

h h t

f (a mh) f (a) f (a mh) f (a) f (a t) f (a)m m mlim lim lim f (a)
kh k mh k t k



  

        
  

nهمين ترتيب كسر دوم برابر به f (a)
k

شود و جواب نهايي برابر است با مي:(m n)f (a)
k

. 

t اگر قرار دهيم)ب h k و2 h 3گاه داريم، آن:t  و k  ) وقتيh  (صورت زير بازنويسي كنيمتوانيم كسر را به، و مي: 

h h h h

f (a h) f (a) f (a h) f (a) f (a h) f (a) f (a h) f (a)lim lim lim lim
h h h h

 جواب
      

       
   


2 3 2 32 32 3   

t k

f (a t) f (a) f (a k) f (a)lim lim f (a) f (a)
t k   

 

        2 3 2 3
 

 :شودها مفيد واقع ميگاه در حل تستي مفيدي است كهنكته)الف(سمتي قنتيجه

x درfاگر تابع:نكته aپذير باشد، و مشتقm،nو kباشند، داريم سه عدد حقيقي: 

h

f (a mh) f (a nh) m nlim f (a)
kh k

    


xيك از كسرهاي زير وقتيحد كدام):6 (تست  برابر ،f (x)است؟ 

1(f (x x) f (x x)
x

    


22(f (x) f (x x)
x

  


3(f (x x) f (x x)
x

    


4(f (x x) f (x x)
x

    
2

 :ي قبل داريمطبق نكته)1(ي در گزينه:حل

x

f (x x) f (x x) ( )lim f (x) f (x)
x 

         


2 2 1 31

fترتيـب به4 و2،3هاي حاصل حدهاي گزينههمين ترتيببه.كند تفاوتي در حد ايجاد نميx بهhدقت كنيد كه تغيير نام (x)،f (x)2
fو (x)است4يبنابراين پاسخ تست گزينه.شود مي . 

اگر):2 (يمسأله
x x x

f (x)
x x x

   
  

2

2

3 1

3 6 1
، حاصل

h

f ( h ) f ( h )lim
h

  2 2

2
1 1 2

3
 .دست آوريد را به

f با اضافه و كم كردن:حل (  : بنويسيمfهاي چپ و راستتوانيم حاصل كسر را برحسب مشتق كسر مي در صورت1(

h h h h

f ( h ) f ( ) f ( h ) f ( ) f ( h ) f ( ) f ( h ) f ( )lim lim lim lim
h h h h

 جواب
   

          


2 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 2 1 1 1 1 2 11 2

3 33 3 2   

tاگر قرار دهيم h k و2 h  h، وقتي22  داريم :t  و k  و حاصل حد اول f ( ) f و حاصل حد دوم1 ( ) .شـود مي1

fبنابراين جواب نهايي برابر ( ) f ( )  1 21 13 x درfها با توجه به پيوستگي تابعي مشتقبراي محاسبه.شود مي3  تـوانيم از دو ضـابطه مي1

 :دانيمگيري ميهاي مشتقمشتق بگيريم، كه از فرمول
x x

f (x) f ( ) , f ( )
x x

 جواب 
             

2 3 1 5 21 5 1 1 13 32 3 1




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 :ناپذيريپذيري و مشتقمشتق
x درfديديم كه تابع aاگر حاصلپذير است، مشتق 

h

f (a h) f (a)lim
h

 


تـر نقـاطي را بررسـيخواهيم كمي دقيقحال مي. موجود باشد

 .ي زير دقت كنيد ابتدا به قضيه.ناپذيري يك تابع راها اين حد وجود ندارد، يا به عبارت ديگر نقاط مشتقكنيم كه در آن

x درfاگر تابع:قضيه aگاه در، آنپذير باشد مشتقx aپيوسته است . 
x درfاگر تابع:به عبارت ديگر aگاه پيوسته نباشد، آنfدر x aپذير نيست نيز مشتق. 

مـثلاً تـابع.ي بالا درسـت نيـست دقت كنيد كه عكس قضيه:تذكّرf (x) | x |در x  زيـرا(پـذير نيـست پيوسـته اسـت، ولـي مـشتق
f ( )  1و f ( )  1.(

 :ناپذيري يك تابع بايدگيريم كه براي پيدا كردن نقاط مشتقي بالا نتيجه مي از قضيه:نتيجه
 .ناپذيري هم هستندي اين نقاط، نقاط مشتقهمه. نقاط ناپيوستگي را پيدا كنيم-1
fها تابع پيوسته است، ولي يكي از مقادير نقاطي كه در آن-2 (a)و f (a)طور نقاطي كههمين.اندناپذيري موجود نباشند، نقاط مشتق

fهادر آن (a) f (a)  . 
 .كه بفهميم چه نقاطي را بايد در شرط دوم بررسي كنيم، در ادامه نكاتي را بيان خواهيم كردبراي اين

اگر):7 (تست
x x

f (x)
x x

  
 

2 1




xگاه در، آن  كدام گزينه درست است؟ 

 .مشتق چپ وجود دارد، ولي راست وجود ندارد)2 .مشتق راست وجود دارد، ولي چپ وجود ندارد)1
 .پذير استمشتق)4 .مشتق چپ و راست وجود ندارد)3

xتابع دربا توجه به ضابطهاولاً:حل  ولي مشتق راست نيز ندارد، زيرا.ناپذير استته و بنابراين مشتق از چپ ناپيوس: 

x x x

f (x) f ( ) xf ( ) lim lim lim
x x x  

  

      


1
  

  
 . درست است3يبنابراين گزينه

xكدام تابع در):8 (تست  ؟نيستپذير پيوسته است، ولي مشتق 

1(f (x) x [x] 22(f (x) x | x |

3(x sin x
xf (x)

x

  
 

2 1 

 
4(f (x) | x | [x]

| وx2يهاي صفر كنندهبه دليل عامل)4(و)1(يها توابع گزينه:حل x x در|  به وضـوح در)2(يتابع گزينه.اند پيوستهx  پيوسـته 
:داريم)3(ياست و براي تابع گزينه

x
lim f (x) ــفر كـــران دار صـ


  


پس در ،x  در)4(يتابع گزينه. پيوسته استx  پـذير مشتق

 :نيست، زيرا

x

x x x

x

xf ( ) lim [x]
xf (x) f ( ) f (x) | x |f ( ) lim lim lim [x]

x x x xf ( ) lim [x]
x








  




             


1



  



 
  

xهاي ديگر درشود توابع گزينه ميهمين ترتيب ثابت به  پاسخ تست است4ي بنابراين گزينه.پذير هستند مشتق . 
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 گزينه براي تابع):9 (تست

كدام

f (x) [cos x]درx 
2

 درست است؟

 .لي مشتق راست نداردمشتق چپ دارد، و)2 .مشتق راست دارد، ولي مشتق چپ ندارد)1
 .پذير استمشتق)4 .نه مشتق راست دارد و نه مشتق چپ)3

 :كنيمار تابع را رسم ميدنمو:حل

xيبا توجه به نمودار در نقطه  ، تابع از چپ پيوسته2

 . چپ آن نيز صفر استاست و مشتق
 . درست است2يبنابراين گزينه

در توابع):3 (يمسأله
x x

f (x)
x x

   
 

2

3

1

1




 و

x x
g(x)

x x

   


2

3

1 


x، مقادير مشتق چـپ و راسـت را در  

 .دست آوريد به
xي در هر دو تابع بدون در نظر گرفتن نقطه:حل  ها مشتق بگيريمتوانيم از ضابطه مي: 

x x x x
f (x) , g (x)

x x x x

      
   

2 2

2 2

3 3

 

 
xي مشتق، شرطدقت كنيد كه در ضابطه  ي اول توابع، بهدر ضابطهx  ي مرزيولي در نقطه. تغيير پيدا كرده استx  چه وضـعيتي 

 : داريمfبرقرار است؟ در تابع
x x x

f (x) f ( ) f (x) xf ( ) f ( ) lim lim lim
x x x  

  

      


211
  

  

:آوريمدست ميبه همين ترتيب به
x

xf ( ) lim
x


  

3


 در نتيجه ،:f ( ) f ( )     يا به بيان ديگر ،f ( )  . 

)g نيز با توجه بهgدر تابع )  1ي، براي محاسبهg ( ) از همان روابط f ( ) گيريمكنيم و نتيجه مي استفاده مي:g ( )  ولي براي ،g ( ) داريم : 

x x

g(x) g( ) xg ( ) lim limx x  
 

       


3 1 1
 

  
gپس ( ) وجود ندارد ! 

fيشويد كه براي محاسبهاگر دقت كنيد متوجه مي)3(يدر مسأله ( ) و f ( ) يتوانستيم از همان دو ضابطه ميf (x)استفاده كنيم 
از حدهاي(

x
lim x


2


 و

x
lim x



23


gي محاسبهولي در). ( ) توانيم از نمي
x
lim x



23


gي دومدر ضابطه ( (x)(دقـت در.استفاده كنـيم 

x درfدهد كهصورت سؤال نشان مي  پيوسته و gيهمين دليل در محاسبه فقط از راست پيوسته است، بهf ( ) و g ( ) توانـستيم مي
fهاياز ضابطه و gاستفاده كنيم . 

ايدر تابع دو ضابطه:نكته
g(x) x a

f (x)
h(x) x a


  

x درf به شرط پيوسـتگي aيتـوانيم بـراي محاسـبه، مـيf (a)و 

f (a)ها وقتي از حد مشتق ضابطهx aاستفاده كنيم . 

پيوستگي راست:تذكّر fدر x aبراي f (a)و پيوستگي چپ آن براي f (a)كافي است . 

xدر تابع):10 (تست x xf (x)
ax b x

   
 

2 2 1
1

f، اگر ( )  كدام است؟b موجود باشد،1

1(22(13(1)4صفر

x درfاز پيوستگي:حل  a:گيريم نتيجه مي1 b a b      1 2  :م، حال با فرض پيوستگي داري1
f ( ) f ( ) a bx x

f (x) a a b
a x

                

1 1 12 2 1
2 1 2 1

1


 . درست است2يبنابراين گزينه





1


2

3
2 x

y [cos x]

1


2

3
2

x

y cos x
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 .پردازيمحال به بررسي نقاط ديگر مي.ناپذيري يك تابع هستندي نقاط مشتقديديم كه نقاط ناپيوستگي اولين دسته
 :ايم، دقت كنيدي زير كه معادل آن را در بخش حد و پيوستگي نيز بيان كردهابتدا به قضيه

x درg وf اگر توابع-1 :قضيه aگاهپذير باشند، آن مشتقf g،fgو f
g) به شرطg(a)  (درنيزx aپـذير مشتق

 .خواهند بود
x درf اگر-2 aپذير و مشتقgدر x f (a)گاه تابعآنپذير باشند، مشتقgofنيز در x aپذير است مشتق. 

P(x)يعني(اي، توابع گوياگيريم توابع چند جملهبا استفاده از اين قضيه نتيجه مي
Q(x)كه Pو Qتوابع مثلثاتي و جمع، تفريق،)انداي دو چند جمله ،

 توابـع-2 توابع اصم،-1ناپذيري در سه دسته از توابع ظاهر مي شوند،معمولاً نقاط مشتق.پذيرند مشتقي خوددامنهضرب و تقسيم چنين توابعي در
 . توابع شامل جزء صحيح-3شامل قدر مطلق و

ناپذيري در توابع اصممشتق:نكته
nf تابع-1 (x) x) n N،n  xي هاي فرد تنها در نقطهnبراي)2  ناپذير است و بـراي مشتقn،هـاي زوج

xنقاط  شوندي آن حذف مي نيز از دامنه. 
ng(x)ع تاب-2 f (x)كه در آن fهايا ممكن است در ريشههاي است، تن يك چند جملهfالبته براي.ناپذير باشد مشتق
nتر، اگرقيقبه بيان د.ي دامنه نيز در نظر گرفته شودهاي زوج بايد محدودهx aمكـرر سـاده يـاي ريشه fي از مرتبـه

m باشد، وmتكرار nتابع ،gدر x aناپذير است مشتق. 

كّرتذ:x aي مكرر ريشهfي تكرار از مرتبهmاست، اگر mf (x) (x a) h(x) كـه x aي ريـشهhمثـال دربـراي. نيـست 
f (x) x(x ) (x )  2 31 x، عدد1  يي ساده ريشهfاست، ولي x  x و1  1هاي مكرر ريشهfهستند3 و2ي تكرار از مرتبه . 

g(x) تابع:مثال x (x ) (x )  4 23 1 x در نقاط2  x و1  2ولي در.ناپذير است مشتقx  ي عبارت زير راديكالكه ريشه با آن
xي تكرارباشد، زيرا درجهپذير مياست، مشتق  است و4ي از مرتبه 4  3 است كـه هـر دو از1 و2ي ديگر، ريشه2ي تكرارولي درجه.3

x برايمثلاً.ترندكم   : داريم1

x x x

x (x ) (x )g(x) g( ) g(x)g ( ) lim lim limx x x  
  

    
  

4 23

1 1 1

1 211 1 1 1

x

x (x )
lim g ( )

x
 وجود نـــدارد

 


     


43 3

31

2 3 1
1 

ناپذيري در توابع شامل قدر مطلقمشتق:نكته
fاگر (x) | g(x) |تابعوgدر x aپذير باشد، مشتقfدر صورتي در x aناپذير است كه مشتقx aي ريـشه

 . باشدgيساده

كهي آن برا:تذكّرx aيي ساده ريشهgباشد، بايد g(a)  ولي ،g (a)  . 

در حالت خاصي كه:تذكّر gاي باشد، بايد چند جملهg(x) (x a)h(x) كهوري طh(a)  . 
f تابع:مثال (x) | x (x ) (x ) |  4 31 xي تنها در نقطه2  2عبـارت داخـل قـدر مطلـق اسـتيي سادهناپذير است، زيرا ريشه مشتق.
xهايريشه  و x   .كنندناپذيري را مشخص نمي هستند، نقاط مشتق1تر ازي تكرار بيشاي مكرر از درجهه چون ريشه1

ناپذيري تابعنقاط مشتق):4 (يمسأله
| (x )(x ) | | x |

f (x) (x )(x )
| x |(x )

   


   
 



2

2 23

1 2 3

16 3 37

 .دست آوريد را به

xيي اول در نقطه ضابطه:حـل  1يعني(ي ضابطه در محدودهكه)ي عبارت داخل قدر مطلقي سادهريشه(ناپذير است مشتق| x | قرار)3
xي دوم در نقاطضابطه.دارد  4ناپذير است كه نقاطمشتقx  4تنهـا بايـد نقـاط مـرزي.ي ضابطه قـرار دارنـد در محدودهx  3را 

 :اند از عبارتfناپذيري تابعبنابراين طول نقاط مشتق.وضوح تابع در اين نقاط ناپيوسته است كه بهبررسي كنيم
{ , , , , }4 3 1 3 4  


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يسأله نقطـهمثلاً در اين مـ.شودي تابع مطرح ميناپذيري فقط در نقاط دامنهپذيري و مشتق همانند بحث پيوستگي، مشتق:تذكّرx  7را 
اصلاً در دامنهنانبايد جزء نقاط مشتق  .ي تابع نيستپذيري محسوب كنيم، چون 

fاگر تابع):11 (تست (x) ( x ax b) | (x )(x ) |    22 1  كدام است؟aپذير باشد، مشتقR در2
1(32(33(64(6

xي قبل، بايد طبق نكته:حل  x و1  xهـايي عبارت نباشند، در نتيجه بايد هر دو ريشهي ساده ريشه2 ax b 22يعنـي ايـن. باشـند
x)صورتعبارت به )(x ) 2 1  : قابل نوشتن است، در نتيجه2

x ax b (x )(x ) x ax b x x a , b              2 2 22 2 1 2 2 2 6 4 6 4
 . درست است)4(يبنابراين گزينه

ناپذيري در توابع شامل جزء صحيحمشتق:نكته
yتابع [f (x)]و در نقـاط ديگـر ناپيوسـته و)با مشتقي برابر صفر(پذير نيز هستست، مشتق در تمام نقاطي كه پيوسته ا ،

 .ناپذير استمشتق

yدر نقاطي كه تابع:ي بالا واضح استمفهوم نكته [f (x)]بـا(پـذيرخطي افقي تـشكيل شـده، بنـابراين مـشتق پيوسته است، نمودار آن از پاره
 .اشدبمي)مشتقي برابر صفر

 :ناپذيريانواع نقاط مشتق
هـايعني نقاطي كه تـابع در آن(ناپذيري راولي نقاط ديگر مشتق.ناپذيري يك تابع، همان نقاط ناپيوستگي هستندي اول نقاط مشتقديديم كه دسته

 : كنيمي زير تقسيمتوانيم به سه دستهمي)پذير نيستپيوسته است، ولي مشتق
x نقاطي كه مانند:دار نقاط زاويه-1 aها در آنfحـداقل يكـي از دو مقـدار پيوسـته اسـت وf (a)و f (a)موجـود اسـت، ولـي تـابع 

 .ناپذير استمشتق
 .دهندمماس از چپ و راست بر نمودار تابع رسم كنيم كه با هم يك زاويه تشكيل ميم دو نيمتوانيدر اين نقاط مي

f تابع:مثال (x) | x |ي در نقطهx  دار دارد، زيراي زاويه يك نقطه: 
f ( ) , f ( )    1 1 

 :به دو نمودار مقابل نيز دقت كنيد

x نقاطي مانند: نقاط بازگشت-2 aها كه در آنfپيوسته است و f (a)و f (a)يعنـي(هاي مختلفاند، ولي با علامت هر دو نامتناهي
f (a)  و f (a)  يا بر عكس .(

f تابع:مثـال (x) (x )  23 xي در نقطـه1  fي بازگـشت دارد، زيـرا نقطـه1 ( )  1و 
f ( )  1.به نمودار تابع دقت كنيد: 

 :رو دقت كنيددار روبهبه نموچنينهم

x نقاطي مانند: نقاط عطف قائم-3 aها كه در آنfپيوسته است و f (a) f (a)    

fيا (a) f (a)    . 
f تابع:مثال (x) x 3 xي در نقطه2  :داريـم.به نمودار تـابع دقـت كنيـد. عطف قائم دارد2

f ( )  2و f ( )  2. 

x

y

a

f (a)
f (a)




  
  

x

y

a

f (a)
f (a)

 عــــدد حقيقــــي



 
  

x

y

x

y

1

x

y

af (a)
f (a)




  
   

x

y

2

telegram.me/irandaneshnovin

@irandaneshnovin:بھترین جزوات، مشاوره با رتبھ ھای تک رقمی 



ايهاي چهارگزينهپرسش

رو باشد، كدام گزينه درست است؟ به شكل روبهfاگر نمودار تابع-1

1(
f (a)
f (a)




  
   

2(
f (a)
f (a)




  
   

3(
f (a)
f (a)




  
   

4(
f (a)
f (a)




  
   

,a)يبازهرو درع روبهنمودار تاب-2 b)در چند نقطه از نقاط ixناپذير است؟ مشتق
1(2 
2(3 
3(4 
4(5 

3-fتابعي فرد است و f ( ) 1 f و2 ( ) 1 fمقدار.1 ( ) 1كدام است؟ 
1(1 2(2 3(14(2

f يك تابع زوج باشد، با فرضfاگر-4 ( ) 1 f و1 ( ) 1 f، مقدار2 ( ) 1كدام است؟ 
1(22(23(1 4(1

y روي منحنيh2 و2هايدو نقطه به طول-5 xدو نقطه، وقتيي خط گذرنده برمقدار حد ضريب زاويه.اند مفروضh  كدام است؟ ،

1(22(2 3(2
44(2 2

y هموار را از نمودار تابعx و2هايطولشيب وتري كه دو نقطه به-6 f (x)كند، برابرهم وصل مي بهx x2 2 شيب مماس بـر. است4
 كدام است؟2طولي به امنحني در نقطه

1(4 2(6 3(8 4(12

در تابع-7
x xf (x) x
| x | x

    
  

3 1 11
1

f، حاصل ( ) 2كدام است؟ 

1(32(13(1 4(3 

در تابع-8
x x

f (x) x x
x

2
2

2
2

   
 




f، مقدار ( ) كدام است؟ 

1(2 2(4 3(44(وجود ندارد. 

fاگر مشتق چپ تابع-9 (x) ax x 2 41
x در2  برابر 1،مقدار باشد aكدام است؟ 

1(22(2 3(1 4(4 

اگر مشتق چپ تابع-10
ax tan ( ) xf (x) x

x

1 1  
 



 
xي در نقطه  مقدار باشد،2ابر بر aكدام است؟ 

1(4 2(43(1
24( 1

2

y

xa

y

x
a x1 x2 x3 x4 x5 b
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fمشتق راست تابع-11 (x) x   21 xي در نقطه1  كدام است؟ 

1( 22( 2
23(2

24(2

fنمودار تابع-12 (x) x   21 x در همسايگي1  كدام شكل است؟ به 

1(2(3(4(

fمقدار مشتق تابع-13 (x) | x tan x |1ي در نقطهx  كدام است؟ 
 .دوجود ندار)14)3صفر)2 1)1

g(x)اگر-14 [x]sin xمقدار ،g ( )  كدام است؟2

1(2(وجود ندارد)4 1)3صفر. 

xfمشتق تابع-15 (x) x [ ]  xي در نقطه2 k 2 1(k Z)كدام است؟ 

1(k22(k 2  .وجود ندارد)4 1)13

fدر تابع-16 (x) [x]sin x حاصل ،f ( )  كدام است؟2
1(22( 23(وجود ندارد)4صفر. 

fدر تابع-17 (x) [ x] | x |  3 x، مجموع مشتق چپ و راست در8   كدام است؟2
1(82( 8 3(124(12

fمشتق چپ تابع-18 (x) x [ x ] | x |   2 2 2 xي در نقطه1  1چقدر است؟ 
2)4 2)3صفر)2 . نيستموجود)1

fدر تابع-19 (x) (x a)[ x]  كه ،a N،حاصل يك عدد ثابت است f (a) f (a)  كدام است؟ 
1(a 2 12(a 2 13(a24(a 2 1

fاگر-20 (x) (x x)([x] [ x])   2 f، حاصل2 ( )  كدام است؟2
14(2)3صفر)2 .وجود ندارد)1

fمشتق راست تابع-21 (x) [sin x cos x] در x  3
 كدام است؟4

1(12( وجود ندارد)4 1)3 صفر. 

fاگر مشتق راست تابع-22 (x) a | cos x sin x | در x  4باشد،1 برابر aكدام است؟ 

1(22(  23(2
24( 2

2

fكدام گزينه مشتق تابع-23 (x) sin x x را در2  كند؟ بيان مي2

1(
h

sin( h)lim
h

 


2(
h

sin( h)lim h

 2


3(
h

sin( h) sinhlim
h

  
2 2

4(
h

sin x sin hlim
h


2

2 2

2

x درfاگر تابع-24   حاصلپذير باشد، مشتق1
x

f (x) f ( )lim
x


1

1
1

 كدام است؟

1(f ( ) 12(f ( )2 f)4صفر)13 ( )1 12

y

x

y

x

y

x

y

x

*
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x درfاگر تابع-25  پذير باشد، حاصل مشتق2
x

f (x) f ( )lim
x


22

2
4

 كدام است؟

1(f ( )1 242(f ( )1 223(f ( )1 صفر)284

: داشته باشيمfاگر براي تابع-26
h

f (x h) f (x )lim
h

 
 2 


، مقدار

h

f (x ) f (x h)lim h

  2 


 كدام است؟

1(4 2(43(2 4(2

: داشته باشيمfاگر براي تابع-27
h

f (x h) f (x )lim
h

 
 2 


گاه حاصل، آن

h

f (x ) f (x h)lim
h

  


 كدام است؟

1(22(2 
3(f (x )2 4(ناپذيريپذيري يا مشتقبه مشتقfي در نقطهx x بستگي دارد . 

x درfهرگاه تابع-28 x پذير باشد، حاصلمشتق
n
lim n(f (x ) f (x ))

n n
  1 1

 كدام است؟ (n N)

1(f (x )1
2 2( f (x ) 3(f (x )2 4(f (x ) 

: داشته باشيمfاگر براي تابع-29
h

f (x h) f (x h)lim x
h

  


2 4 23
 حاصل،

h

f ( h) f ( h)lim
h h

  
2

2 2
3 2

 كدام است؟

1(1 2(23( 2
24(2 

xfاگر-30 (x) sin( ) ، حاصل4
x

f ( x)lim
x 

  


2 1


 كدام است؟

1( 42( )4 صفر )23

fاگر-31 (x) xگاه حاصل، آن
h

f ( h) f ( )lim
h

3  34 4


ست؟ كدام ا

1(3 2(6 3(1
44( 9 

اگر-32
x x

f (x)
x x

   
 

4

2

1 1

1 1
، حاصل

h

f ( h) f ( )lim
h

 1 1


 كدام است؟

 .وجود ندارد)4 1)3 4)2 2)1

در تابع-33
x x

f (x)
x x

   
 

2

1 2

3 2
، حاصل

h

f ( h)lim
h

 2 1


 كدام است؟

1(1
22( 1

 .وجود ندارد)4 4)23

اگر-34
x xxf (x)

x xx

   
     



5 3 15 1

2 12

 حاصل، در اين صورت
h

f ( ) f (h )lim h

  1 1


 كدام است؟

1(8 2(83(174(17

fاگر-35 (x) x  گاه حاصل آن ،4
x

f ( x) f ( x)lim
x 

  


2


 كدام است؟

1( 1
42(1

43(1
24( 1

2
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xبا فرض-36 x xf (x)
x x

   
 

23 2
2 6 2

 حاصل ،
h

f ( h) f ( h)lim
h

  2 3 2 2


 كدام است؟

1(282(103(164(17

fبراي تابع-37 (x) | x |حاصل ،
h

f ( ) f ( | h |)lim
| h |

   2 2


 كدام است؟

1(1 2( 2 3(14( 2

fبا فرض-38 (x) | x |x  ، حاصل4
h

f ( h) f ( h)lim
h

 2 3


 كدام است؟

1(102(103(2 4(2

اگر-39
x x x

f (x)
x x

   
 

2

3

3 1

3 1
، حاصل

h

f ( h ) f ( h )lim
h

  2 2

2
1 2 1


 كدام است؟

1(52(4 3(74(6 

x درfاگر تابع-40  پذير باشد، حاصل مشتق2
x

xf ( ) f (x)lim
x


2

2 2
 كدام است؟2

1(f ( ) f ( )2 22(f ( ) f ( )2 2 صفر)4 1)23

حاصل-41
h

( h) ( h)lim
h

   21 2 1 3


 كدام است؟

1(4 2(43(3 4(3

عبارت-42
x

x xlim
x

 


3

1

2
x براي بيان مشتق چند تابع در1  كار رود؟تواند به مي1

شمار تابع بي)2فقط يك تابع)1
 .مربوط به مشتق نيست)4هيچ تابع)3

xي در نقطهfمشتق تابع-43  صورت به2
h

( h) k( h) klim
h

    


22 2 2 2 8 12


 كدام است؟kمقدار. بيان شده است

1(2 2(3 3(4 4(6 

اگر-44
x x

f (x)
x x

  


2

3

1

1
، حاصل

n
lim n (f ( ) f ( ))

n
 2

2
11 n) كدام است؟1 N)

 .وجود ندارد)4صفر)3 3)2 2)1

، تابعb وaبراي كدام مقدار-45
ax bx x

f (x)
x x a x

   
  

2

2

2

2
xي در نقطه  پذير است؟ از راست مشتق2

1(a b   12(a b  13(هيچ مقدارaو b4(هر مقدارaو b

اگر تابع-46
ax x

f (x)
bx x x

  
 

2

3

1

2 1
xي در نقطه  aرمقداپذير باشد، مشتق1 bكدام است؟ 

1(62(43(6 4(4 

axاگر تابع-47 x b | x |f (x)
| x | | x |

    
 

2 2
2 2

x در  aمقدارپذير باشد، مشتق2 bبرابر است با : 

1(1
42( 1

43(1
صفر)24
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، تابعaي مقاديرازاي كدام مجموعه به-48
ax x

f (x)
x a x

  
 

2

5 1

1
پذير است؟ مشتقR در

1({ , }2 22({ }23({ }24(

ناپذير است؟ي مقابل در چند نقطه ناپيوسته و در چند نقطه مشتق با ضابطهfتابع-49
ناپذيريك نقطه ناپيوسته و دو نقطه مشتق)1
ناپذيره و دو نقطه مشتقدو نقطه ناپيوست)2
ناپذيريك نقطه ناپيوسته و سه نقطه مشتق)3
ناپذيردو نقطه ناپيوسته و سه نقطه مشتق)4

اگر تابع-50
ax b x

f (x)
x x

  
   

1
3 3 1

]يبازه، در , ) 3مقدارپذير باشد، مشتقbكدام است؟ 

1(5
42(3

43(7
 .وجود ندارد )44

تابع-51
cos x x

f (x) x x
x x

 
  
 

1
2





كدام گزاره درست است؟. مفروض است

1(fدر x  2 .رد مشتق راست دارد، ولي مشتق چپ ندا(fدر x  راست ندارد ولي مشتق چپ دارد، مشتق . 
3(fدر x  4 . نه مشتق راست دارد، نه مشتق چپ(fدر x  پذير است مشتق. 

تابع-52
x | x | x

f (x)
x x

 





xيدر نقطه. مفروض است  ي اين تابع درست است؟ كدام گزينه درباره

 .فقط مشتق راست دارد)2 .پذير استمشتق)1
 . چپ و راست نابرابر داردمشتق)4 .فقط مشتق چپ دارد)3

توابع-53
(x )sin x

xf (x)
x

    
 

11 11
1

 و
(x ) sin x

xg(x)
x

    
 

2 11 11
1

xي در نقطه   چه وضعيتي دارند؟1

ناپذيرهر دو مشتق)2پذيرهر دو مشتق)1
3(fپذير و مشتقg4ناپذير مشتق(fناپذير ومشتقgپذير مشتق

fتابع-54 (x) | x |[x] 1ي در نقطهx  1………

 . چپ و راست نابرابر داردمشتق)4 .حد ندارد)3 .پذير استمشتق)2 .پيوسته نيست، ولي حد دارد)1

xكدام تابع در-55  ناپذير است؟ مشتق

1(f (x) x | x | 3 22(f (x) x x 33(f (x) x | x |4(f (x) x(x | x |) 

f تابعaازاي كدام مقدار به-56 (x) x | x | a | x |   1 x در1  پذير است؟ مشتق1
1(a  12(a  3(a  14(ي مقاديرهمه

xيك از توابع زير دركدام-57  2پذير است؟ مشتق

1(f (x) x x  2
1 4 42(f (x) (x )[x] 2 2

3(f (x) | x |(x )  3 2 24(f (x) (x )  23
4 2

fاگر تابع-58 (x) | x x m |  2در Rپذير باشد، حدود مشتقmاست؟ كدام

1(m  1
42(m  1

43(m  1
44(m  1

8

mfاگر تابع-59 (x) (x ) [x]  x در2   باشد؟تواندنمي كدام عددmپذير باشد، مشتق2
1(1 2(2 3(3 4(4 

x
x x

f (x) x x

x x


       
  

2

1
1 1

2 2 1 2

2 2



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nfاگر تابع-60 (x) (x ) [x ]  1 x در1  n)تواند باشد؟ كدام عدد ميn مشتقي مخالف صفر داشته باشد،1 N)
nهيچ مقدار)4 3)3 2)2 1)1

fتابع-61 (x) (x ax b)[ x ]  2 2 x در1   كدام است؟bمقدار.پذير استتق مش1
1(1 2(2 3(4 4(4

fاگر-62 (x) (x ax b)[x]  3در x  2مقدارپذير باشد، مشتقa bكدام است؟ 
1(2 2(23( 44(4 

fتابع-63 (x) [sin x] x در3  …

 .پذير نيستپيوسته است، ولي مشتق)4 .فقط مشتق چپ دارد)3 .فقط مشتق راست دارد)2 .پذير استمشتق)1

fيتابع با ضابطه-64 (x) x[sin x]يازه روي ب( , )  كدام وضعيت را دارد؟2

ناپذير مشتق-ناپيوسته)4ناپذير مشتق-پيوسته)3پذير مشتق-ناپيوسته)2پذير مشتق-پيوسته)1

fي تابعكدام گزينه درباره-65 (x) [| x |]در x  درست است؟ 
 .فقط مشتق راست دارد)2 .پذير نيستما مشتق پيوسته است، ا)1
 .پذير استمشتق)4 .فقط مشتق چپ دارد)3

fدر كدام تابع شرايط-66 ( )  و f ( )  برقرار است؟ 

1(f (x) x32(f (x) x3 3(f (x) x3 24(f (x) x3 2 

fبراي تابع-67 (x) x x  3 3 3 )A، نقاط2 , )1 و B( , )2 ترتيب كدام عنوان را دارند؟ به
بازگشت و بازگشت)4بازگشت و عطف)3عطف و بازگشت)2عطف و عطف)1

fتابع-68 (x) (x ) 
2

2 ناپذير است؟ش مشتق ا در چند نقطه از دامنه34
 3)4 2)3 1)2صفر)1

تابع-69
x x

f (x) x
x x

   
 

2

2

3

3 1
4




ناپذير است؟اش مشتق در چند نقطه از دامنه

چهار نقطه)4سه نقطه)3دو نقطه)2يك نقطه)1

xيتابع با ضابطه-70 | x |f (x)
| x | | x |

   
 

21 1
1 1

؟نيستپذيرسته است، ولي مشتق در چند نقطه پيو

صفر)4 3)3 2)2 1)1

|تابع-71 x | | x |f (x)
x | x |

   
 

2 1 2
4 1 2

؟نيستپذير در چند نقطه مشتق

1(1 2(4 3(2 4(3 

تابع-72

| x | x
xf (x)

| x | x
x

     


1 12
1 12

ناپذير است؟ در چند نقطه مشتق

1(1 2(2 3(3 4(4 

تابع-73
(x )(x ) x

f (x)
| (x )(x ) | x

    
   

33

2

1 1

1 2




؟نيستپذيرطه مشتق در چند نق

1(2 2(3 3(4 4(5 

*
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fنمودار تابع-74 (x) | x | | x x x |   3 3 دار است؟ در چند نقطه زاويه22
 3)4 2)3 1)2صفر)1

yتابع-75 | x x |  3 ناپذير است؟ در چند نقطه مشتق1
صفر نقطه)4سه نقطه)3دو نقطه)2يك نقطه)1

fاگر نمودار تابع-76 (x) | x x ax |  3 a) كدام است؟a مقداردار داشته باشد،ي زاويه فقط يك نقطه22 ) 
1(| a | 12(| a | 13(| a | 14(a  1

fتابع-77 (x) (x )| x | (x ax bx c)     4 23 1 aحاصل.پذير است مشتقR در1 b c 2  كدام است؟3
صفر)2 1)1
3(14(هيچ مقداري برايa،bو cوجود ندارد . 

fتابع-78 (x) | x | x || 2 ناپذير است؟ در چند نقطه مشتق2
صفر)4 3)3 2)2 1)1

fتابع-79 (x) [ x] )يبازه در5 , )4؟نيستپذير در چند نقطه مشتق
1(102(8 3(6 4(4 

yتابع-80 | sin x | 1ي هبازاش در در چند نقطه از دامنه( , )  2 ناپذير است؟مشتق2
صفر نقطه)4سه نقطه)3دو نقطه)2يك نقطه)1

fاگر-81 (x) | tan x cot x | گاه تابع، آنfي در بازه( , )ناپذير است؟ مشتق در چند نقطه
 3)4 2)3 1)2صفر)1

fناپذيري تابعتعداد نقاط مشتق-82 (x) || x | | 1بر روي R85 -سراسري( كدام است؟( 

1(2(1 3(2 4(3 

yيتابع با ضابطه-83 x x  )87 -سراسري(پذيري در صفر چگونه است؟تگي و مشتق از نظر پيوس2

 .پذير نيستپيوسته است، ولي مشتق)2 .پذير استپيوسته و مشتق)1
 .پذير استفقط از راست پيوسته و از راست مشتق)4 .پذيرنه پيوسته است و نه مشتق)3

تابع-84
x x Q

f (x)
x R Q

2  
 

 )88 -سريسرا(پذير است؟ در چند نقطه مشتق

صفر)4 3)3 2)2 1)1

fيمشتق چپ تابع با ضابطه-85 (x) x   21 xي، در نقطه1  89 -سراسري( كدام است؟( 

1(2
22( 23( 2

24(2

fيتابع با ضابطه-86 (x) | x | 1ي در نقطهx  مقدار. مشتق نداردf ( ) f ( )    85 -سراسري خارج از كشور( كدام است؟( 

1(1- 2(1
تعريف نشده)4 1)23

fينمودار تابع با ضابطه-87 (x) [x ] [x]  1
)ي روي بازه3 , )386 -سراسري خارج از كشور( ؟نيستپذير در چند نقطه مشتق( 

1(2 2(3 3(4 4(5 

fاگر-88 (x) | x | 1يپذيري تابع با ضابطهنا، تعداد نقاط مشتقy f (f (x))88 -سراسري خارج از كشور( كدام است؟( 

صفر)4 3)3 2)2 1)1

*

*
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ي با ضابطهfتابع-89
x xxf (x)

ax bx x


 

  
2

2 1

1
 )89 -سراسري خارج از كشور( كدام است؟bمقدار.پذير است مشتقR، بر روي

1(2- 2(1- 3( 3 4(5 

x درتابعكدام-90   )86 -آزاد(پذير است؟ مشتق1

1(y [(x ) ]  312(y (x )[ x ]  31 13(y [ (x ) ]  23 14(y x [(x ) ]   33 1 1

در تابع-91
x | x |

y
x | x |

  
 

3

2

1

2 1 1
، حاصل

x

f ( x)lim
x 

  


1 1


 )86 -آزاد( چقدر است؟

1(3 2(33(4 4(4

fدر تابع-92 (x) | x | | x |   1 3 ، حاصل2
h

f ( h ) f ( h )lim
h

   2 2

2
1 2 4


 )86 -آزاد( كدام است؟

1(7 2(73(14(2 

|براي تابع-93 x |f (x)
| x |

1 1
1

 



، حاصل

x

f ( x) f ( )lim
x 

  


1 2 1


 )87 -آزاد( چقدر است؟

1(3
42(3

23( 3
44( 3

2

yتابع-94 (x x ax b)[x]   3 x در23  aمقدار.پذير است مشتق2 b90 -آزاد( كدام است؟( 
1(522(52- 3(4- 4(4 
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هاي تشريحيپاسخ

 .به شيب خطوط مماس بر نمودار تابع دقت كنيد )2(يگزينه   -1
يدار و نقطـهي زاويه نقطهx3ياند، نقطه نقاط ناپيوستگيx5 وx2نقاط.ناپذير است مشتقx5 وx2،x3،x4تابع در نقاط )3(يگزينه   -2

x4استي بازگشت، نقطه . 
fوقتـي.دانيم نمودار توابع فرد نسبت به مبدأ مختصات متقارن استمي )2(يگزينه   -3 ( ) 1 f و2 ( ) 1 1،

xطـولي بـه در راست و چپ نمودار در نقطه1 و2هايمماس به شيبتوانيم دو نيممطابق شكل مي   روي آن1
ايـم كـه وضـعيت نمـودار تـابع درها نسبت به مبدأ مختـصات را نيـز رسـم كـردهمماسي اين نيمقرينه.رسم كنيم
x  1مطابق شكل داريم.دهند را نشان مي:f ( ) 1 f و2 ( )  1 1. 

fاز فرض)1(يگزينه   -4 ( ) 1 f و1 ( ) 1 xيگيريم در نقطه نتيجه مي2  مماس بـاتوانيم دو نيم مي1
yآن نسبت به محـور تابعي زوج است، نمودارfچون. از راست و چپ بر نمودار تابع رسم كنيم2 و1هايشيب

 :ها متقارن است، پس مطابق شكل داريم
f ( ) , f ( )       1 2 1 1

fاگر قرار دهيم )3(يگزينه   -5 (x) xدو نقطه ،( , f ( ))2 ) و2 h,f ( h)) 2 ها بـا كـسر آني خط گذرنده از هستند و ضريب زاويه2
f ( h) f ( )

h
 
 

2 2
2 پس با.شود بيان مي2

h

f ( h) f ( )lim f ( )
h

  
2 2 2


1: كار داريم كه برابر است با 2

42 2
. 

)Aيشـــيب خـــط گذرنـــده از دو نقطـــه )4(يگزينه   -6 ,f ( ))2 B(x,f و2 (x))برابـــر اســـت بـــا :f (x) f ( )
x



2
:پـــس طبـــق فـــرض داريـــم.2

f (x) f ( ) x x
x


  


22 2 fخواهيم و مي42 ( )  : را بيابيم2

x x

f (x) f ( )f ( ) lim lim(x x )
x 

     


2
2 2

22 2 4 122
fيبراي محاسبه )1(يگزينه   -7 ( ) 2ي اول تابع استفاده كنيم بايد از ضابطه: 

(x )(x x )xf (x) x x
x x

23
21 11 11 1

      
 

f (x) x f ( )2 1 2 4 1 3          

 :كنيماز  تعريف مشتق استفاده مي )3(يگزينه   -8

x x x x

x x
f (x) f ( ) xx x x xf ( ) lim lim lim lim

x x x ( x ) x   


          
 

2

22 2

2

2 42
4 42 2 412 1   

 

fدانيم،مي )4(يگزينه   -9 (x) | x | a x21
2 كهبا توجه به آن، حالf ( )  داريم ،: 

x x x

f (x) f ( ) f (x) x a xf ( ) lim lim lim a
x x x

21 1
2 2  

  

       
  

 
a a    1 42

x

y

1
1

A

A

B

A

C

A

A

A

11
x

y B
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 :كنيماز تعريف مشتق استفاده مي )2(يگزينه   -10

tx x x

f (x) f ( ) f (x) a af ( ) lim lim lim tan ( ) lim tan (t)
x x x

1 11
  

 


  

    
    

 
a a a a         


2 42 2 2
fچون )3(يگزينه -11 ()  داريم ،: 

x x x

f (x) ( x )( x )xf ( ) lim lim lim
x x x ( x )  

  

       
 

2 22

2 2 2

1 1 1 11 1
1 1  



x x

xlim lim
x ( x ) x  

   
   

2

2 2 2
1 1 1 2

21 1 1 1 

f:مانند تست قبل داريم )4(يگزينه   -12 ( )  2
2و f ( )   2

2) دقت كنيد كه برايx  جاي، بايد بهxدر مخرج كـسر مـشتق 

x:قرار دهيد  :شودنيز رد مي)3(يپذير زير گزينههاي برگشتدليل نامساويحال به.اندنادرست)2(و)1(هايپس گزينه).2
x

x x x x x x x x x x


                 2 2 2 2 2 2 4 2 42 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 12 2 2 4 4




xهاي بالا اين است كه برايمعني نامساوي  يبا معادله(، نمودار تابع بالاتر از نيم مماس راستy x 2
همـين ترتيـب به.گيردقرار مي)2

xبراي  شودمي ثابتf (x) x  2
2. 

yبا توجه به نمودار )2(يگزينه   -13 tan x1بـراي ،x  داريـم :tan x1  و بـراي x  :tan x1  .پـسxو tan x1

f:اند و در نتيجهعلامتهم (x) x tan x1بنابراين ،: 
x x x

f (x) f ( ) f (x)f ( ) lim lim lim tan xx x
1

  

    
  

 

xدر همسايگي كوچك ) 2(يگزينه   -14  [x]: داريم2  g(x) و1 sin xبنابراين ،: g (x) cos x g ( )   2 

x:ي مورد نظر داريمدر نقطه )3(يگزينه   -15 Z2
بنابراين تابع ،xy [ ]1 پـس فقـط. در اين نقطه پيوسته و داراي مشتقي برابر صفر است2

yبايد مشتق x2ي را در نقطهx k 2 1است1ابيم كه به وضوح برابر بي . 
sin )1(يگزينه   -16 xدر x  x درfدليل عامل صفر كننـده در پيوسـتگي، تـابعشود، پس به صفر مي2  حـال بـراي. پيوسـته اسـت2

x2 f: داريم3 (x) sin x 2و بنابراين : f (x) cos x f ( ) cos         2 2 2 2 2

xعلامت عبارت )4(يگزينه   -17 3 x مانند علامت عبارت8   :بنابراين. است2
x : x x , x f (x) (x ) f (x) x f ( )

                  3 3 22 2 2 8 3 8 9 2 36

x : x x , x f (x) ( x ) f (x) x f ( )
                3 3 22 2 2 8 2 8 6 2 24

xچپدر همسايگي )1(يگزينه   -18  1كنيمتر ميي تابع را ساده ضابطه: 
x x ( )

x ( ) x x f (x) x x x
x | x | x




                     
     

2 2
2 2 2 2

2 2 2

1 1
1 1 1 2 1 1

1 1 1
پــس

x ( )
lim f (x)

 
    

1
1 1 f و2 ( ) ( )      1 1 1 1ــابع ــي ت xي در نقطــهf، يعن  1ــابراين ــته و بن  از چــپ ناپيوس

 .ناپذير استمشتق
xي تابع را در همسايگيضابطه )2(يگزينه   -19 aدقت كنيد كه: (نويسيم ميf (a)  و تابع در x aپيوسته است ( 

x a

(x a)( a )a x a (a ) x a f (x) (x a)( a ) f (a) lim ax a


                     


11 1 1 1

x a

(x a)( a)a x a a x (a ) f (x) (x a)( a) f (a) lim ax a


                  


1 1

fپس (a) f (a) a a a         1 2 1. 

B

B

D

B

B

B

B

B

B

B
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f:داريم )4(يگزينه   -20 ( ) 2 دانيم براي و ميx1 x كه3  [x]: داريم2 [ x]   1.بنـابراين در همـسايگيx  : داريـم2
f (x) (x x)  2 x درf، يعني2  f: پيوسته است و در نتيجه2 (x) x f ( )      2 2 2 2. 

sinكهبا توجه به آن )4(يگزينه   -21 x cos x sin(x )  2 x، وقتي4 ( ) 3
x:، داريم4   4بنابراين ،sin(x )  4 ، 

fيعني تـابع (x)در همـسايگي راسـت x  3
] مقـدار4 ]  1را دارد، ولـي f ( ) 3

4 .پـس در ايـن نقطـهfاز راسـت ناپيوسـته و 

 .ناپذير استمشتق
yق نمودار توابعمطاب )3(يگزينه   -22 sin xو y cos xكه در شـكل مقابـل رسـم شـده 

xاست، در همسايگي كوچك راست  sin: داريم4 x cos x.بنابراين: 
f (x) a(sin x cos x) f (x) a(cos x sin x)

f ( ) a a a

    

      22 2 14 2

fمشتق تابع )2(يگزينه   -23 (x) sin x x را در2   :دست آوريمتوانيم به با يكي از دو حد زير مي2

h h h

f ( h) f ( ) sin( h) sin sin( h)) lim lim limh h h  

         2 22 21
  

x x x

f (x) f ( ) sin x sin sin x) lim lim lim
x x x    

   
    2 2 2

2 222

2 2 2
 :دهيم، ربط مياست مشتق تابعبيانگرحد مورد نظر را به حدي كه )2(يگزينه   -24

x x x x

f (x) f ( ) f (x) f ( ) f (x) f ( )xlim lim lim( x ) lim f ( )xx x x1 1 1 1

1 1 11 1 2 111 1 1   

        
  

x درfچون )4(يگزينه   -25  :باشد، بنابراينپذير است، پيوسته نيز مي مشتق2
x
lim f (x) f ( )


 
2

2 در نتيجه حاصل حد خواسـته شـده ،

8نيز
 شود مي. 

f:گيريماز فرض سؤال نتيجه مي )2(يگزينه   -26 (x )  2حال با توجه به نكات بخش آموزش داريم ،: 

h

f (x h) f (x h)lim ( ( ))f (x ) f (x ) ( )h
2 2 2 2 2 4



             جواب =  
 

 

fگيريماز فرض سؤال نتيجه مي )2(يگزينه   -27 (x )  2. با تغيير متغيرt h آيد حد مورد نظر به صورت زير درمي: 

t t

f (x ) f (x t) f (x t) f (x )lim lim f (x )t t 2
  

 

      


   


 

hاگر قرار دهيم )3(يگزينه   -28
n

 nوقتي،1 داريم ،:h  صـورت و حد مـورد نظـر بـه
h

f (x h) f (x h)lim
h

   


ر د

:ر نيـز برابـر اسـت بـامقـدار حـد آخـ. اسـتياي، حـد اوليـه نيـز وجـود دارد و حاصـل آن دو يكـ، بنابر حد دنبالـهچون اين حد وجود دارد.آيدمي
( ( ))f (x ) f (x )   1 1 2 . 

 :طبق نكات بخش آموزش داريم )1(يگزينه   -29

h

f (x h) f (x h) xlim ( ( ))f (x) f (x) f (x) x f (x)h
2 4 1 2 4 2 2 23 3 2

             


 :توانيم بنويسيمحال براي كسر دوم مي

h h

f ( h) f ( h) f ( h) f ( h)lim lim ( ( ))f ( ) f ( )
h( h ) h

ــالا ــه بـ  جواب جواب نتيجـ
 

               


2 2 2 21 1 21 1 2 2 13 2 2 2 2 

tاگر قرار دهيم )3(يگزينه   -30 x گاه، آنt  كهاين و با توجه بهf ( ) 2  : داريم1

t t

f ( t) f ( ) f ( t) f ( )lim lim f ( ) cos( )t tجواب 
 

             


2 2 2 2 2 24 4 


B

C

C

B

A

B

B

B

B

C

B

y sin x

y cos x


4

1

y

x
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g(x)اگر قرار دهيم )1(يگزينه   -31 f (x) ، مقدار3
h

g( h) g( )lim g ( )
h

  
4 4 4


 :داريم.خواهيم را مي

g(x) x g (x) x g ( )      
3 1
2 23 34 4 32 2

fمقدار حد همان )4(يگزينه   -32 ( ) xي در نقطهfشود، ولي تابع مي1  ( از چپ ناپيوسـته و از راسـت پيوسـته اسـت1
x
lim f (x)




1
،

x
f ( ) lim f (x)


 

1
1  .پس مشتق چپ ندارد).2

 :دست خواهيد آورد  به، حاصل حد راددر كسر مورد نظر مقادير مربوط را قرار دهي اگر:تذكّر
h h f ( h) f ( ) ( h) h h             2 21 1 1 1 1 1 2 2 2

h h

f ( h) f ( )lim lim (h )
h h

1 1 22
  

 
     

 

tگذاريبا جاي )2(يگزينه   -33 h آيدصورت زير درمي، حد مورد نظر به: 

f ( )

t t

f ( t) f ( t) f ( )lim lim f ( )t t
2 12 1 2 2 2

 




 

       
 

x درfتابع   پيوسته است2
x x

( lim f (x) lim f (x) )
  

 
2 2

x درfهاي چپ و راستي مشتق، بنابراين براي محاسبه1  توانيم از مي2

x :هاي آن مشتق بگيريمضابطه : f (x) f ( )
x
1 1 12 2 2 22 1       


= جــواب نهــايي

xرتابع د )1(يگزينه   -34  1حال داريم. پيوسته است: 

xh h

f ( ) f ( h) f ( h) f ( )lim lim f ( ) ( )
h h x

 جواب
    

                 12
1 1 1 1 51 3 8

 

hگذاريحد مورد نظر را با جاي )1(يگزينه   -35 x صورتتوانيم به مي
h

f ( h) f ( h)lim
h

   2


 بنويسيم كه با توجه به نكات بخش 

) :آموزش، حاصل آن برابر است با )f ( ) f ( )       


1 11 2 42 4
 


fكردنبا اضافه و كم )1(يگزينه   -36 (  :دو حد بيانگر مشتق تفكيك كنيممجموعصورترا بهمورد نظرحدتوانيمميدر صورت كسر،2(

h h

f ( h) f ( ) f ( h) f ( )lim lim
h h

2 3 2 2 2 2
  

   
 

 
 جواب

t h
k h

t k

f ( t) f ( ) f ( k) f ( )lim lim f ( ) f ( )
t k

3
2

2 2 2 2 3 2 2 21 1
3 2

 


 

 

        
 

x درfكهحال با توجه به آن   :ها استفاده كنيمتوانيم از مشتق ضابطههاي چپ و راست ميي مشتق پيوسته است، براي محاسبه2
x x

f (x) f ( ) , f ( )
x

6 1 2
2 2 2 11 3 2 2 11 28

2 2  
             

 جــواب نهــايي

tبا قرار دادن )3(يگزينه   -37 | h | ،آيدحد مورد نظر به صورت زير درمي: 

t t

f ( ) f ( t) f ( t) f ( )lim lim f ( )t t
2 2 2 2 2

  
 

          
 

xيدر همسايگي نقطه  2داريم :f (x) x بنابراين ،:f (x)  1و در نتيجه :f ( )   2 1. 
fكردنو كمبا اضافه )3(يگزينه   -38 ( )،دو حد بيانگر مشتق تفكيك كنيممجموعصورت هرا بمورد نظرحدتوانيممي در صورت كسر: 

t h
k h

h h t k

f ( h) f ( ) f ( h) f ( ) f ( t) f ( ) f ( k) f ( )lim lim lim lim
h h t k

 جواب
   




   

      
   



2
3

2 3
1 1
2 3

   

     

f ( ) f ( )2 3    

x درfتابع  براي پيوسته است، و x  داريم : 

x x x

f (x) f ( ) f (x)f (x) x x f ( ) lim lim lim x
x x

4 4 2
  

  

       
  

 
f:يب داريمهمين ترت به ( ) 2  ،بنابراين حاصل عبارت خواسته شده برابر است با :( )    2 2 3 2 2

B

B

B

B

A

C

B

C
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fضافه و كم كردنبا ا )1(يگزينه   -39 (  :دو حد بيانگر مشتق تفكيك كنيممجموعصورترا بهمورد نظرحدتوانيممي در صورت كسر،1(

t h
k hh h t k

f ( h ) f ( ) f ( h ) f ( ) f ( t) f ( ) f ( k) f ( )lim lim lim lim
kh h t

 جواب
 


   

       
   



2

2

2 2
2

2 2
1 2 1 1 1 1 1 1 1

1
2

   

f ( ) f ( )    2 1 1
x درfكهبا توجه به آن   :ها مشتق بگيريمتوانيم از ضابطههاي بالا ميي مشتق پيوسته است، براي محاسبه1

x x
f (x) f ( ) , f ( ) ( )

x x2

2 3 1
1 1 1 3 2 3 1 5

3 1  
               


 جــواب نهــايي

fدنبا اضافه و كم كر:راه اول )2(يگزينه   -40 ( )2  :داريم در صورت كسر2

x x x x x

xf ( ) f (x) xf ( ) f ( ) f (x) f ( ) f (x) f ( )xlim lim lim f ( ) lim lim f ( ) f ( )
x x x x x    

         
    2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 222 2 2 2 22 2 2 2 2

:راه دوم  :كنيمي هوپيتال استفاده مي از قاعدهبا توجه به ابهام

x

f ( ) f (x)lim f ( ) f (  جواب(


   
2

2 2 2 2 21
fبراي استفاده از اين راه بايد فرض كنيد تابع در x   . پيوسته است2

fاگر قرار دهيم )1(يگزينه   -41 (x) x x 2 fگاه، آن2 ( ) 1 f و3 (x) x  2  :چنين داريم، هم2

h

f ( h) f ( )lim f ( )
h

 جواب


       
1 1 1 2 1 2 4



fاگر قرار دهيم )2(يگزينه   -42 (x) x x c  3كه c،يك عدد حقيقي دلخواه است f ( )  .توان با حد مورد نظر بيان كرد را مي1

g(x)اگر قرار دهيم)3(يگزينه   -43 x kx 22صـورت، حد مورد نظر بـه
h

g( h) g( )lim h

 2 2


gبنـابراين.آيـد در مـي ( ) 2  و12

gچون (x) x k  4گيريم، نتيجه مي: 
k k   8 12 4

ــابع )1(يگزينه   -44 ــهfتـ xي در نقطـ  ــي1 ــت و مـ ــته اسـ ــيم پيوسـ fدانـ ( ) 1 ــرا2 ، زيـ
x x

f (x)
x x

  


2

2 1

3 1
ــابرا.  :ينبنـ

h

f ( h) f ( )lim
h

 


1 1 2


f:پس اگر قرار دهيم. ( h) f ( )g(h)
h

 


1 :گاه، آن1
h
lim g(h)


 2



}يحال دنباله }
n2
nوقتي. را در نظر بگيريد1 داريم ،:na

n
 2

1 بنابراين ،: 

nn nh
lim g(a ) lim g(h) lim n (f ( ) f ( ))

n 
    2

2
11 1 2



xبراي )4(يگزينه   -45  f)اي است تابع يك چند جمله2 (x) ax bx) 2بنابراين در ،x   .پذير است همواره از راست پيوسته و مشتق2
x درfاز پيوستگي )3(يگزينه   -46  a:گيريم نتيجه مي1 b   :، حال با فرض پيوستگي داريم2

x fax x a b
f (x) f ( ) b , f ( ) a a , b

a bbx x
در

 پيوســــــته


 
                 

1
2

2 1 2 3 2
1 3 2 1 2 4 2

23 2 1

x درfاز پيوستگي )3(يگزينه   -47  a:گيريم نتيجه مي2 b  4 2 .همسايگيحال با فرض پيوستگي در x   : داريم2

x f a bax x
f (x) a a b

x
در

ــذير ــتق پـ  مشـ
               

2 4 22 1 2 2 14 1 1 21 2
 

x درfاز پيوستگي )4(يگزينه   -48  a:گيريم نتيجه مي1 a a     5 1  :، حال با فرض پيوستگي داريم2

aيدر تناقض با نتيجه  2f ( ) f ( )a x
f (x) a

x x
       

1 11
2

2 1

C

C

A

B

C

A

A

A

B

B
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xيتابع در نقطه )3(يگزينه   -49  است، زيرا)ناپذيرو بنابراين مشتق( ناپيوسته1

x
lim f (x)


  

1
1 1  و2

x
lim f (x)


  

1
2 2 4. 

fيچنين ضابطههم (x)توان نوشت ميروصورت روبه را به. 
xدر نقاط  و x  يي ناپيوسـتگي و سـه نقطـهپس روي هم يـك نقطـه.ناپذير است نيز تابع مشتق2
 .ناپذيري داريممشتق

x درfتابع )4(يگزينه   -50  3ي هباز نيست، پس درپذير از راست مشتق[ , ) 3زيرا.پذير نيست مشتق: 

x ( ) x ( ) x ( )

f (x) xf ( ) f ( ) lim lim lim
x x x  

     

        
  3 3 3

3 13 3 3 3 3


ــابع )1(يگزينه   -51 x درfت  پيوســتگي راســت دارد 
x x

(f ( ) lim f (x) , lim f (x) )
  

  2
 

 .ــابع yت cos x 1ــز در R ني

x درfبنابراين.پذير استمشتق  پذير است از راست مشتق. 
xيتابع در نقطه )3(يگزينه   -52  ضـابطه اسـتفادههـاي دوتوانيم از مشتقپس براي مشتق چپ و راست آن در اين نقطه، مي. پيوسته است

yتابع.كنيم x | x |1در Rپذير است، ولي تابع مشتقy x2در x  ناپذير است، پس تابع مشتقfدر x  دارد فقط مشتق چپ . 
: داريمfبراي تابع )4(يگزينه   -53

x
lim f (x) f ( ــفر(  كـــران دار صـ


   
1

1پس تابع ،fدر x  و به همـين ترتيـب( پيوسته است1

x نيز درgگيريمنتيجه مي  x درf). پيوسته است1   :ناپذير است، زيرا مشتق1

وجود ندارد
x x x

f (x) f ( ) f (x)f ( ) lim lim limsin
x x x  

    
  1 1 1

1 11 1 1 1
gگيريمبا استدلالي مشابه نتيجه مي ( ) 1 پس ،gدر x   .پذير است مشتق1

xدر همسايگي )4(يگزينه   -54   :كنيمي تابع را بازنويسي مي ضابطه1
| x | x x x x

f (x) f (x) f (x)
x x x

                      

1 1 2 1 1 2 1 1 2
1 1 1     

fدر x 1پيوسته و مشتق ناپذير 

x در)4(و)3(،)2(هايگزينه )1(يگزينه   -55  مثلاً براي تابع گزينه ق مشت  :داريم)4 (يپذيرند، 

x x

f (x)f ( ) f ( ) lim lim x | x |
x 

     
 

   

 .ناپذير استناپذير تشكيل شده، بنابراين خود مشتقپذير و يك تابع مشتقاز جمع يك تابع مشتق)1(يولي تابع گزينه
fچون)3(يگزينه   -56 (x) (x a) | x |   x، اگر1  xي ريشه1 aنباشد، تابع در x  aپس بايد.ناپذير است مشتق1 1 ،

aبنابراين  1. 

fچون )3(يگزينه   -57 (x) (x ) | x |   2
1 2 xي در نقطهf1، تابع2  چنين طبق نكـات بخـش آمـوزش،هم.ناپذير است مشتق2

xنيز در)4(يتابع گزينه   :پذير است، زيرامشتق)3(يتابع گزينه.ناپذير است مشتق2

x x x

f (x) f ( ) | x | (x )f ( ) lim lim lim | x |
x x  

       
 

3 3
3 2 2 2

2 2 22 22 2 

fتوانيد نشان دهيدب ميهمين ترتي به ( )2  . وجود ندارد2
xاگر عبارت )2(يگزينه   -58 x m 2داشته باشد، تابع)غير مضاعف(ي ساده ريشهfتـابعكه براي آنپس.ناپذير است در آن نقطه مشتق 
fدر Rبايد عبارتپذير باشد، مشتق x x m 2ي مضاعف داشته باشد، يعني يا ريشه نداشته باشد، يا ريشه: 

m m       11 4 4 

mاگر )1(يگزينه   -59  x، تابع در2  mا با فرضپذير است، زير مشتق2  m) : داريم2 N)
m

m
x x x

f (x) f ( ) (x ) [x]f ( ) lim lim lim(x ) [x]
x x



  

     
 

1
2 2 2

2 22 22 2
mكه چون  1 m(x، عامل1 )  x در12   .شودحد نيز برابر صفر ميشود و طبق عامل صفر كننده در پيوستگي، مقدار برابر صفر مي2

B

A

B

B

B

B

B

B

B

B

x
x

f (x)
x

x x


      
 

1 1
2 1 2
2 2

 


B
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nچون )4(يگزينه   -60 Nداريم ،:f ( ) 1 بنابراين ،: 
n

n
x x x

f (x) f ( ) (x ) [x ]f ( ) lim lim lim(x ) [x ]
x x



  

       
 

1
1 1 1

1 1 11 1 11 1
nاگر  ، به حد1

x
lim[x ]



1

nاگر.رسيم كه وجود ندارد مي1  n(x، عامل2 )  xازاي به11  ي عامـلشود و طبق نكته برابر صفر مي1

 .شودگاه مقدار مشتق غير صفر نميپس هيچ.شودصفر كننده در پيوستگي مقدار حد برابر صفر مي
xبايد )1(يگزينه   -61  xي مضاعف ريشه1 ax b 2باشد، يعني : 

x ax b (x ) x ax b x x a , b             2 2 2 21 2 1 2 1
اولاً براي پيوسته بودن براي اثبات نتيجه:تذكّر x درfي فوق به اين دقت كنيد كه   x بايد عبارت1 ax b 2در نقش عامل صـفر كننـده 
x شود، پسظاهر  x:ي آن است و داريم ريشه1 ax b (x )g(x)  2 1.توانيم بنويسيمحال با اين فرض مي: 

x x x

f (x) f ( ) (x )g(x)[ x ]f ( ) lim lim lim g(x)[ x ]
x x  

      
 1 1 1

1 1 2 11 2 11 1
xبراي وجود داشتن حد بالا باز هم بايد  xيعني باشد،g(x)ي ريشه1   .ي مضاعف عبارت اوليه است ريشه1

x درfكهبراي آن )4(يگزينه   -62  g(x) پيوسته باشـد، بايـد2 x ax b  3در نقـش عامـل صـفر كننـده ظـاهر شـود، يعنـي بايـد 
g( ) 2 ،پسg(x) (x )h(x)  x درfپذيريحال براي مشتق.2   : بايد حد زير موجود باشد2

x x x

f (x) f ( ) (x )h(x)[x]f ( ) lim lim lim h(x)[x]
x x  

     
 2 2 2

2 22 2 2


)h در نقش عامل صفر كننده ظاهر شود، يعنيh(x)براي موجود بودن حد بالا بايد ) 2 .پس بايدg(x)بر (x ) پذير باشد، كـه بخش22

)gبراي اين شرط بايد داشته باشيم ) g ( ) 2 2 .داريم: g( ) a b
a , b a b

g ( ) a
     

            

2 8 2
12 16 4

2 3 4
 
 

g(x)اگر قرار دهيم )3(يگزينه   -63 sin x g():ي مثلثـاتي داريـم، با توجه به دايره3  و بـراي x  داريـم :g(x)  و 
xبراي  داريم :g(x)  بنابراين تابع ،f (x) [g(x)]ي در نقطهx  پذير است از چپ پيوسته و مشتق. 

yنمودار)3(يگزينه   -64 x[sin x]يبازه را در( , )  :كنيم رسم مي2

xبا توجه به نمودار در اين بازه تابع پيوسته است، ولي در  پذير نيست مشتق. 
)4(يگزينه   -65

f ،با توجه به نمودار.كنيمنمودار تابع را رسم مي (x)ي در نقطهx  پذير است پيوسته و مشتق. 

xيگيريم نقطهبا توجه به فرض نتيجه مي )4(يگزينه   -66  تابع است و نمودار تابع در همسايگي آن به صورتي بازگشت نقطه
 . چنين نموداري دارد4يها، گزينهدر بين گزينه.شودمي

fصـورتتوانيم بهي تابع را ميي عبارت زير راديكال ضابطهبا تجزيه )3(يگزينه   -67 (x) (x ) (x )  23 1 يحـال در نقطـه. بنويـسيم2

A( , )1 داريم : 
x x x

(x ) xf (x) f ( ) xf ( ) lim lim limx x x   
  

         
  

2 33 3 3

31 1 1

1 21 2 31 1 1 1 
f:آوريمدست ميهمين ترتيب بهبه ( )  1بنابراين با توجه به پيوستگي ،fدر x  همـينبـه.اسـتي بازگـشت تـابع نقطهAي، نقطه1

f:گيريمترتيب نتيجه مي ( ) f ( )      2 )Bي و نقطه2 , )2 شودي عطف قائم تابع مي، نقطه. 
بـا ايـن.تي مورد نظر استوان حل كرد كه بر اساس تحليل رفتار نمودار تابع در همسايگي نقطهتري نيز ميها را با روش سادهگونه تست اين:تذكّر

 .آشنا خواهيد شد»كاربرد مشتق«روش در فصل

 
x

y


2

 2

1

1 y sin x

x

y


2



1

1 y [sin x]

x

y


2



y x[sin x]




y | x |y

x
212 1

1

C

C

D

B

B

B

C

B
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fصورتتوانيم بهي تابع را ميضابطه )3(يگزينه   -68 (x) (x ) (x )  2 23 2 x دربنابراين تابع . بنويسيم2  2ناپذير است مشتق. 
xاولاً در )1(يگزينه   -69  ي دوم در تمـام نقـاطضـابطه.ناپذير اسـتن مشتق تابع ناپيوسته و بنابرايR { } ) و در نتيجـه بـرايx  (

x)ناپذيريي مشتقبنابراين فقط يك نقطه.پذير استاش مشتقيك تابع گويا است كه در دامنه زيني اولضابطه.پذير استمشتق ) داريم . 
xيي دوم در نقطهضابطه )2(يگزينه   -70  ي تعريف ضابطهناپذير است كه در محدوده مشتق(| x | ) پـس فقـط بايـد نقـاط. قرار ندارد1

xمرزي  1پذير نيست، زيراشتقدر هر دوي اين نقاط تابع پيوسته است، ولي م. را بررسي كنيم: 
x | x | x | x |

f (x) x x f (x) x f ( ) , f ( ) , f ( ) , f ( )
x x x

   

    
                    
       

21 1 2 1
1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 1

1 1 1 1

xيي اول در دو نقطهضابطه)2(يگزينه   -71  1يناپذير است كه هر دو در محدوده مشتق| x | چنين تابع در نقاط مرزيهم. قرار دارند2
x  2مثلاً براي.ناپذير استين مشتق ناپيوسته و بنابراx  2داريم : 

x ( ) x ( )
lim f (x) | | , lim f (x)

    
       

2 2
4 1 3 8 1 9

xي هطـــي اول در نقضـــابطه )2(يگزينه   -72  1يناپـــذير اســـت كـــه در محـــدوده مـــشتقx  xينقطـــهي دوم درضـــابطه. قـــرار دارد1  1
 اسـت نيـز ناپيوسـته، تابعدر اين نقطه.ناپذير استمشتق

x x
( lim f (x) , lim f (x) )

  
  

1 1
2انـد تـابع عبـارتناپـذيريمـشتق، پـس نقـاط

xاز  1. 
xياولاً در نقطه)2(يگزينه   -73  ناپذير است تابع ناپيوسته و بنابراين مشتق

x x
( lim f (x) , lim f (x) )

  
  1 4

 
براي(ي اولضابطه.

x  (در ،x  xعلت حضور به1  xعلـت حـضوري دوم بـهچنين در ضـابطههم. قرار داردي ضابطهناپذير است كه در محدوده مشتق1  1،
x  1يپس روي هم تابع در سه نقطه.ناپذير استي عبارت است كه ضابطه در آن مشتقي ساده ريشهx  و x  1پذير نيست مشتق. 

xچون )2(يگزينه   -74 x x x(x )   3 2 22 x، پس1  1ضاعف عبارت داخـل قـدر مطلـق اسـت و عبـارت دوم تنهـا دري م ريشه
xينقطه  يولي عبارت اول در نقطه.ناپذير است مشتقx  پذير است مشتق)x  ي مكرر ريشهx3ارت دو عبـپس مجمـوع). است
xدر  دار ديگري نداريمي زاويه، و نقطهدار استناپذير و زاويه مشتق. 

g(x)تابع )1(يگزينه   -75 x x 3  gي سوم است كه چوناي درجه چند جمله1 (x) x   23 1 اكيداً صعودي است و تنها ، همواره 
yنكات بخش آموزشطبق.ي ساده دارديك ريشه | g(x) |ناپذير است در اين ريشه مشتق. 

g(x)بايد )4(يگزينه   -76 x x ax  3  را مـشخصfدار، نقـاط زاويـهgيهاي سادهي ساده داشته باشد، زيرا ريشه فقط يك ريشه22
g(x)چون.كنندمي x(x x a) 2 2پس ،x  ي ريشهgاست و چون a  ،x  يي ساده ريشهgيزيرا ديگـر ريـشه( است

x x a 2 xپس بايد عبارت).ست ني2 x a 2 :ي ساده نداشته باشد، يعني ديگر ريشه2  بنابراين ،:a a   4 4 1. 
x بايد در نقاطfتابع )4(يگزينه   -77  1) حداقل توان3يپذير باشد، پس بايد زير راديكال با فرجهمشتق)الهاي عبارت زير راديكريشه ،

x)عوامل ) x) و1 ) x) باشد، يعني بايد عبارت زيـر راديكـال بـر3 برابر1 ) (x ) 3 31  چهـاري پـس عبـارت درجـه،پـذير باشـد بخـش1
x ax bx c  4 x) همان2 ) (x ) 2 21 معادلا1ً x) يا  ) (x x )   2 2 4 21 2  : ولي دقت كنيد كه در اين صورت داريم.باشد مي1

f (x) (x ) | x | (x ) (x ) (| x |) (x ) | x | x  مشـــــتق ناپـــــذير در            3 2 3 33 31 1 1 1 1 1 1 1

|كهاز اين.كنيمنمودار تابع را رسم مي )3(يگزينه   -78 x | x2  نقطـه بـه3تـابع در ،بـا توجـه بـه نمـودار.ايـم نمودار كمك گرفتـه در رسم2
xهايطول  و x  2ناپذير است مشتق. 

بنابراين بايد تعداد نقاطي را بيابيم.پذير است مشتقfت و در نقاط ديگرپذير نيز نيس ناپيوسته است، مشتقfدر تمام نقاطي كه )2(يگزينه   -79
xكه Z5: x Zx x x { , ,..., } نقطــــه

 
       5

8 4 5 9
4 5 4 5 5 1 2 8 8 

x

y y x x 2 2

1 2

1
 

x

y y x | x | 2 2

2 1 1 2

1
x

y

2 1 1 2

1

y | x | x || 2 2

B

B

B

B

B

C

D

C

B

A

B
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ـــابع:راه اول )4(يگزينه   -80 y تـ | sin x |  xي در صــــورتي در نقطــــه1 x ناپــــذير اســــت كــــه مــــشتقxـــاده ريــــشه يي سـ
g(x) sin x  g(xيعنــــي. باشــــد1 )  ،ولــــيg (x )  .كــــه اگــــر در حــــاليg(x )  ًمعــــادلا sin يــــا  x  1داريــــم ،:

g (x ) cos x    ،پذير استي نقاط مشتق بنابراين تابع اصلي در همه. 
 :توانيد به همين نتيجه برسيد با رسم نمودار تابع نيز مي:راه دوم

yدر تابع sin x  yدر تابع.نقطه مماس استشمار ها در بيx، نمودار بر محور1 | sin x |  عيناً نسبت به محور1 هـا قرينـهx، نمودار 
 .ناپذير نيستدار يا مشتقاي زاويهشود كه باز هم در هيچ نقطهمي

xياولاً در نقطه )3(يگزينه   -81  tanدر واقع به دليل حـضور( تعريف نشده استf، تابع2 xو cot xي آن، در تمـام نقـاط در ضـابطه

kx  k كه2 Zتابع ،fحـال اگـر قـرار دهـيم.اريم، پس به اين نقطه كـاري نـد) نامعين است g(x) tan x cot x در نقـاطي كـه ،

g(x)  ولي ،g (x)  تابع ،f (x) | g(x) |داريم.ناپذير است مشتق: 
x ( , )g(x) tan x cot x tan x tan x tan x x , xtan x
               2

1 2
1 31 1 4 4



g:در هر دوي اين نقاط داريم (x) tan x cot x     2 21 1 بنابراين در هر دو نقطه ،fناپذير است مشتق. 
 :كنيمنمودار تابع را رسم مي )4(يگزينه   -82

 .وجود دارد)ناپذيرو بنابراين مشتق(داري زاويهاز نمودار تابع مشخص است كه سه نقطه
fصورت  بهتوانيمي تابع را ميضابطه )1(يگزينه   -83 (x) x | x |وضوح در نشان دهيم كه بهx  چنـين تـابع در ايـنهـم. پيوسته اسـت

 :پذير است، زيرانقطه مشتق
x x x

x | x | x | x |f ( ) lim lim | x | , f ( ) limx x   
  

      
   

     

yچون حد تابع)1(يگزينه   -84 x xي تنها در نقطه2  شود، پس تـابعمي)ي دوممقدار ضابطه( برابر صفرfي تنهـا در نقطـهx  

fكهچنين با توجه به اينهم).هاي بخش پيوستگي مراجعه كنيدتر به تستبراي توضيح بيش(پيوسته است ( )  داريـم ،:
x

f (x)f ( ) lim x
 




yيو چون مقدار اين حد براي هر دو ضابطه x 2
y و1 2 شود، داريم برابر صفر مي:f ( )  . 

fچون)3(يگزينه   -85 ()  داريم : 

x x

f (x) xf ( ) lim limx x 
 

   


2

2
1 1

 


، به جايد كه چوندقت كني x  xتوانيم ميx  :حال داريم. قرار دهيم2

x x x

( x )( x ) xf ( ) lim lim lim
x ( x ) x ( x ) x  

  

             
     

2 2 2

2 2 2 2 2
1 1 1 1 21 1 1

21 1 1 1 1 1  


xناپذيري تابعي مشتقبا توجه به ضابطه، نقطه)3(يگزينه   -86  داريم. است: 

x f
x f ( )x x xf (x) f (x) f ( ) f ( )

x x x f ( )
x

ــتهدر   پيوســــ
 



                        
 

1 1
1 2 1 2 1

1 11
22 1


 

 
  

y sin xy

x

y sin x  1
y

x


x

y y | x |

x

y

y | x | 1

1
1 1

x

y y f (x)

1

1 1 

C

D

B

B

C

B

B
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xيعني بايد نقاطي را بيابيم كه.ناپذير استاي كه تابع ناپيوسته باشد، مشتقها در هر نقطهبه دليل حضور جزء صحيح)4(يگزينه   -87 Zيـا 

x Z 1
x] و[x]تابعدر هر يك از اين نقاط يكي از دو.3 ] 1

در. پيوسته و ديگري ناپيوسته است، بنابراين مجموع آن دو نيز ناپيوسته است3

)يبازه , )3اند از اين نقاط عبارت{ , , , , }2 5 81 23 3 3. 

fداريم)3(يگزينه   -88 (f (x)) | | x ||  1  .كنيمرسم مي، حال نمودار اين تابع را1

yبا توجه به نمودار، f (f (x))ي در سه نقطهx  و x  1ناپذير است مشتق. 
xبايد تابع در)4(يگزينه   -89  a پيوسته باشد، بنابراين1 b   :ن فرض داريمبا اي.2

x f f ( ) a b ax x x xf (x) f (x)
f ( ) a b a b bax b xax bx x

 
 



                                  

1 3
2 12

2

1 1 2 1 32 1 1
1 2 2 52 11

¾Tw¼ÃQ nj

fدانيممي )3(يگزينه   -90 (x) (x )  23 x در1  x مقداري برابر صفر و براي1  x مقداري مثبت دارد، پس در1  نيمم نـسبي مي1
yدارد و تابع [f (x)]در ايـن نقطـه)1(يبه دليلـي مـشابه تـابع گزينـه.درست است)3(يپس گزينه.پذير است در اين نقطه پيوسته و مشتق

x :داريم)2(يين براي تابع گزينهچنهم.ناپذير استناپيوسته و مشتق x x

(x )[ x ]y lim lim[ x ]
x

3
3

1 1 1

1 1 11
 

    


xكه دردليل اينكه حد آخر به  fنيمم نسبي با مي1 (x) x 3 )4(يگزينه).اندحدهاي چپ و راست متفاوت( سروكار نداريم، وجود ندارد1
 .توانيد با استدلالي مشابه رد كنيدرا نيز مي

fكهآنبا توجه به )3(يگزينه   -91 ( ) 1 f، حاصل حد مورد نظر همان1 ( ) x درfچون تابع. است1  fتوانيم پيوسته است، مي1 ( ) را با1
f :دست آوريمي دوم تابع بهمشتق گرفتن از ضابطه ( )   1 4 1 4

f:داريم )4(يگزينه   -92 () 1 f و3 ( ) 2 t، بنابراين اگر قرار دهيم1 h tگاه، آن2  و داريم : 

t t

f ( t) f ( ) f ( t) f ( )lim lim f ( ) f ( )t tجواب 
   

 

        1 1 2 2 1 2
 

x : x , x f (x) x (x ) f ( )

x : x , x f (x) x (x ) f ( )
 جواب


 




                 
              

1 1 2 1 3 2 1 1 3 2
2

2 1 2 1 3 2 2 1 3 4

 

 

tاگر قرار دهيم )2(يگزينه   -93 x  2گاه، آنt  و داريم : 

t t

f ( t) f ( ) f ( t) f ( )lim lim f ( )t tجواب 
  

 

        


1 1 1 12 2 1

2
 

xدر همسايگي كوچك چپ  x، علامت1   : مثبت است، بنابراينx منفي و علامت1
x xf (x) f (x) f ( )x x (x ) 

               
   2

1 1 2 3 3 32 1 21 1 4 21
fصورتي تابع را بهضابطه)4(يگزينه   -94 (x) g(x)[x]تابعبراي پيوستگي.نويسيم ميfدر x  ي عامل صـفر كننـده، طبق نكته2
)gبايد ) 2 .بنابراينg(x) (x )h(x)   : و داريم2

x x

(x )h(x)[x]f ( ) lim lim h(x)[x]x 

   
2 2

22 2


)h حد بالا موجود باشد، بايدكهبراي آن ) 2 بنابراين ،g(x)بر (x ) )gپذير است و در نتيجه بخش22 ) g ( ) 2 2 .حال داريم: 
g( ) a b a

a b
g ( ) a b

        
           

2 8 12 2 24
4

2 12 12 28
 
 
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B

B

B
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آهنگ تغییرات: 5-7

کنـیم، حجـم ومثلاً وقتی که داخل یک بالن هوا وارد مـی. در مسائل روزمره آشنا هستید» نرخ رشد یا زوال یک متغیر«یا» آهنگ تغییر«با مفهوم
حجـم و. ها استآهنگ تغییر آناین نرخ تغییر حجم یا شعاع، همان . شوندافزوده می) و در عین حال مرتبط با هم(هاي مختلفشعاع بالن با سرعت

آوردن دسـتبـهایم، مواجهیکدیگرمعمولاً وقتی در یک آزمایش روزمره با چند کمیت وابسته به. هستند» هاي وابستهکمیت«اي ازشعاع بالن نمونه
که همان(گیري آهنگ تغییر حجم بالناندازه،»وارد کردن هوا به بالن«در آزمایشمثلاً. هاي دیگر استتر از کمیتها سادهآهنگ تغییر یکی از آن

آوردندسـتبهگیري شعاع بالن وولی اندازه. ي این هوا بسیار ساده استکنندههاي منابع تأمینبا استفاده از درجه) حجم هواي ورودي به بالن است
ي ساده، آهنگ تغییر این دو کمیت را به هم مربوط ادلهکه کافی است با یک معحال آن. ي کاملاً تجربی امري مشکل استآهنگ تغییر آن به شیوه

.آوریددستبهسازید تا از یکی، دیگري را 

yفرض کنید -1: تعریف f (x) تابعی ازxتابع » آهنگ متوسط تغییر«. باشدy نسبت بهxي در فاصله[a,b]، برابر نسبت تغییرات
yت به تغییراxاست، یعنی:

y f (b) f (a)
y

x b a
  
 

:تربه بیان دقیق. آیدمیدستبهتغییر تابع » ايآهنگ لحظه«یا » آهنگ آنی«به یک لحظه محدود شود، [a,b]ي اگر فاصله-2

x

y
lim f (x)

x 

  


آهنگ آنی تغییر

ود که بر حـسبرمفهوم آهنگ تغییر معمولاً براي توابعی به کار می. اي تغییر، همان مقدار مشتق تابع استحظهپس همواره منظور از آهنگ آنی یا ل
.اندزمان بیان شده

fتابع ): 1(يمسأله (x) x x 21
. مفروض است2

]ي آهنگ متوسط تغییر تابع را بر بازه) الف , / ]3 3 . بیابید3
xي اي تغییر تابع را در نقطهآهنگ لحظه) ب  . آوریددستبه3

fآهنگ متوسط تغییر، برابر نسبت تغییرات )الف:حل (x) به تغییراتxاست:

x
x /

(x x ) (x x )f (x ) f (x )
(x x ) (x x ) /

x x x x



  
        

 
1

2

2 2
2 1 2 1 32 1

1 2 1 23 32 1 2 1

1
1 12 1 1 2 152 آهنگ متوسط تغییر2

:همان مشتق تابع استاي تغییر آهنگ لحظه)ب
f (x) x f ( )    1 3 2

. کنیمکروي شکل را با هوا پر مییک بالن ): 2(يمسأله
. آوریددستبهحجم بالن نسبت به شعاع آن را ) ايمتوسط و لحظه(آهنگ تغییر ) الف
. آوریددستبهآهنگ آنی تغییر شعاع نسبت به حجم را ) ب

Vي معادلهي بالن از دانیم حجم کرهمی)الف:حل R  34
). نـشان دهـیمV(R)توانیم آن را بـاو می(است Rتابعی از V. آیدمیدستبه3

: داریم) R2تا R1از شعاع (Rنسبت به Vبراي آهنگ متوسط تغییر 
V V R RV (R R R R )

R R R R R
        

  

3 3
2 22 1 2 1
2 1 2 1

2 1 2 1
4 4
3 3

مشتق توابع




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:مطابق تعریف، باید مشتق بگیریم،Rنسبت به Vي آهنگ آنی تغییر براي محاسبه
dV R R
dR

   2 24 3 43
dRخواهیم ایم و میدر نظر گرفتهVرا به عنوان تابعی بر حسبRاین بار)ب

dV
گیریم شتق میمVاز دو طرف معادله بر حسب . آوریمدستبهرا 

):به صورت ضمنی(
dR dRR
dV dV R

   


2
2

4 11 33 4

/mهوا با سرعت یک بالن کروي شکل،از): 3(يمسأله
s

3
0 متر است، آهنگ تغییر شعاع 6هنگامی که قطر بالن . شودخارج می1

.و مساحت کره را بیابید
، به معناي آهنگ تغییر حجم کره نسبت بـه»سرعت«دانیم مفهوم می. شدن حجم کره استوا، همان سرعت کمشدن همنظور از سرعت خارج:حل

dV: باشد و داریمتابعی بر حسب زمان میVیعنی . زمان است m/
dt s

 
3

0 dRخواهیم با این فرض می. 1
dt

dSو 
dt

ي با توجه به رابطه. بیابیمرا 

V R  34
:اي داریمي زنجیره، طبق قاعده3

dV dR dRR R
dt dt dt

   2 24 3 43
Rحال در حالت   : ، داریم)متر6قطر کره برابر (3

dV m dR dR // , R /
dt s dt dt

          
 

3 2 0 1 10 1 3 0 1 4 3 36 360
: دهیمشعاع ارتباط میي آهنگ تغییر مساحت کره، آن را بهبراي محاسبه

RdS dR dSS R R ( )
dt dt dt

          


2 3 1 14 8 24 360 15
mپس شعاع کره با آهنگ تغییر 

s
1

mو مساحت کره با آهنگ 360
s

21
.یابندکاهش می15

ي نردبـان بـاپایـه. متر فاصله دارد6ي آن تا دیوار ایم و پایهمتر به یک دیوار عمودي تکیه داده10به طولبانیدنر): 4(يمسأله
mسرعت 

s
خورد؟ ي بالایی نردبان با چه سرعتی روي دیوار به پایین سر میلبه. کندشروع به لغزیدن می1

dxکـهخواهیم وقتی می. بیانگر وضعیت شهودي نردبان استمقابلشکل:حل m
dt s

 xو 1 m dy، مقـدار6
dt

را 
:گیریممشتق میtدهیم و از دو طرف تساوي بر حسب را با یک تساوي به هم ربط میyو xمانند مثال قبل . بیابیم

dy dy dydx dx xx y x y , x y
dt dt dt dt dt y

            2 2 210 100 2 2 1 

xدر حالتی که m y: ، داریم6 m dy: بنابراین،8
dt

   6 3
8 ي ي بالایی در خلاف جهـت لبـهي حرکت لبهعلامت منفی نشان دهنده. 4

لایی نردبان بـا سـرعتي باپس در این شرایط لبه. کنندیعنی یکی در جهت کاهش متغیر و دیگري در جهت افزایش متغیر حرکت می. پایینی است
m/
s

0 .سردبه پایین می75

lit، آب با آهنگ m3ي اي شکل به شعاع قاعدهاستوانهاز یک مخزن ): 5(يمسأله
s

مخزن با چه سطح آب در این. شودخارج می3
رود؟سرعتی پایین می

rاگر :حل m dVحجم آب باشد، طبق فرض مسأله Vارتفاع آب در مخزن و hشعاع قاعده، 3 lit
dt s

 3 خواهیم میوdh
dt

:داریم. حساب کنیمرا 
dV lit m m
dt s s s

      
3 31 33 3 1000 1000

dV dh dh dh mV r h r
dt dt dt dt s

           


2 2 23 131000 3000

r

h

y 10
x






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هاي وابستهدر کمیتروش کلی حل مسائل آهنگ تغییرات :نتیجه
. مسائل را به دقت بخوانید و در صورت امکان شکل براي آن رسم کنید-1
. را به صورت توابعی از زمان در نظر بگیریدهر کداممتغیرها را با نمادهاي مناسب نامگذاري کنید و -2
. مشخص کنیدي مسأله را هاي مسأله را به صورت ریاضی بیان کنید و خواستهاطلاعات و فرض-3
ي مسأله توانید با استفاده از هندسهاگر می. ها متغیرهاي مختلف به هم ربط داده شده باشندمعادلاتی بنویسید که توسط آن-4
. تعداد متغیرها را کاهش دهید) گذاريجايو (

. آوریددستبهي سؤال راها، خواستهفرضگذاريجاياز دو طرف معادلات بر حسب زمان مشتق بگیرید و با -5

آب بـا سـرعت. متر مفروض اسـت4متر و ارتفاع2يمخزن آب به شکل یک مخروط معکوس با شعاع قاعدهیک): 6(يمسأله
m
min

3
. آوریددستبهمتر است، نرخ رشد ارتفاع را 2اي که ارتفاع آب در لحظه. شودبه داخل مخزن وارد می2

دانـیممـی. کنـیمفـرض مـیVو حجـم آن راrي آب راو شـعاع قاعـدهhارتفاع آب در مخروط را:حل
dV m
dt min


3

hاي که خواهیم در لحظهو می2 m dh، مقدار 2
dt

. را بیابیم

Vي متغیرهاکنندهي مربوطمعادله r h  21
Vوr،hهـر سـه متغیـرکـه(اسـت) فرمول حجم مخروط(3

OAوOABتـوانیم بـا اسـتفاده از تـشابه دو مثلـثولی مـی،)توابعی برحسب زمان هستند B ا متغیرهـا ر
:داریم. کاهش دهیم

r h h h dV dh dhr V ( ) h h h h
dt dt dt

            2 3 2 21 32 4 2 3 2 12 12 4
hdV m dh dh m

dt min dt dt minh
    



3 2
2

8 22

1/کودکی با قـد. متر قرار گرفته است3خیابان یک لامپ روي تیر چراغ برقی به ارتفاعدر یک): 7(يمسأله متـر بـا سـرعت2
m
s

. شوددود و از تیر چراغ برق دور میر خیابان مید4
ي فرد روي زمین چقدر است؟ متر است، سرعت افزایش طول سایه2ي شخص با تیر برق اي که فاصلهدر لحظه) الف
را در ایـن، نرخ رشـد)ي بین خط رؤیت انتهاي سایه و راستاي عمودزاویه(ي رؤیت سایه از ناظري روي لامپ باشدزاویهاگر) ب

.آوریددستبهلحظه 
طـولyي فرد از تیـر چـراغ وفاصلهx. ي فرد استانتهاي سایهBمکان لامپ وAدر شکل مقابل:حل
.استیت انتهاي سایه از لامپ ي رؤنیز زاویه. ي فرد استسایه

dx: طبق فرض m
dt s

 xایم که اي را براي تحلیل درنظر گرفته، و لحظه4 m 2.

dyدر این حالت )الف
dt

: کنیماستفاده میBDCو OABاز تشابه دو مثلث . خواهیمرا می
y y y dy/ / dx m/ y x

x y x y x / dt dt s
             

  
1 2 0 4 2 2 2 2 80 4 43 1 0 4 3 3 3 3 3

dدر این حالت )ب
dt
ي کنندهي مربوطرابطه. خواهیمرا می ،x وyبه صورت زیر است :

: مشتق بگیریدtحال از دو طرف نسبت به 
dy dyd dx d dx( tan ) ( )

dt dt dt dt dt dt( tan )
       

 
2

2
1 1 11 3 3 3 1

xحال در حالت   :داریم2

x

x y x tan

d rad| ( )
dt s( )



          

   


2

2 4 1 1 4 102 23 3 3 3 3 9
1 8 1804100 3 1813 1 81

A

D

BCO

m3

x y



A 2 B

B

h

O

4
A r





x yOBtan x y
OA

    1 1
3 3 3

telegram.me/irandaneshnovin

@irandaneshnovin:بھترین جزوات، مشاوره با رتبھ ھای تک رقمی 



291»مشتق توابع«فصل پنجم 

yدر ربع اول دستگاه مختصات روي سهمیPيذره): 8(يمسأله x هـا بـاxکند که تصویر ذره روي محورچنان حرکت می2

mسرعت 
s

xها را بیابید وقتی که xبا جهت مثبت محور OPيآهنگ تغییر زاویه. رودپیش می10 m 3.

yبه وضوح همواره. ایمنامیدهي مورد نظر را زاویه:حل x : و داریم2
y x d dx d dxtan x ( tan )
x x dt dt dt dttan

          
 

2 2
2

11
1

dx: دانیماز فرض سؤال می m
dt s

 1 :، بنابراین0
tan x

x
d d rad|
dt dt stan

 


    
 

3
32

1 0 1 0 11 01

maمراقبت جاده با سرعتهواپیماي): 9(يمسأله
s

متري از سطح زمین، بالاي جـاده در مـسیر مـستقیمی حرکـتbدر ارتفاع
متر اسـت، و ایـنcي بین اتومبیل روي جاده و هواپیماکند که فاصلهرادار هواپیما مشخص می. شودکند و به بالاي اتومبیلی نزدیک میمی

mkفاصله با آهنگ 
s

.سرعت اتومبیل در جاده را بیابید. باشدیدر حال کاهش م

، xي اتومبیل تا تـصویر قـائم هواپیمـا رانامیم و فاصلهمیyي اتومبیل و هواپیما رافاصله:حل
yواضح است که  b x 2 2 dy: دانیممیاز فرض سؤال. 2 mk

dt s


dxV: باشد، داریمV2و سرعت اتومبیلV1اگر سرعت هواپیما V
dt

 1 هـااز هـردوي آنxي اند، فاصلهدقت کنید که چون هر دو متحرك. (2

Vچون ). باشدبرابر با مجموع نرخ تغییرات اتومبیل و هواپیما میxمتأثر است، و نرخ تغییرات  a1پس ، :dxV a
dt

 2و داریم:
dy dxy b x y x
dt dt

dy kydxk
dt dt x

   

  

2 2 2 2 2

yي مورد نظر داریم در لحظه cبنابراین ، :x c b 2 : و در نتیجه2
kydx kc dx kc a c bV a

dt x dtc b c b

      
 

2 2
22 2 2 2

بـه راحتـیPيکه حول قرقرهm33با طنابی به طولBوAهايواگن): 10(يمسأله
بـا سـرعتAواگن . متر است12از سطح زمینPارتفاع. اندکند، به هم متصل شدهحرکت می

m
s

با چـهBمتر است، واگن Q ،5از Aي اي که فاصلهدر لحظه. شوددور میQي از نقطه2
شود؟ نزدیک میQسرعتی به 

dyدانیممی. ي شکل اصلی است، در نظر بگیریدشدهرو را که صورت سادهشکل روبه:حل m
dt s

 dxخـواهیمو مـی2
dt

. را بیـابیم
yاي را که لحظه  tاست، 5 t داریم. نامیممی :

y ( a) a a x x              2 2 2 2 2 25 33 5 12 33 13 20 20 12 16
t: کنیمحالا آهنگ تغییر متغیرها را حساب می t

dyda da( a) y ( a) y |
dt dt dt 

           
 

2 2 2 2 5 2 1033 12 2 33 2 2 13 13

t t
da dx dxa x a x | ( )
dt dt dt          2 2 2 20 10 2512 2 2 16 13 26

mپس واگن دوم با سرعت 
s

25
.شودنزدیک میQي به نقطه26

a

xy

12
a33 

y

y

x xO


P

x

y
b

Q

A Bm12

P






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7-5هاي بخش مرینت

cmاي با سرعت شعاع دایره-1
s

است، سرعت افزایش مساحت دایره چقدر است؟ cm10اي که شعاع برابر در لحظه. یابدافزایش می2

mیک ضلع مستطیلی با سرعت-2
s

mکاهش و ضلع دیگر با سرعت 10
s

سرعت تغییر مساحت و قطر مـستطیل را بیابیـد در. یابدافزایش می20

.استcm10و ضلع دوم برابر cm20اي که ضلع اول برابر لحظه

مقدار مسافت طـی شـده نیـز بـه زمـان حرکـت. وابسته است(s)شده توسط آن به مسافت طی(G)مقدار گاز مصرفی یک ماشین گازسوز-3

0/اگر. وابسته است(t)ماشین kmگالن گاز براي طی هر کیلومتر مصرف شود و سرعت ماشین05
hr

مـصرف گـاز چقـدرباشـد، سـرعت30

است؟

aيقرقـره در فاصـله. را نگه داشته اسـتMاي به جرموزنهbي طنابی به طولبه وسیلهAشخص-4

mcاگر شخص با سرعت. متري سطح زمین قرار دارد
s

در جهت مشخص شده حرکت کند، در زمـانی کـه

. را تعیین کنیدMي وزنهبالا رفتن متر است، سرعت kوزنه تا زمین يفاصله

BCدانـیممـیABCالـساقیندر مثلث متساوي-5  ABو10 AC .آهنـگ تغییـر ارتفـاعAHيبـه نـسبت زاویـهBرا در حالـت
AB  5 . بیابید2

. متـر متـصل اسـتسـانتی3تر به یک دسته به شعاعمسانتی7طولاي بهدر موتور یک ماشین، میله-6
، در نتیجـه)يدر جهت افزایش زاویـه(کندهاي ساعت حرکت میمحور دسته در خلاف جهت عقربه

دور در دقیقه باشـد،200محور دستهاگر سرعت حرکت). xدر جهت کاهش(کندپیستون حرکت می

اي که در لحظه  ، سرعت پیستون چقدر است؟3

. شـوداز سـطح افـق دیـده مـیي با زاویهAمتر از سطح زمین توسط ناظر5بادبادکی در ارتفاع-7

mبادبادك با سرعت
s

ي تـصویراي کـه فاصـلهدر لحظه. طور افقی در حال دور شدن از ناظر استبه2

ي دید ناظر چقدر است؟سرعت کاهش زاویهمتر است،10بادبادك روي زمین از ناظر 

xذلولیاي بر هنقطه-8 y 2 23 mآن با سرعتyکند که مختصاتچنان حرکت می12
s

xوقتی که. شودزیاد می4 m است، مختصات4

xکند؟ آن با چه آهنگی تغییر می

متـر، آب بـا8تـا2متر، و عمـق متغیـر24متر، طول12رو به عرضبه استخري مطابق شکل روبه-9

mسرعت
s

3
متـر اسـت، سـرعت2در حالتی که عمق آب در بخش عمیـق اسـتخر. شودداخل می16

. آوریددستبهیش ارتفاع آب را افزا

M m
c

s


224
12

8

x

73


5

10A 
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ايچهارگزینههاي پرسش

fي در تابع با ضابطه-1 (x) x آهنگ متوسط تغییر تابع وقتی متغیر ،x ي اي در نقطهتغییر کند، برابر آهنگ لحظه25به 4ازx aاست .
a83-سراسري (ست؟ کدام ا (
1 (75/112 (25/123 (5/134 (75/13

fاي تغییر اگر آهنگ لحظه-2 (x) در واحد تغییرxي ، در نقطهx  برابر 2 fگاه حد عبارت باشد، آن32 ( ) f ( h)
h

 2 h، وقتی 2  

برابر کدام است؟

1 (3-2 ( 323 (3
24 (3

yآهنگ متوسط تغییر تابع -3 x x 3 ، کدام است؟رسدمی1/2به 2از x، وقتی 2
1 (82/132 (91/133 (52/144 (61/14

fنسبت تغییرات متوسط -4 (x) sin x به تغییرات متغیرx3ي روي بازه[ , ] 
6 کدام است؟2

1 (

1
22 (


1
33 (


2
34 (


3
2

r، در rیر مساحت یک دایره نسبت به شعاع آهنگ آنی تغی-5  10کدام است؟
1 (102 (153 (254 (20

dAي هاشورزده باشد، مساحت ناحیهAاگر -6
dr

rوقتی   کدام است؟3

1 (432 (83
3 (20

34 (16
3

آن چقدر است؟ ، آهنگ تغییر حجم کره نسبت به مساحتRدر یک کره به شعاع -7

1 (R2 (R
23 (R24 (R

4
0/طول هر ضلع مکعب با سرعت-8 ، واحد باشد15ضلع مکعباي که طولسرعت افزایش حجم آن در لحظه. یابدمتر بر ثانیه افزایش می04

چقدر است؟
1 (182 (243 (274 (30

yاي روي مسیر ذره-9 x 2 22 0/آن با سرعت xي اگر مؤلفه. کندحرکت می1 )ي متر بر ثانیه افزایش یابد، در نقطه1 , )1 آن با yي مؤلفه1
کند؟چه سرعتی در ثانیه تغییر می

1 (05/02 (1/03 (15/04 (2/0

yاي بر روي مسیر ذره-10 cos x 22 آن است؟yي آن برابر سرعت مؤلفهxي اي با کدام طول، سرعت مؤلفهدر نقطه. کندحرکت می1

1 (5
62 (5

123 (7
124 (7

6

r
r

3
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0/واحد، خطی موازي قاعده با سرعت 28و ارتفاع 32ي در مثلثی به طول قاعده-11 شود و با دو ضلع دیگر نزدیک میواحد بر ثانیه به رأس مقابل آن 02
ها کدام است؟ساحتواحد است، سرعت کاهش این م7ي این خط تا رأس مقابل اي که فاصلهدر لحظه. سازدهاي متشابه میمثلث، مثلث

1 (07/02 (08/03 (14/04 (16/0
ABاي به قطر دایرهبر روي نیمMي نقطه-12  ي واحد در ثانیه از نقطه05/0با سرعت ثابت ABبر قطر Mي تصویر نقطه. در حرکت است9

Aواحد است، سرعت افزایش طول وتر 25/6اي که این فاصله برابر در لحظه. شوددور میAMکدام است؟
1 (024/02 (030/03 (045/04 (072/0

mهاي مثلث با سرعت الاضلاع، ارتفاعدر یک مثلث متساوي-13
s

، سرعت افزایش متر است2مثلث اي که یک ضلع در لحظه. یابندافزایش می4

مساحت کدام است؟ 
1 (5/32 (83 (5/44 (5

Qثانیه در یک هادي جریان دارد، tاگر مقدار بار الکتریکی که -14 t t t  32 یه چقدر است؟ثان4کولن باشد، شدت جریان پس از 43

1 (322 (333 (344 (35

xyاي روي مسیراگر ذره-15

y




3
2

8
51

)يز نقطهگاه وقتی که ذره امتر در ثانیه افزایش یابد، آن6آن با سرعتxيحرکت کند و مؤلفه , )1 2

کند؟ییر میآن با کدام سرعت تغyي گذرد، مؤلفهمی

1 (50
50) 2افزایش9

60) 3کاهش9
60) 4افزایش 7

کاهش 7

6ي آني آن، وقتی که شعاع قاعدهآهنگ تغییر حجم این مخروط نسبت به سطح قاعده.مفروض است90ي رأسمخروط دواري با زاویه-16
: واحد است، برابر است با

1 (62 (33 (64 (3
0/به موازات خود و با سرعتABاگر . است8برابرAB، طول وتر 5ي به شعاع ادر دایره-17 از مرکز دایره دور شود، سرعت کاهش طول 2

چقدر است؟ ABوتر 
1 (3/02 (15/03 (25/04 (5/0

0/ي قاعده با سرعت همواره موازي صفحهPي واحد، صفحه25کره به شعاع در یک نیم-18 از 04
ي واحد است، سرعت کاهش مساحت دایره12ي دو صفحهدر حالی که فاصله.شودآن دور می

)87-سراسري (کره کدام است؟و نیمPي مقطع صفحه
1 (/ 0 482 (/ 0 72
3 (/ 0 844 (/ 0 96

xياي بر روي منحنی به معادلهنقطه-19 x y   )ياي که ذره از نقطهدر لحظه.در حرکت است5 , )4 کند، اگر سرعت عبور می5
0/برابر xافزایش  )89-سراسري (کدام است؟ yواحد در ثانیه باشد، سرعت تغییر 2

1 (/0 32 (/0 53 (/0 44 (/0 6

P
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هاي تشریحیپاسخ
)2(يگزینه-1

f ( ) f ( )   


25 4 5 2 1
25 4 21 آهنگ متوسط تغییر7

f (x) a / a /
x a

       1 1 1 3 5 12 2572 اي تغییرآهنگ لحظه2

f: از فرض داریم)3(يگزینه-2 ( )   32 و چون 2
h

f ( ) f ( h)
lim

h

 2 2


3، پس جواب 
.شودمی2

:طبق تعریف، آهنگ متوسط تغییر تابع برابر است با)4(يگزینه-3
x / ,xf (x ) f (x ) (x x ) (x x )

(x x x x ) /
x x x x

    
     

 
2 1

3 3 2 1 22 22 1 2 1 2 1
2 1 2 1

2 1 2 1

2 2 14 61

)1(يگزینه-4
sin( ) sin( )f (x ) f (x )ff (x) sin x , g(x) x A

g g(x ) g(x ) ( )

       
    

2 1
2 1

12 63 23 2 6
)4(يگزینه-5

r
dS dSS r r |
dr dr        2

102 20
)4(يگزینه-6

r
r r dA r dAA r ( ) |

dr dr 
          

22 2
3

8 16 16
3 9 9 3

)2(يگزینه-7
dVV R R
dR dV R R

dS RdSS R R
dR

             


3 2
2

2

4 43 4
8 24 8

:بنامیم، داریمVو حجم آن را aاگر ضلع مکعب را )3(يگزینه-8

a
dV da dV mV a a a / |
dt dt dt s         

33 2 2 2
15

43 3 0 04 3 15 27100
)1(يگزینه-9

dy dxy x y x
dt dt

    2 22 1 4 2 

(x,y) ( , )
( , )

dy dyx dx | / /
dt y dt dt

     1 1
1 1

1 0 1 0 052 2
)3(يگزینه-10

dy dx dxy cos x cos x ( sin x) sin x
dt dt dt

        22 1 4 2 2

x n   7
xا ی12 n x n      2 2 6 dyیا 12 dx sin x sin x x n

dt dt
         12 2 1 2 2 22 6

nکه  Zکنددر این شرایط صدق می) 3(ي ها، گزینه، و واضح است که از بین گزینه.
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dSنـشان دهـیم،Sرا بـاADEاگر مساحت. نامیممیhي خط تا رأس مقابل رامطابق شکل فاصله)4(يگزینه-11
dt

: داریـم. خـواهیمرا مـی
.)نسبت تشابه استkایم و نشان دادهSرا با ABCمساحت (

S hA DE ~ A BC k ( )
S AH

 
  

2 2

S dS dhS h h h h
dt dtAH

      


2 2 2
2

32 4 8
2 28 7 7

h
dh ds/ | ( / ) /
dt dt         7

80 02 7 0 02 0 167
الزاویـهباشد، از خواص مثلـث قـائمارتفاع وارد بر وتر آن میMHاویه است والزقائمMدر رأسAMBبا توجه به آن که مثلث)2(يگزینه-12

AM: (داریم y (
dy dydx dxy x.AB y x y
dt dt dt y dt

      2 2 99 2 9 2
x /

dydxx / y / / , / | /
dt dt /         

6 25
9 56 25 9 6 25 7 5 0 05 0 032 7 5 100

h: طول ضلع مثلث باشد، ارتفاع آن برابر است باaاگر )2(يگزینه-13 a 3
S: نو مساحت آ2 a 23

: بنابراین. 4

a
dS da dh da dS dh dSa , a |
dt dt dt dt dt dt dt         2

3 3 2 4 82 2
: پس. شدت جریان یک هادي همان آهنگ تغییر بار الکتریکی در هادي است)3(يگزینه-14

dQI(t) t I( ) A
dt t

        2 42 1 4 32 1 1 34
2

)4(يگزینه-15
dy dydxxy y ( y x y ) y

dt dt dt
      3 2 3 25 8 8 5 3 8 2

( , )
dy dy dydx , (x, y) ( , ) ( ) |

dt dt dt dt
          1 2

606 1 2 5 6 8 3 4 8 4 7
: است، داریم90ي رأس مخروطیهبا توجه به آن که زاو)2(يگزینه-16  45و اگر ارتفاع مخروط راhگیـریمبنامیم، نتیجه مـیh r .

dVاکنون 
dS

: داریم. خواهیمرا می

r

dVV r h r r
dr dV r r dV

dS r dSdSS r r
dr



                 


2 3 2
2 6

2

1 1
3 3 32 22

: بنامیم، داریمhرا OHي و فاصلهxرا ABوتر اگر طول )1(يگزینه-17
x dh x dx dx h dhOA OH AH h ( ) h

dt dt dt x dt
             2 2 2 2 2 2 1 45 2 22 2 2

x
dxx h | / /
dt 

          2 2
8

4 38 5 4 3 0 2 0 38

dh: با توجه به شکل، طبق فرض سؤال داریم)4(يگزینه-18 /
dt

 0 0 hخواهیم در حالتی که و می4  1 2 ،dS
dt

S(بیابیم را  r  :داریم). 2
dS dhr h R S r (R h ) h
dt dt

           2 2 2 2 2 2 2
dh dS/ , h ( / ) /
dt dt

         0 0 4 1 2 2 1 2 0 0 4 0 9 6

dxخواهیم با فرض می)2(يگزینه-19 /
dt

 0 dy، مقدار 2
/

dt
 0 dy، مقدار 2

dt
: ال داریمگیري از فرض سؤبا مشتق. را بیابیم

x ,y
dx /
dt

dy dy dydx dx( ) ( )
dt dt dt dt dtx x y

 


           


4 5
0 2

1 1 1 2 1 2 1
4 10 6 10 22 2



A

h E

CB

D

32
28

M

A BHx



r

A B
O

H

Rh

r
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مشتق تابع مرکب و تابع وارون: 5-5

ي مـشتقولی آن قضایا براي محاسـبه. آوریمدستبهتوانیم مشتق برخی از توابع پیچیده را ایم، میهایی که در بخش قبل خواندهبا استفاده از قضیه
yتابعی چون x21 صورت ترکیبی از توابـعهتوانیم بچون این تابع را می. کنندکمکی نمیf (x) x وg(x) x21 ،بیـان کنـیم

. اي براي مشتق توابع مرکب پیدا کنیمپس باید قاعده

ايي زنجیرهقاعده: قضیه
Fپذیر باشند و توابعی مشتقgو fفرض کنید  fogورت داریمدر این ص. ترکیب آن دو باشد :

F (x) f (g(x)) g (x)   

فرض کنید:مثالf (x)
x

1
،g(x) x2 4 وh(x) fog(x) .هاي دو تابعمشتقfوgعبارت اند از :f (x)

x2
1 وg (x) x2 .

: بنابراین
x

h (x) f (g(x)) g (x) x
(g(x)) (x )2 2 2

1 22
4

       


h(x)ها، مشتق تابع ي تقسیم مشتقحال با استفاده از قضیه
x


2
1
4

. ي بالا آن را مقایسه کنیدرا بیابید و با رابطه

نیز بیان کرداین شکل جالب توان به میمشتق، اي را با نماد دیگر ي زنجیرهقاعده:تذکّر :
dF dF dg

dx dg dx
 

هاي اولیه در مثال. توانید بر آن تسلط پیدا کنیدهاي متنوع میبا حل مثالکهي مشتق توابع است، ترین بحث محاسبهاي، مهمي زنجیرهقاعده
یابـدتان افزایش میدر این صورت مهارت. در قاعده، مشتق تابع را حساب کنیدگذاريجايسعی کنید توابع را به صورت ترکیب دو تابع بنویسید و با

.هاي بعدي مستقیماً عمل کنیدتوانید در مثالو می

.دست آوریدبهمشتق توابع زیر را ): 1(يمسأله

f) الف (x) ( x )107 3 ب (f (x)
x x3 2

1
1


 

x) پ
f (x) ( )

x
92

2 1





f) ت (x) sin x2ث (f (x) cos(sin x)ج (f (x) sin x2

g(x)اگر)الف:حل x10 وh(x) x7 3 داریم ، :f gohها داریم، حال با توجه به مشتق :
g (x) x , h (x) f (x) g (h(x))h (x) ( x ) ( x )9 9 910 7 10 7 3 7 70 7 3            

g(x)اگر )ب x

1
3


 وh(x) x x2 1  داریم ،:f gohها داریم، حال با توجه به مشتق :

g (x) x , h (x) x f (x) g (h(x))h (x) (x x ) ( x )

4 4
23 31 12 1 1 2 13 3

 

               

مشتق توابع


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g(x)اگر )پ x9 وx
h(x)

x

2
2 1





f: ، داریم gohها داریم، حال با توجه به مشتق :
( )

g (x) x , h (x)
( x ) ( x )

8
2 2

1 1 2 2 59
2 1 2 1

      
 

x (x )
f (x) g (h(x))h (x) ( )

x ( x ) ( x )

88
2 10

2 5 45 29 2 1 2 1 2 1
      
  

g(x)اگر )ت sin x وh(x) x2داریم ، :f gohها داریم، حال با توجه به مشتق :
g (x) cos x , h (x) x f (x) g (h(x))h (x) cos x x22 2         

g(x)اگر )ث cos x وh(x) sin xداریم ، :f gohها داریم، حال با توجه به مشتق :
g (x) sin x , h (x) cos x f (x) g (h(x))h (x) sin(sin x)cos x          

g(x)اگر )ج x وh(x) sin x2داریم ، :f gohتوانیم بنویسیممی :
g (x) f (x) g (h(x))h (x) h (x)

x sin x2
1 1

2 2
        

:آیدمیدستبه) ث(اي مانند قسمت ي زنجیرهخود یک تابع مرکب است و مشتق آن طبق قاعدهh(x)تابع اما
x cos x x cos x

h (x) x cos x f (x)
sin x sin x

2 22
2 2

22
2

    

در . بی از سه تابع بودتابع نهایی ترکی) ج(ولی در قسمت. هایی از ترکیب دو تابع را حل کردیدنمونه) ث(-)الف(هايقسمت،)1(يمسألهدر
ترین گیري مرحله به مرحله به درونیکنیم و با مشتقترین تابع شروع میاي از توابع، از بیرونیها به این نکته دقت کنید که در زنجیرهي قسمتهمه

.کنیمتر را بررسی میي پیچیدهبعد چند نمونهي مسألهدر . رسیمتابع می

.آوریددستبهمشتق توابع زیر را ): 2(يمسأله

f) الف (x) sin(cos(tan x))ب (f (x)
cos x3

1
پ (f (x) sin(x cos x)

f) ت (x) x x x  ث (f (x) sin(tan( sin x )

g(x)اگر قرار دهیم )الف: حل cos(tan x)داریم ،:
g(x) cos(tan x) g (x) sin(tan x) ( tan x)21     

f (x) sin(g(x)) f (x) cos(g(x))g (x) cos(cos(tan x)) sin(tan x) ( tan x)21        

g(x)اگر قرار دهیم )ب cos x3داریم ،:
g(x) cos x g (x) sin x (x ) sin x x3 3 3 3 23        

f (x) (g(x)) f (x) (g(x)) g (x) f (x) (cos x ) sin x x

1 3 3
3 3 22 2 21 3

2 2

  

         

:اي داریمي زنجیرهطبق قاعده)پ
f (x) cos(x cos x) (x cos x) cos(x cos x) (cos x x( sin x)) (cos x x sin x)cos(x cos x)        

g(x)اگر )ت x x x  داریم ،:
g (x) ( x x ) (x x ) ( )

xx x x x

1 1 11 1 1 1
22 2

          
 

f (x) g(x) f (x) g (x) f (x) ( ( ))
g(x) xx xx x x

1 1 1 11 1
2 222

          
 


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:اي داریمي زنجیرهطبق قاعده)ث
f (x) cos(tan( sin x )) (tan( sin x ))  

cos(tan( sin x )) ( tan ( sin x )) ( sin x ) cos(tan( sin x )) ( tan ( sin x )) (cos x)
sin x

2 2 11 1
2

        

اند، کـاملاًنامی هم که بر آن گذاشته. دار و پیچیده نیستاي نکتهاي قاعدهي زنجیرهقبل ملاحظه کردید، قاعدهيمسألهطور که در دوهمان
در استفاده ایـن قاعـدهمهارت . اي وجود داردي زنجیرههایی از قاعدههاي کنکور، سؤالهمواره در امتحانات نهایی و سؤال. ي مفهوم آن استبرازنده

. آیددست میبهفقط با تمرین نیز 

fمقدار مشتق ): 1(تست (x) sin x3ي در نقطهx
2

9


83–سراسري (چقدر است؟(

1 (9
162 (9 83 (27

164 (27
8

: اي داریمي زنجیرهبا استفاده از قاعده:حل

f (x) sin ( x )cos( x ) f ( ) sin ( )cos( )
x

22 21 1 273 39 3 3 162 2 3

         
 

.درست است)3(ي بنابراین گزینه

fاگر ): 2(تست (x) sin x مقدار مشتق ،fof

f xدر 2 2


 82–سراسري (کدام است؟(

sin13 (cos14 (1) 2صفر) 1
gاگر:حل (x) fof (x)1  وg (x) f (x)2

2 داریم ،:

x

g (x) cos(sin x)cos x g ( ) cos g ( )g ( ) g ( )g ( )d fof
( ) |

dx f (g ( ))g (x) sin x cos x g ( )

1 1 1 2 2 1
2 22 22 2

12 2 2 2 2
2 22




                   


 





.درست است)1(ي بنابراین گزینه

fهریک از توابع زیر را بر حسب مشتق. پذیر باشدمشتقRبر fفرض کنید ): 3(يمسأله بیان کنید.
y) الف f ( x)4ب (y f ( f ( x))2 3 4 5  

g(x)ر اگ)الف:حل x4داریم ،:
y fog(x) y f (g(x)) g (x) f ( x) f ( x)4 4 4 4          

g(x)اگر )ب f ( x)2 3 4 5  داریم ،:
g (x) f ( x) ( x) f ( x)( ) f ( x)3 4 5 4 5 3 4 5 5 15 4 5              
y fog(x) y f (g(x))g (x) f ( f ( x))f ( x)15 2 3 4 5 4 5          

fاگر ): 3(تست (x)
x2

1
1

 


g(x)و  f ( )
x

1
،ار مقدگاهآنg ( )

3
4کدام است؟

1 (16
152 (15

163 (15
164 (16

15

g(x)چون :حل f ( )
x

 g:اي داریمي زنجیرهاده از قاعده، با استف1 (x) f ( ) ( ) f ( ) g ( ) f ( ) ( ( ) )
x x x x

2
2

1 1 1 1 3 4 4
4 3 3

            

f (x) f ( ) g ( )
x2

1 4 3 3 3 16 16
3 5 4 5 9 151

         


. درست است) 4(ي بنابراین گزینه


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fاگر مشتق ): 4(يمسأله (sin x) برابرsin x

sin x2
2

1
fباشد، مشتق  (tan x) آوریددستبهرا.

g(x)اگر :حل f (sin x)داریم ،:g (x) f (sin x) cos x  .دانیماز طرفی می :
g (x) f (sin x) cos xsin x sin x cos x sin x

g (x) f (sin x)
sin x sin x sin x2 2 2

2 2 2
1 1 1

      
  

tاگر قرار دهیم  sin xي تابع ، ضابطهf  آوریممیدستبهرا:
t x

t sin x f (t) f (x)
t x2 2

2 2
1 1

     
 

h(x)حالا اگر قرار دهیم  f (tan x)داریم ،:
tan x

h (x) f (tan x)( tan x) ( tan x) tan x
tan x

2 2
2

21 1 2
1

     


fتابع مقدار مشتق ): 4(تست (x) (x x x x )100 50 2 1050 50 1     درx  چقدر است؟
1 (1002 (2003 (4004 (500

f: بنامیم، داریمg(x)نتز رال پرااگر عبارت داخ:حل (x) (g(x)) : ، بنابراین10
xf (x) (g(x)) g (x) f ( ) (g( )) g ( )9 910 10     

  

)g: داریم ) 1 .اگر ازهمچنینg(x)ي جمـلاتاسـت و بقیـه50رابرشود که عدد ثابت آن باي دیگر حاصل میمشتق بگیریم، یک چندجمله
g:پس. هستندxهاي مضربی از توان ( ) f ( )50 10 1 50 500       

.درست است)4(ي بنابراین گزینه

اي را باید با ي زنجیرهقاعدهبسیاري از مواقع اما . ایماي و چگونگی استفاده از آن را آموختهي زنجیرههاي قبل مفهوم قاعدهها و تستدر مثال
بعد چند نمونـه ازي مسألهدر . تر پیدا کنیدهاي کوتاهقضایاي دیگر مخلوط کنید و حتی گاه دست به ابتکارهایی بزنید تا بتوانید مشتق تابع را از روش

.کنیماین مسائل را بررسی می
.آوریددستبهمشتق توابع زیر را ): 5(يمسأله

x) الف
f (x)

x

3
4

3
1
1





sin) ب x

f (x)
sin x

2 3
3 2





f) پ (x)

x x2
1

1


 
x) ت

f (x)
( x) ( x)2 21 1


 

xاگر )الف: حل
g(x)

x

3
3

1
1





xو 

h(x)
x

1
1





g(x): ، داریم h(x )3 . تابعhتابعی هموگرافیک است، پس:

( ) x
h (x) g (x) h (x ) x

(x ) (x ) (x )

23 2
2 2 3 2

1 1 1 1 2 63
1 1 1

            
  

x x
f (x) (g(x)) f (x) (g(x)) g (x) ( )

x (x )

1 3 33 2
4 4 4

3 3 2
1 3 1
4 2 1 1

 
       

 

xاگر . عمل کنید) الف(مانند قسمت )ب
g(x)

x

2 3
3 2





 ،g(x)یک تابع هموگرافیک است و داریم:
f (x) g(sin x) cos x

g (x) f (x) g (sin x)cos x
( x ) ( x ) ( sin x )2 2 2

2 2 3 3 5 5
3 2 3 2 3 2

          
  

:شودتر می، راه کوتاهدیگویا کنتابع را ي نخست کسر ضابطهاگر )پ
x x x

f (x) x x f (x) x
x x x x x x

2 2
2 2 2 2

1 1 11 1 2 1
1 1 2 1 1

            
     




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)که با توجه به آن)ت x) ( x) x2 21 1 4   داریم ، :
(x ) (x )

f (x) ( ) ( )
(x ) (x ) (x ) (x )

2 2
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
4 41 1 1 1

  
  

   

g(x)با توجه به این که مشتق  x 2 برابر است با ،g (x) x 32   گیریم، نتیجه می:
( x ) x

f (x) ( ) ( )
(x ) (x ) (x ) (x ) (x ) (x ) (x ) (x )

2 2
3 3 3 3 3 3 3 3

1 2 2 1 1 1 1 2 3 1 3 1
4 2 21 1 1 1 1 1 1 1

             
       

fاگر ): 6(يمسأله (x) ( x)( x) ( nx)1 1 2 1    ، مقدارf ( ) را بیابید.(n N)

:، یعنی)چرا؟(است nي آن برابر آید، که درجهاي درمیپس از ضرب کردن عبارات به صورت یک چندجملهfي ضابطه:حل
n

nf (x) a a x a x a x2
1 2     

n:واضح است که
nf (x) a a x na x f ( ) a1

1 2 12        

fرا در عبارتxضریبحل مسأله بایدبرايپس (x)شامل ي براي ایجاد هر جمله. بیابیمx، ي شامل از یک پرانتز، جملهبایدx از 1در عددهاي
:ها برابر است باکه مجموع آنnxو x ،x2 ،: ند ازعبارتxجملات شامل بنابراین . پرانتزهاي دیگر ضرب شود

n(n ) n(n )
x x nx x( n) x a1

1 12 1 2 2 2
 

          

nبراي درك بهتر، استدلال بالا را خودتان براي   . تکرار کنید3

fاگر ): 7(يمسأله (x) x x2 24 1   وg(x) x x2 24 4 1   ،کنیدثابتگاهآن :f (x) g (x)

g(x) f (x)






ffباید ثابت کنـیم:حل gg  .عبـارتff انـدازد؟ اگـر تـابعشـما را یـاد مـشتق چـه تـابعی مـیy f (x)2را در نظـر بگیـریم، داریـم :
y f (x)f (x)2  . هاي دو تابع براي حل سؤال ثابت کنیم که مشتقپس کافی استf (x) f (x)2

1  وg (x) g (x)2
1 داریم. برابرند:

f (x) x x
f (x) g (x) f (x) g (x) f (x) g (x) f (x) g (x)

g (x) x x

2 2 2
2 2

1 1 1 1 1 12 2 2
4 1 4 4
4 4 1

                   
    



عامل صفرکننده
هاي اخیـر مـورد توجـه قـرارست که مخصوصاً در کنکورهاي سالي مشتق توابع در نقاطی خاص اعامل صفرکننده، یکی از نکات مهم در محاسبه

:بعد توجه کنیدي مسألهبه . گرفته است

x)اگر ) الف): 8(يمسأله ) x
f (x)

(x )

5
3

2 21 10
1

 



f، مقدار  ( )2را بیابید.

fاگر ) ب (x) sin x cos x مقدار ،f ( ) را بیابید.
fي مشتق محاسبه)الف: حل (x)ي در نقطهx 2ي تابع مشتق تر از محاسبهبسیار ساده،از راه تعریف آنfداریم. است :

x x x

(x ) x

f (x) f ( ) x(x )
f ( ) lim lim lim

x x (x )

5
3 5

32 2 2

2 21 10
2 21 10 212 2 2 271  

 


     
  



sinچون )ب   پس ،f ( )   .ر بخواهیم از تعریف مشتق اگf (x)توانیم به صورت زیر عمل کنیماستفاده کنیم، می:

x x x x

f (x) f ( ) sin x cos x sin x
f ( ) lim lim lim lim cos x

x x x   

       
     



sinچون    مقدار حد اول همان مشتق ،sin xي در نقطهx  ااست، زیر:

x
x x x

d sin x sin sin x sin x
(sin x) | lim lim lim cos

dx x x x
1

  

 
      

     
: بنابراین

x
f ( ) ( ) lim cos x ( ) ( )1 1 1 1


         






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تابع یعنی ي یکی از اجزاي تابع بود، آوریم که آن نقطه ریشهدستبهخواستیم اي میدر هر دو قسمت مشتق تابع را در نقطه،)8(يمسألهدر
.گویندمی» عامل صفرکننده«به چنین عاملی اصطلاحاً . شدآن نقطه صفر میها به ازايشد که یکی از آناز ضرب چند تابع دیگر تشکیل می

عامل صفرکننده: نکته
fخواهیم مشتق فرض کنید می (x) g(x)h(x)ي را در نقطهx aدانیم بیابیم و میx aي ریشهg(x)در این . است

xدر gصورت اگر  aپذیر و مشتقhدر این نقطه پیوسته باشد، داریم :
f (a) g (a)h(a) 

ي آن است، کافی است تنها از همـان عامـلي عامل صفرکنندهاي که ریشهي مشتق تابع در نقطهبراي محاسبه: به بیان دیگر
. بگیریمصفرکننده مشتق 

اگر ،در حالت خاص:تذکّرf (x) (x a)h(x)  با شرط پیوستگی ،h درx aداریم ،:f (a) h(a) 

xبا توجه به این که :اثبات aي ریشهgاست، داریم:
g(a) f (a) g(a)h(a)    

fحال با استفاده از تعریف مشتق، مقدار  (a)یابیمرا می :
f (x) g(x)h(x)

x a x a x a x a x a

f (x) f (a) f (x) g(x)h(x) g(x)
f (a) lim lim f (a) lim lim lim h(x)

x a x a x a x a


    

       
   



x a x a

x a

g(x) g(x) g(a)
g(a) lim lim g (a)

x a x a f (a) g (a)h(a)
x a h lim h(x) h(a)پیوســـــــتهدر

 



         
   





.ي داده شده بیابیدیک از توابع زیر را در نقطهمشتق هر): 9(يمسأله

f) الف (x) sin( x)cos ( x)10
4


  درx 1ب (f (x) sin( x) | x |10   درx 10

f) پ (x) x[x] درx  

x)الف: حل 1 مقدارsin( x)پس تنها کافی است از . کندرا صفر میsin( x)مشتق بگیریم:
d

(sin x) cos( x) f ( ) cos( ) cos ( ) ( ) ( )
dx

10 1011 14 322
              

x)ب 10هر دو تابعsin( x)و| x |10ولی. کندرا صفر می| x |10درx 10و عامـل صـفرکننده همـان)چرا؟(پذیر نیستمشتق ،
sin xپس. است:

f ( ) cos( ) | |10 10 10 10       

yچون است، ولی xعامل صفرکننده )پ [x] درx  در درواقع این تابع. ي ذکرشده استفاده کنیمتوانیم از نکتهپیوسته نیست، نمیx  
:زیرا. پذیر نیستمشتق

x x x x

x[x] x[x]
f ( ) lim lim [x] , f ( ) lim lim [x]

x x
1

    
   

        
    

 
  

 

xمشتق تابع ): 5(تست
y sin x tan x

x2
32

1
 


xدر    83–آزاد (کدام است؟(

14 (3) 33) 2صفر) 1
sinدر هر دو عبارت :حل x tan x2 وx

x 2
3

1
: توانیم از عامل صفرکننده استفاده کنیممی

x

f (x) tan x sin x f ( ) ( tan )sin
y | f ( ) g ( )

g(x) x g ( )
x

2

2

2 1
33 3 311



    
       

       



   
 




.درست است)4(ي گزینهبنابراین


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ايمشتق در توابع چند ضابطه
اکنون با توجه به . ها به ویژه در نقاط مرزي را بررسی کردیمپذیري آناي حل کردیم و مشتقهایی مقدماتی از توابع چندضابطهمثال) 3-5(خشدر ب

. توانیم چنین مسائلی را بهتر بررسی کنیمایم، میمطالبی که آموخته

فرض کنید مشتق تابع:مثالx xf (x)
x x

  
 

2 1
2 1 xي احتمـالیبه جز نقطه. دست آوریمخواهیم بهرا می1  ي نقـاطتـابع در بقیـه1

: توانیم بنویسیمپذیر است، پس میمشتق
x x

f (x)
x
   

2 1
2 1

xي اول، یعنیبینید که شرط ضابطهمی  x، به1  xي تر مشتق باید نقطهبراي یافتن دقیق. کرده استتغییر1  توانیم می. را نیز بررسی کنیم1

از تعریف مشتق، دو حد
x

xf ( ) lim
x



 


2

1
11 و1

x

xf ( ) lim
x



  
1

2 1 11 fي ولی راه بهتر استفاده از همان ضـابطه. را تشکیل دهیم1 (x)

xدرfدر واقع چون تابع. است  fتـوانیم مقـادیر، می)چرا؟(پیوسته است1 ( ) fو 1 ( ) fي را از همـان دو ضـابطه1 دسـت آوریـم، یعنـیبـه :

f ( )   1 2 1 fو 2 ( ) 1 f، پس 2 ( ) fي توانیم ضابطهود دارد و میجو1 (x) تر به شکل دقیقراx x
f (x)

x
   

2 1
2 . بنویسیم1

xي مرزياي در نقطهگر یک تابع چندضابطها: نکته a)ي مقدار مشتقپیوسته باشد، براي محاسبه) ین دو ضابطهي مرزي بنقطه
xي چپ و راست آن در نقطه aهاي دو ضابطه استفاده کنیمتوانیم از مشتقمی.

.پذیر باشدمشتقRدر fرا چنان بیابید که تابع bو aمقادیر ): 10(يمسأله
ax b x

f (x)
sin x cos x x2 3
 

   





xي مرزي پس تنها باید نقطهاند،پیوستهRهر دو ضابطه به تنهایی در . کنیمی را بررسی میابتدا شرط پیوستگ:حل  را بررسی کنیم:

x x
lim f (x) lim f (x) f ( ) a b sin cos b2 3 3

  
        

 
   

xي احتمالی به جز نقطه. آوریمدست میحال مشتق تابع را به  داریمپذیر است و مشتق، در نقاط دیگر تابع :
a x

f (x)
cos x sin x x2 3

    





f، باید Rپذیري تابع در براي مشتق ( ) f ( )    . چونf درx  ها استفاده کنیمي قبل از ضابطهتوانیم طبق نکتهپیوسته است، پس می :
f ( ) f ( )

f ( ) cos sin , f ( ) a a2 3 2 2  
        
   

sinآیا تابع): 11(يمسأله x x
f (x)

x x

2 1
2 3

 
   




xدر   پذیر است؟مشتق

: گیرندابتدا از دو ضابطه مشتق می. کننداین صورت مسأله را حل میآموزان به اشتباه به بعضی از دانش! خیر:حل
cos x x

f (x)
x

2
2

   





fکه گیرند مینتیجههاسپس با استفاده از ضابطه ( ) 2  ،f ( ) 2 گویند و میf درx  در حـالی کـه ایـن تـابع در. پـذیر اسـتمشتق
x  اندي قبل دقت نکردهدر نکتهآموزان این است که به شرط پیوستگیعلّت اشتباه این دانش! پذیر باشداصلاً پیوسته نیست که مشتق .




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xاگر ): 12(يمسأله sin x
f (x) x

x

2 1  
 



 

f، مقادیر  ( )  و
x
lim f (x)





.آوریددستبهرا 

Rي اول در تمام نقاط با توجه به این که ضابطه:حل { } یمگیرپذیر است، از آن مشتق میمشتق:

x x x
f (x) x sin x cos( ) ( ) x sin cos lim f (x) lim x sin lim cos

x x x x x xx

2
2

1 1 1 1 1 1 12 2 2
  

         
  

پس . ، ولی حد دوم وجود ندارد)ي فشردگیطبق قضیه(حد اول برابر صفر است 
x
lim f (x)





fي جالب این است که نتیجهاما . وجود ندارد ( ) وجود دارد :

x x x

x sinf (x) f ( ) xf ( ) lim lim lim x sin
x x x

2 1
1

  

    
   




 
 

.پیوسته نیستRها در پذیرند، ولی مشتق آنمشتقRاي از توابعی است که در ونهنمتابع این :یادداشت

)82–سراسري (ناپذیر است؟ در چند نقطه ناپیوسته و در چند نقطه مشتقترتیببهي مقابلبا ضابطهfتابع ): 6(تست
1 (1 ،2
2 (2 ،2
3 (1 ،3
4 (2 ،3

.سی کنیمي را برربراي بررسی پیوستگی باید نقاط مرز:حل

x x x x
lim lim (x ) , lim (x ) lim ( x )

1 1
1 1 1 1 2 2 2 4

      
       

 

x x
lim ( x ) lim (x )2

2 2
2 2 6 2

  
   

xيپس تابع تنها در نقطه 1دانیم تابع در ناپذیري، میبراي بررسی مشتق.ناپیوسته استx 1ناپذیر است و علاوه بر آنمشتق:
x

x
f (x)

x

x x

1 1
2 1 2
2 2


      
 

 



xباید تنها نقاط    وx 2ها استفاده کنیمتوانیم از ضابطهرا بررسی کنیم که با توجه به پیوستگی تابع در این دو نقطه، طبق نکته می:
f ( ) , f ( ) , f ( ) , f ( )1 2 4 2 2           

xي پس تابع در هر سه نقطه { , , }1 2 3درست است)3(ي بنابراین گزینه. ناپذیر استمشتق.

رمطلقمشتق در توابع شامل قد
معمولاً در توابعی که قدرمطلق دارند، بهتر است ابتدا با تعیین علامت عبارت داخل قدرمطلق و تعیین محدوده، قدرمطلق را حذف کنیم، سپس از تابع

. مشتق بگیریم
fمشتق تابع ): 13(يمسأله (x) (x ) | x |2 21 1   آوریددستبهرا.

:اي بیان کردتوان به صورت دو ضابطهرا میfتابع :حل
(x ) (x ) x x x x x x x

f (x) (x ) | x | f (x)
(x ) (x ) x (x x x x x ) x

2 2 5 4 3 2
2 2

2 2 5 4 3 2
1 1 1 2 2 1 11 1

1 1 1 2 2 1 1
                  
              

x x x x x
f (x)

x x x x x

4 3 2

4 3 2
5 4 6 4 1 1

5 4 6 4 1 1
        
      

xي تنها باید در نقطه 1 هجداگانه مشتق را بررسی کنیم ک :f ( ) f ( )1 1      

x

x x
f (x)

x x

x x2

1
1 1

2 2 1 2
2 2


       
  









*
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fمشتق تابع ): 7(تست (x) | x | | x | | x |1 99      ي نقطهدرx
9
2  84–آزاد (چقدر است؟(

1 (902 (903 (1004 (100

xدر همسایگی:حل
9
2 هاي ، علامت عبارتx ،x 1 ،x 2 ،x 3 وx 4 منفی است، ولی علامت عباراتx 5 ،x 6 ،… و

x 99پس. مثبت است:
f (x) x (x ) (x ) (x ) (x ) (x ) (x ) (x )1 2 3 4 5 6 99                

f.درست است)1(يگزینهبنابراین  (x) f ( )
ــار ب ــار ب

                  
5 95

91 1 1 1 1 1 1 1 5 95 90 902 

yي مشتق تابع اندازه): 8(تست | x | | x x |2 2  ينقطهدرx 1 چقدر است؟
1(52 (53 (34 (3

xينقطه:حل 1 يریشهx x2 2پس . شودنیست و مقدار عبارت به ازاي آن مثبت میx x2 2 در همسایگیx 1 مثبت اسـت و
xدر همسایگی همچنین. توانیم علامت قدرمطلق آن را حذف کنیممی 1 به وضوح داریم :| x | x  .پس:

xy.درست است)2(ي بنابراین گزینه x x x x x y x y12 22 3 2 3 2 3 5               

.آوریددستبهمشتق توابع زیر را ): 14(يمسأله
f) فال (x) | x | | x |1 2   ب (f (x) sin | x |پ (f (x) sin x | sin x |  

: کنیمرا ساده میfي ها ضابطهها و حذف آنقدرمطلقي با تعیین محدوده)الف: حل
x x x x x x

f (x) x x x x f (x) x

x x x x x x

1 2 1 2 3 1 2 1
1 2 2 1 1 2 1 2 1
1 2 2 2 3 2 2 2

           
                       
                



xدر نقاط  1  وx 2 پذیر نیستبه وضوح تابع مشتق.
: با تعیین محدوده داریم)ب

sin x x cos x x
f (x) f (x)

sin x x cos x x

         

 

 

xتابع در   پذیر نیستمشتق) .f ( ) 1   وf ( ) 1 (
yتابع)پ sin x هايدر فاصلهn x ( n )2 2 1     هايمثبت و در فاصله( n ) x ( n )2 1 2 2      منفی است(n Z)

xهاي آن در نقاط و ریشه nپس. دهدرخ می :
sin x x ( n, n )

sin x cos x sin x x ( n, n )
f (x) x n f (x)

sin x cos x sin x x ( n , n )
sin x x ( n , n )

2

2

2 2 1 2 2 2 2 1
2 2 2 1 2 2

2 1 2 2

   
                     
    



xدر نقاط nآیـد، یعنـیمـیدسـتبـهي دیگـرهـا و مـشتق چـپ از ضـابطهیکی از ضـابطه، مشتق راست از :f (n) f (n)    )زیـرا
sin n2  برايn Z .(پس تابع در نقاطx nيهاي ضـابطهتوانیم فاصلهپذیر است و مینیز مشتقf هـاي بـاز،را بـه جـاي فاصـله

.هاي بسته بگذاریمفاصله

صحیحجزءمشتق در توابع شامل 
سـپسرا حـذف کنـیم،صـحیحجـزءي مناسب، بهتر استیعنی در محدوده. نیز مانند مشتق در توابع شامل قدرمطلق استصحیحجزءمشتق در توابع شامل

.مشتق بگیریم


*
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fمشتق تابع ): 15(يمسأله (x) [x]sin x2  آوریددستبهرا.
nيدر فاصله:حل x n 1  )کهn Z(داریم:[x] n،بنابراینf (x) n sin x2 .یعنی[x]به صورت یک ضریب عددي ثابـت

: داریم. شودر مشتق آن تکرار میشود که عیناً ددر تابع ظاهر می
n [x]f (x) n sin x cos x ( ) n sin x f (x) [x]sin x2 2 2             

xدر نقاط n Z مقدار ،sin xق راست تـابعي مشتبراي محاسبههمچنین، )چرا؟(شود، پس تابع پیوسته استبرابر صفر میf درx n ،
nsinباید از  x2 بگیریم و براي مشتق چپ آن از مشتق(n )sin x21  .شوند، در نتیجهکه هر دو مشتق برابر صفر می:

f (n) (n Z)  

fي اول به صورت توان آن را با نتیجهکه می (x) [x]sin x2   ) براي هرx R (ترکیب کرد.

yمقدار مشتق تابع ): 9(تست x x[ x]3 3
2  ي در نقطهx 2چقدر است؟

1 (122 (113 (134 (10

xيقطهدر ن:حل 2داریم ،[ x] [ ]
3 1 12 2    چون به ازاي ،x 2عددي صحیح نیست، در یـک همـسایگیصحیحجزءعبارت داخل

x 2 در نتیجهاست،-1برابر صحیحجزء، مقدار:xy x x y x y23 23 1 3 4 1 11          
.درست است) 2(ي بنابراین گزینه

مشتق تابع وارون
fفرض کنید . ي مشتق تابع وارون استدست آورد، دربارهتوان بهاي میي زنجیرهیکی از نتایجی که از قاعده (a) b وfپذیر باشـدی وارونتابع .

fاز (a) bگیریمنتیجه میf (b) a 1 .گیري ازحال براي مشتقf 1ي، از رابطهf (f (x)) x 1ي طبـق قاعـده. کنـیماسـتفاده مـی
: اي داریمزنجیره

(f ) (f (x)) f (x) (x) (f ) (f (x)) f (x)         1 1 1
x a

f (a) b
(f ) (b) f (a) (f ) (b)

f (a)
 


       

1 1 11

مشتق تابع وارون: قضیه
xي در همسایگی نقطهfاگر تابع  aپذیر باشد و و مشتقپذیر وارونf (a) bگاه با فرض ، آنf (a)  داریم :

(f ) (b)
f (a)

   
1 1

. دست آوریدمقدار خواسته شده را بهدر هر حالت،): 16(يمسأله

f) الف (x) x x 3 2 ،(f ) ( ) ? 1 3ب (x x
f (x)

x x
    

3 2 1
2 4 1 ،(f ) ( ) ? 1 7

fاي را بیابیم کهباید نقطه)الف:حل (x)  fواضح است که. 3 ( ) 1 f): ي قبـل داریـمطبق قضیه، بنابراین3 ) ( )
f ( )

   
1 13 از طرفـی. 1

fچون  (x) x
x

  2 f، پس 13 ( ) 1 f):، بنابراین4 ) ( )1  13 4
fاي را بیابیم که باید نقطه)ب (x)  : داریم. 7

x x   3 2 7 3
fپس  ( ) 3 f)، درنتیجه 7 ) ( )

f ( )
   
1 17 fاز طرفی به وضوح . 3 ( ) 3 f)، بنابراین 3 ) ( )1  17 3.




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مشتق توابع وارون مثلثاتی
sin)خـواهیمفـرض کنیـد مـی. توانیم مـشتق توابـع وارون مثلثـاتی را پیـدا کنـیمون میي مشتق تابع واربا استفاده از قضیه ) (a) 1را بیـابیم .
x [ , ]   2 2گیریم که را درنظر میsin x a.طبق قضیه داریم :

(sin ) (a)
sin (x ) cos x

   
1 1 1

 

xاز طرفی چون  [ , ]   2 2 وsin x a گیریممی، نتیجه :cos x a  21بنابراین ،:(sin ) (a)
a

  


1
2

1
1

مشتق توابع وارون مثلثاتی: قضیه
yمشتق تابع -1 sin x y: برابر است با1

x
 

 2
1

1
x ( , ) 1 1

yمشتق تابع -2 cos x y: برابر است با1
x

  
 2
1

1
x ( , ) 1 1

yمشتق تابع -3 tan x y: برابر است با1
x

 
 2
1

1
yمشتق تابع -4 cot x y: برابر است با1

x
  

 2
1

1

. کنیمهاي دیگر را به خودتان واگذار میاثبات رابطه. ایمي اول را ثابت کردهرابطه

sinبا استفاده از مشتق، اتحاد ): 17(يمسأله x cos x   1 1
. را ثابت کنید2

fتابع:حـل (x) sin x cos x  1 ]ي این تـابع در فاصـله. ریمگیرا درنظر می1 , ]1 )ي از طرفـی در فاصـله. پیوسـته اسـت1 , )1 ، بـا1
: داریمfگیري از مشتق

f (x)
x x

   
 2 2
1 1

1 1


حـال بـا توجـه بـه آن کـه. ثابـت اسـتتـابعیfگیـریمدانیم فقط مشتق تابع ثابـت برابـر صـفر اسـت، بنـابراین از تـساوي بـالا نتیجـه مـیمی
f ( ) sin ( ) cos ( )       1 1

2 2   پس مقدار ثابت تابع برابر ،
xبه این ترتیب براي هر. است2  1 f: داریـم1 (x)  2

xي مرزي براي دو نقطه  1شودراحتی درستی اتحاد اثبات مینیز به .

. دست آوریدمشتق توابع زیر را به): 18(يمسأله

xf) الف (x) tan ( )
x




1
2

2
1

f) ب (x) sin(tan (tan x)) 1

: اي داریمي زنجیرهبا استفاده از قاعده)الف:حل
( x ) ( x ) x( x) ( x )x xf (x) ( )

x x ( x ) x ( x ) x x ( x ) x( )
x

           
       



2 2 2 22
2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 22

2

1 2 1 2 2 2 11 2 2 2 2
2 1 1 4 1 1 2 1 11

1
: اریماي دي زنجیرهي متوالی از قاعدهبا استفاده)ب

f (x) cos(tan (tan x)) ( tan x) cos(tan (tan x))
tan x

      


1 2 1
2

1 1
1




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fو fخواص متقابل 
fو fهاي متقابل ي ویژگیدرباره کنیمها بسنده میاً مهم از آني نسبتتوان ثابت کرد که در این جا ما به ذکر دو نکتهاحکامی را می.

زوج و فرد بودن-1

fگاه زوج باشد، آنfتابع اگر : نکته  فرد است و اگرfگاه فرد باشد، آنf زوج است.

f: زوج باشد، داریمfاگر:اثبات ( x) f (x)  .از دو طرف نسبت بهxاگـر قـرار دهـیم. گیریممشتق میg(x) f ( x) ي ، طبـق قاعـده
g: اي داریمزنجیره (x) f ( x) ( ) f ( x)1         . از طرفی چونg(x) f ( x) f (x)  داریم ، :g (x) f (x) بنابراین ،:

f ( x) f (x) f ( x) f (x)         
fدهد که تابعاین شرط نشان می با توجه به این که نمودار. ي آن نسبت به صفر متقارن استتنها باید ثابت کنیم دامنه. ، تابعی فرد استfنسبت

ل رسـم بـر نمـودار تـابع در آن نقطـهها قرار داشته باشد و مماسی قاباي سمت راست محور عرض، اگر نقطه)چرا؟(ها متقارن استبه محور عرض
xدر fپس اگر . ي آن نیز چنین مماسی قابل رسم استموجود باشد، در قرینه x پذیر باشد، در مشتقx x  پذیر استنیز مشتق.

fيبنابراین دامنه رو نگـاه کنیـد کـهبراي درك بهتـر بـه شـکل روبـه. ن استنسبت به صفر متقار
xوxدو خط که در نقاط. ها استyاي از یک تابع زوج با نمودار متقارن نسبت به محورنمونه 

.اند، به وضوح شیبی قرینه دارندبر نمودار مماس شده

fتوان ثابت کرد فرد باشد، میfبه همین ترتیب اگر زیرا. زوج است:
g(x) f ( x) g (x) f ( x) ( )

f (x) f ( x) f ( x) f (x)
f ( x) f (x) g(x) f (x) g (x) f (x)

1                             
fپس تابع  سعی کنید این نتیجه را با نمودار . زوج استfنیز توجیه کنید.

xاگر ): 19(يمسأله cos x
f (x)

x

8
4

1386
2

 



f، مقدار  ( ) را بیابید.

xزوج است و درfتابع:حل  ي دانیم اگر تابع فردي در نقطهمی. ، پس مشتق آن فرد است)چرا؟(پذیر استمشتقx  ،مقدار داشته باشـد
f: پس،حتماً مقدار آن صفر است ( )  

fاي درست است؟ یعنی اگر ي اخیر نیز، گزارهآیا عکس نکته:پرسش گاه فرد باشد، آنf زوج است؟ یا اگرf ًاـ fزوج باشد، لزوم

فرد است؟
fاگر:پاسخ يزوج باشد، دربارهfمثلاً .توان حکمی صادر کردنمیf (x) x x3 1   ولی است و نه فرد، ، نه زوجf (x) x23 1   تابعی زوج
.است

fاما اگر   ًفرد باشد، قطعاf که البته به شرط آن(زوج استf درRزیرا). پذیر باشدمشتق:
f ( x) f (x) f ( x) f (x)

f (x) g (x) (f g) (x)
g(x) f ( x) g (x) f ( x) f ( x) g (x)

                               


 

cیعنی عدد ثابت . صفر باشد، آن تابع قطعاً یک تابع ثابت استRپذیر در تابع مشتقاگر مشتق یک  Rوجود دارد که:
f (x) g(x) c f ( x) f (x) c     

xي فوق براي هر رابطه R برقرار است، اگر قرار دهیمx  گیریمنتیجه می:
fزوجf ( ) f ( ) c c f ( x) f (x)         

x x
x

y


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تناوب-2
fگاه متناوب باشد، آنfاگر تابع : نکته نیز متناوب است.

شـود، پـس از نظـري تناوب آن عیناً تکرار مـیهاي دورهمتناوب است، رفتار آن در فاصلهfچون تابع. ي فوق بسیار واضح استدرك شهودي نکته
fخطوط مماس بر منحنی نیز عیناً رفتاري مشابه خواهد داشت و تر فـرض کنیـدبراي اثبات دقیق. شودنیز متناوب میTي تنـاوبدورهf،باشـد

f: گاه آن (x T) f (x)  و از دو طرف نسبت بهxگیریممشتق می:
f (x T) (x T) f (x) f (x T) f (x) f (x T) f (x)1                

fس پ نیز متناوب است.

fآیا عکس این نکته نیز برقرار است؟ یعنی اگر :پرسش  ،متناوب باشدfنیز متناوب است؟
fمثلاً تابع . خیر:پاسخ (x) x cos x  تابعی متناوب نیست، ولی مشتق آنf (x) sin x1  2ي تناوب تابعی متناوب با دورهاست.

کاربردهایی از مشتق
هاي قبل در کنکـور وکنیم که شاید مانند مثالي نمونه حل میدر انتهاي این بخش چند مسأله. بحث تابع مشتق و خواص آن به پایان رسیده است

!کنند و علاوه بر آن مسائلی جالب و زیبا هستندتر میاي مشابه آن، اهمیت نداشته باشند، ولی درك شما را از مفهوم مشتق کاملهآزمون
ت ها بیابند، با معادلااي صریح براي آندر ریاضیات عالی، بسیاري از توابع را پیش از آن که ضابطه. گوییمابتدا از کاربرد مشتق در معادلات تابعی می

!یکی از این خواص، طبیعتاً مشتق تابع است. کنندها را کشف میکنند و بعضی از خواص آنتابعی توصیف می

fي در معادلهyوxبراي تمام مقادیر حقیقی و مثبتfپذیرتابع مشتق) الف): 20(يمسأله (xy) f (x) f (y) کنـدصدق مـی .

f: ثابت کنید (x) f ( )
x

1 1 

fي در معادلهyو xبراي تمام مقادیر حقیقی fپذیر ابع مشتقت) ب (x y) f (x)f (y) ثابت کنید. کندصدق می :f (x) f ( ).f (x)  

xي تابعی قرار دهیم اگر در معادله)الف: حل y 1  ،آوریممیدستبه:
f ( ) f ( ) f ( )1 2 1 1   

:کنیمآوردن مشتق تابع از تعریف آن استفاده میدستبهبراي اکنون

h

f (x h) f (x)
f (x) lim

h

  


xي تابعی استفاده کنیم، که حد فوق را بتوانیم ساده کنیم، و به نوعی از معادلهبراي آن hنویسیم که را به صورت ضرب دو عدد میf (x h)

:ي تابعی مربوط شودبه معادله
h h h h

x h x( ) f (x h) f (x( )) f (x) f ( ) f (x h) f (x) f ( )
x x x x

1 1 1 1              

f ( )

h h h

h h
f ( ) f ( ) f ( )f (x h) f (x) x xf (x) lim lim lim

h h h
11 1 1


  

      
  

t t

h f ( t) f ( ) f ( t) f ( )
t f (x) lim lim f ( )

x tx x t x

1 1 1 1 1 1 1
 

         
 



، تـابع)گوینـدي دوم کوشـی مـیکـه در ریاضـیات بـه آن معادلـه(کننـدصـدق مـی) الـف(ي قـسمتاي از توابعی که در معادلهنمونه:یادداشت
f (x) log xاست.

xي تابعی قرار دهیم اگر در معادله)ب y  گیریم، نتیجه می:
f ( ) 1 یاf ( ) (f ( )) f ( )2     

*
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fاگر ( )  با قرار دادن ،y  ي تابع داریمدر معادله :f (x) f (x)f ( )  ،در نتیجه تابعf،یک تابع ثابت با مقدار صـفر اسـت کـه در
fدر حالت دیگر، یعنی . کندحکم سؤال به وضوح صدق می ( ) 1گیریم، نتیجه می:

h h h

f (x h) f (x) f (x)f (h) f (x) f (x)(f (h) )
f (x) lim lim lim

h h h

1
  

      
  

h h

f (h) f (h) f ( )
f (x) lim f (x) lim f (x)f ( )

h h

1
 

    
 




xf، توابع نمایی هستند، مثلاً )گویندي سوم کوشی میکه به آن معادله(کنند در این معادله صدق میاي از توابعی کهنمونه:یادداشت (x) 2.

:نیز ثابت کردبعضی از اتحادها را توان با استفاده از مشتق می

sin(xبا استفاده از اتحاد ): 21(يمسأله a) sin x cosa cos x sin a   اتحاد مشابه براي ،cos(x a)را ثابت کنید.
.کنیمپارامتر است و با آن مثل یک عدد ثابت برخورد میaدقت کنید که . گیریممشتق میxاز دو طرف اتحاد فوق نسبت به :حل

g(x) sin(x a) g (x) cos(x a) cos(x a)1       

g(x) sin x cosa cos x sin a g (x) cos x cosa sin x sin a    
cos(xي دو تساوي فوق، اتحاد مقایسه a) cos x cosa sin x sin a  دهدرا نتیجه می.

: ابتدا ثابت کنید): 22(يمسأله
n

n x
x x x

x

12 11 1
 

    


و با استفاده از آن حاصلnx x nx2 11 2 3    را

.آوریددستبه
.بگیریدمشتقxحال از دو طرف تساوي نسبت به . شوداثبات اتحاد اول که به راحتی با اتحاد چاق و لاغر انجام می:حل

n nf (x) x x x f (x) x x nx2 2 11 1 2 3              

n n n n nx (n )x (x ) (x ) nx (n )x
f (x) f (x)

x (x ) (x )

1 1 1
2 2

1 1 1 1 1 1
1 1 1

            
  

.کندبرابري دو تساوي بالا، پاسخ سؤال را حاصل می

6-1هاي بخش تمرین

.آوریددستبهیک از توابع زیر را مشتق هر-1

f) الف (x)
x2

1
4




x) ب
f (x) ( )421 3


 پ (f (x)

x

1
2 3 4


 

f) ت (x) sin(sin(sin x))ث (f (x) sin xج (f (x) sin (x x )3 3 2 

f) چ (x) ( x ) (x x )   5 3 42 1 f) ح1 (x) cos(sin x) 2

fپذیر باشد، مشتق هریک از توابع زیر را بر حسب مشتقRبر fاگر -2 بیان کنید.
y) فال f ( x x )25 ب (y f ( f ( f (x)))2 3پ (y f (sin x) f (cos x)2 2 

.آوریددستبهمشتق توابع زیر را -3

x) الف
f (x)

x

4
4

1
1





x) ب
f (x) cos ( )

x
3 1

1





x) پ x
f (x)

x x

2 2

2 2
1 1
1 1

  


  

f) ت (x) (x x ) sin(x x )2 5 2 53 1 3 1    ث (f (x) sin(cos x)cos(sin x)2 2




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nf) ج (x) sin x cos nxچ (xf (x)
x x


 2

4 6
3 4

tan) ح xf (x)
tan x




1
1

)) خ x )( x )
f (x)

( x)

 




2 3
2

2 3
1

f) د (x) tan x tan x tan x  3 51 1
3 5

f) ذ (x) sin(cos (tan x)) 2 3

h(x)اگر. سترسم شده اgوfرو نمودار توابعدر شکل روبه-4 f (g(x))وk(x) g(f (x))،
hحاصل  ( ) kو 1 ( ) . دست آوریدرا به2

xفرض کنید -5
d (f (x) f ( x) )

dx  12 xو 5
d (f (x) f ( x) )

dx  22 xحاصل . 7
d (f (x) f ( x) )

dx  .دست آوریدبهرا 14

. دست آوریددر هر حالت مقدار خواسته شده را به-6

x)) الف )(x )
f (x)

x

 




2 2

2
1 1

3
 ،f ( ) ? 1

f) ب (x) sin x cos x 8 ،f ( ) ?   ،f ( ) ? 2
f) پ (x) (x )(x ) [x ]   23 2 2 ،f ( ) ? 2 ،f ( ) ?  3

.را بیابیدbو aپذیر باشد، مقادیر مشتقRبر fاگر تابع -7
ax b x

f (x)
x

| x |

1
1 1

 
  

xاگر -8 [ ] x
f (x) x

x

  


2 1 

 
fگاه آن،  (x) و

x
lim f (x)





. دست آوریدرا به

. دست آوریدحاصل حد خواسته شده را بهدر هر حالت،-9

f) الف (x) x x    22 24 2 ،
h

f ( h) f ( )
lim

h

 4 4


x) ب x
f (x)

x x

 
 

 
2

3 1 1
3 1 ،

h

f ( h ) f ( )
lim

h

 2
2

1 1


x) پ x x
f (x)

x x

   
 

2
3

3 1
3 1

 ،
h

f ( h ) f ( h )
lim

h

  2 2
2

1 2 1


.آوریددستبهمشتق توابع زیر را -10
f)الف (x) sin x | sin x | ب (f (x) tan x | sin x |

f) پ (x) | x | | x | | x |1 2 3     ت (f (x) | x x | | x |2 3 2   

. باشدT13ي تناوب تابع مشتق آن برابر مثال بزنید که دورهTي اصلی تناوب تابعی متناوب با دوره-11

y

8

g

f

x
4 8

*
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. دست آوریدار خواسته شده را بهدر هر حالت، مقد-12

f) الف (x) x x x   32 3 ،(f ) ( ) ? 1 30

x) ب x
f (x)

x x

   
  

2 1 


 ،(f ) ( ) ? 1 10 ،(f ) ( ) ?  1 5

. با استفاده از مشتق اتحادهاي زیر را ثابت کنید-13

cot) الف x tan x   1 1
sin) ب2 x cos ( x )  1 1 xبراي (21  1(

. دست آوریدمشتق توابع زیر را به-14

f) الف (x) tan (sin x) 1 xf) ب2 (x) cot ( )
x

 


21
2

1
2

cos) پ xf (x)
x




1

fي تابعیدر معادلهfپذیرتابع مشتق) الف-15 (x y) f (x) f (y)  ثابت کنید). گویندي اول کوشی میبه این معادله، معادله(کند صدق می :
f (x) f ( )  

fي تابعیدر معادلهyوxي مقادیربراي همهfپذیرتابع مشتق) ب (xy) f (x)f (y)ي چهارم کوشیبه این معادله، معادله(کندصدق می

xثابت کنید براي ). ندگویمی  داریم :f (x)
f (x) f ( )

x
1 

nfفـــرض کنیـــد-16 (x) x x x    21  . تـــابعg(x) xf (x)را تـــشکیل دهیـــد و بـــا اســـتفاده از آن مجمـــوع
nS x x x n x    2 3 24 9 را بیابید .

)nبراي بسط را اي نیوتناتحاد دوجمله-17 x)1 با استفاده از آن مجموع زیر را حساب کنیددرنظر بگیرید و:
n n n n

S n
n

2 31 2 3
       

           
       



*

*
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