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	��،زاو�
:زاو�

و مجموعأزاويه، جزئي از صفحه است كه دو نيم خط با مبد را شامل باشد.يهمشترك نقاط محدود به دو نيم خط مزبور

نام دارد.»أس زاويهر«،هاآنمشتركأ، مبدOو نقطه"ضلع"را يكOy,Oxهر يك از دو نيم خط

و راديان نمايش را با واحدهاي مختلف مانند درجه، گراد را با هم دارند:يهدهند كه رابطميزاويه زير

deg grad rad
= =

π180 200
:تعاريف

را باشد.90°هاآنهاييكديگر گويند، هرگـاه مجموع اندازهمتممدو زاويه

ز رادو باشد.180°هاآنهاييكديگر گويند، هرگاه مجموع اندازهمكملاويه

و يك ضلع مشترك دوباشنددو زاويه را كه در رأس ناميم.ميمجاوردر طرفين ضلع مشترك واقع باشد،هاآنضلع غيرمشتركو

را نصف كند و زاويه .شودميزاويه ناميدهمسازنيخطي كه از رأس زاويه گذشته

و اضلاعرادو زاويـه و در جهات مختلف باشند،هاآنكـه رأس مشترك داشتـه باشند رأدو به دو بر امتداد يكديگر .س نامندمتقابل به

و خواص :قضايا
و نيمسازهايشان بر يك خط مستقيم قرار دارند.يهدو زاوي-1 متقابل به رأس مساويند

يا مكمل يكديگر.هستندر اضلاع دو زاويه، نظير به نظير با يكديگر موازي باشند، دو زاويه يا مساوي يكديگراگ-2

اول يـايهدوم خارج از زاوييهاگر رأس زاوي(اگر اضلاع دو زاويه، نظير به نظير بر يكديگر عمود باشند، دو زاويه مساوي-3

و يا مكشدروي يكي از اضلاع آن با )داگر رأس زاويه دوم داخل زاويه اول باش(. هستندل)

ميميزاويه پديد8اگر دو خط موازي توسط يك خط مورب قطع شوند،-4 و يا مكمل يكديگر باشند.آيد كه يا مساوي

ˆ ˆ ˆˆ
ˆˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ
ˆ ˆ

= = =

= = =

+ = °

+ = °
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هاآندرجه است. اگر زاويه بين نيمسازهاي10تفاضل دو زاويه مجاورمثال:�
4
3

ب زرگتر باشد، اندازه زاويه كوچكتر را بيابيد.زاويه

راي بزرگاگر زاويهحل:� راكوچكزاويهوxتر فرض كنيم، داريم:yتر

10
2 10 103 3

0
2 2 4 2 2

x y
y y yx y xx x y x y

− = 
 → − = → =

+ = → + = → − = 

؟ه استچند درجهاآنهاياست. مجموع مكمل75°مجموع دو زاويه:مثال�

حل:�

( ) ( ) ( ) °=°−°=β+α−°=β−°+α−°

°=β+α

28575360360180180

75
ˆˆˆˆ

ˆˆ

ميBوAيدو زاويه:مثال� برابرAيباشند. اندازه زاويهمتمم يكديگر
4
9

ياست. اندازه زاويهBيمكمل زاويهياندازه

A؟چند درجه است

حل:�

( ) °=⇒°=⇒°=







−°+⇒









−°=

°=+
7290

4
5

90
4
9

180
180

9
4

90
ÂÂÂÂ

B̂Â

B̂Â

خط،گيريمميرا در نظرomو نيمساز آنxoyزاويه:مثال� كنـيم، زاويـهرا به دلخواه در خارج زاويه رسـم مـيozنيم

moz؟برابر كدام است

1(
ˆxoy
2

2(
ˆ ˆxoz yoz+

2

3(
ˆ ˆxoz yoz−

2
4(

2
zôxzôm +

حل:�

2

ˆ ˆxom yomˆ ˆ ˆmoz xoz xom ˆ ˆxoz yozˆmoz
ˆ ˆ ˆmoz yoz yom

== −  +
⇒ =

= + 

خط:مثال� را بيابيد.αزاويهياندازهموازيند.′dوdدر شكل مقابل دو

حل:�

°=°+°=⇒










°=⇒′′

°=°−°==⇒′′′′′

°=⇒′′′′

1085256
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564096

40
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��	
:
بهيهاگر سه نقط را دو بهدو با سه پارهغيرواقع بر يك خط مستقيم راخط نامند.مي»مثلث«هم وصل كنيم، شكل حاصل

و اصول كلّي، خواص اضلا،تعاريف)الف و زوايا:قضايا ع
:دو مثلث(تساوي) حالات همنهشتي-1

(مساويدو مثلث در حالت:قضيه اند:)هاي زير با هم همنهشت

و زاويه بين دو ضلع-1 ض(تساوي دو ضلع ز و ضلع بين دو زاويه-2)ض ز(تساوي دو زاويه ض )ز

ض(تساوي سه ضلع-3 ض و زاويه مقابل به ضلع بزرگتر-4)ض .تساوي دو ضلع

:خاصهمنهشتي مثلثهايحالات
اند:در حالات زير همنهشتالزاويهمثلث قائمودالف)

و يك ضلع-1 و يك زاويه حاده-2.)4حالت(تساوي وتر .)2حالت(تساوي وتر

.)1حالت(قائمهيهتساوي دو ضلع زاوي-3

و يك زاويالساقينمتساويب) دو مثلث هيهدر حالت تساوي يك ضلع .اندمنهشتمتناظر

.انددر حالت تساوي يك ضلع همنهشتالاضلاعمتساويج) دو مثلث

AC،باشدBCاي دلخواه روينقطهPمثال: اگر� CD=وAB BD=:ثابت كنيد ،AP PD=

حل:�

ˆ ˆB B
A BC BCD AB BD A B P B P D AP PD

BP

∆ ∆ ∆ ∆
=


= → = ⇒ = ⇒ =



1 2 ض  ضز
ضضض

ــترك  مش

ABل: در شكل مقابل ثابت كنيد:مثا� CD=

حل:�

ز ض ز
ــترك  مش

ˆB̂ C
BC A BC BCD AB CD

ˆB̂* C*

∆ ∆
=


⇒ = → =


= 

BCرو ثابت كنيد:مثال: در شكل روبه� DE=

حل:�

�

ض ضز

ــترك  مش

AE AC
AD AB ABC ADE DE BC

A

=


= ⇒ = → =



� �

ABمثال: ثابت كنيد� CE=وˆ ˆC D=:

حل:�

� �

1 1 2 2 ض  ضز
ˆ ˆˆ ˆBD BC C D C D

AB CE
AC CD ABC CDE

C DBC DE

= → = → =
= = ⇒ = → 

= = 

� �

A

EB D

C

21
1

2

*
1 C2

D

A
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* C

DA

°
B *

°
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C

D

A B
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درBوAمثال: دو دايره به مراكز� را ميDوCيكديگر كنند. ثابت كنيد:قطع

ˆالف) ˆACB ADB=

است.CDعمود منصفABب)

حل:�

1 2
ضضض

1 2
1 2

1 2
90

180

ˆ ˆA A
AC AD

AE AEBC BD A BC A D B A CE A D E CE ED
AC ADAB AB
ˆ ˆACB ADB

ˆ ˆE E ˆ ˆE E
ˆ ˆE E

∆ ∆ ∆ ∆

=
=  

= = ⇒ = ⇒ ⇒ = → = 
= =  = 

= ⇒ ⇒ = = °
+ = 

بهمثال: ناحيه درون يك مثلث متساوي� را قسمت همنهشت تقسيم كنيد.6و2،3،4الاضلاع

حل:�

قسمت6قسمت4قسمت3قسمت3قسمت2

:روابط زواياي مثلث-2
و هر زاويه360°و مجموع زواياي خارجي آن180°: مجموع زواياي داخلي هر مثلثقضيه دواست ي خـارجي بـا مجمـوع

ي داخلي غيرمجاورش برابر است.زاويه

1 1 1

2 2 2

2 1 1

180

360

ˆ ˆˆA B C
ˆ ˆˆA B C
ˆ ˆˆA B C

+ + = °

+ + = °

= +

بهمثال: در شكل� را دست آوريد.هاي زير زواياي مجهول

حل:�

ˆمثال: در شكل زير ثابت كنيد:� ˆˆ ˆx y B D+ = +

حل:�

1 1

2 2

ˆ ˆy D B ˆ ˆˆ ˆx y B D
ˆ ˆx D B

= +  ⇒ + = +
= + 

زاويه خارجي
زاويه خارجي

A

B
C2 1 1

2

2

1

1 2

1

DA

2
C

B

y

x

A E
B

D

C

2
11
2

x ?=

140
40

100y ?= 40x ?=

t ?=

60 110

z ?= w ?=
60

y ?=

y ?=

x ?=
3565 80

x ?= 30

60
y ?=

40

*

x ?=
�

*

�

140x =

140
40

10080y = 4070x =

50t =

60 110

70 z= 60w =
60

120y =

80y =

35x =
3565 80

50x = 30

60
70y =

40

*

x
�

*

�
90x =

2 180
180 90

( )
x ( )
∗+ =°

⇒ = − ∗+ =°
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خارجي اين مثلّث چند درجه است؟يهكوچكترين زاوييهباشند.اندازمي2و8،5هاي مثلّثي متناسب با اعدادمثال: زاويه�

ميحل:� مقدار يكساني است:اهآندويگويند سه عدد با سه عدد ديگر متناسبند، يعني نسبت تقسيم دوبهوقتي

2 5 84k k= + 1802⇒ترين زاويه خارجيكوچك= 5 8 180 12
2 5 8 15
x y z k k k k k= = = → + + = → = =

,Cرا به دو رأسOي دلخواهنقطهABCدر داخل مثلث:مثال� Bكنيم. اگروصل ميĈ = B̂و°30 = باشد كدام°60

؟رابطه صحيح است

1(ˆBOC° < < °30 902(ˆBOC° < < °90 150

3(ˆBOC° < < °120 1804(ˆBOC° < < °90 180

تر است.مجاور با خودش بزرگي داخلي غيري خارجي از هر زاويههمواره زاويه:حل�

ÂD̂)زاويه خارجي( >1

°>>°⇒






°<⇒°=++

°=>
⇒ 90180

180180

90
CÔB

CÔBBĈOCB̂OCÔB

ÂCÔB

1D̂CÔB(زاويه خارجي) >

؟كدام است�Eو�A،�B،�C،�Dدر شكل مقابل مجموع زواياي:مثال�

:حل�

:روش اول

180
360

180

ˆ ˆ ˆA E F ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆA C F G E D
ˆ ˆ ˆC G D

+ + = °  ⇒ + + + + + = °
+ + = ° 

180 180 180 180ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆB F G B F G+ ° − + ° − = ° ⇒ = + − ° ⇒

( )180 360 180ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA C B E D A B C D E+ + + ° + + = ° ⇒ + + + + = °

:روش دوم

°=++++⇒










°=++

+=

+=

180

18011

1

1

B̂D̂CEA ˆˆˆ

B̂ĜF̂

D̂ĈĜ

EA ˆˆF̂

شمثال:� BACˆ52يكل مقابل زاويهدر = چند درجه است؟EوDي، مجموع دو زاويه°

حل:�

و زاويهBCDوABEدو مثلث ي بين بـا هـم برابرنـد.طبق برابري دو ضلع

1پس
ˆ ˆE B=1و

ˆ ˆA D=باشد. حال داريم:مي

52 2 180 52 128 64ˆABC : A = ° ⇒ α = ° − ° = ° ⇒ α = °
�

1 64ˆˆ ˆ ˆ ˆD E D B ACB⇒ + = + = = α = °

B

C D
A

E

A

B C

O

F

C D
A

E B
G

11

C
D

B

E

A

C
D

B

E

A
1

52�
1

52 +α�

52 +α�

α

α

D

A

B C

O
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:روابط طولي در مثلث-3

:شرط وجود مثلثالف)

و از قدر مطلق تفاضل:قضيه بزرگتر است.هاآندر هر مثلث، هر ضلع از مجموع دو ضلع ديگر كوچكتر

a b c a b

a c b c a

b c a b c

− < < +

− < < +

− < < +

و كافي براي آن كه سه عدد مثبت ، طول اضلاع يك مثلث باشند، آن اسـت كـه هـر سـه نامسـاويcوa،bپس شرط لازم

a b c< +،b a c< cو+ a b< آندبرقرار باش+ و كـافي بـرايبزرگترين ضلع مثلث باشد، شـرطcكه اگر. ضمن لازم

كاوجود مثلث آن cه:ست a b< +

cbaوABCاضلاع مثلثcوa،bاگر:مثال� گاه نشان دهيد:آن،باشد≤≤

محيط)(
3
1

محيط)(�>)c(ترين ضلع مثلثكوچك
2
1

مبزرگ> )محيط()a(ثلثترين ضلع
3
1

حل:�

a1(محيط)ترين ضلع است:بزرگ
3

a→ 2محيط≤ 3
a b

a b c a a b c
a c
≥ 

→ ≥ + → ≥ + + =
≥ 

1(محيط)
2

a→ >+→>++=محيط> cbaacba ي وجود مثلثقضيه:2

cضلكوچك (محيط)ع است:ترين
0 1

0 2 0 3 0
0 3

c a
c a b c a b c c

c b
< ≤ 

→ < ≤ + → < ≤ + + → < ≤
< ≤ 

مي:مثال� )اندمثبتb,a(؟توان مثلث ساختبا كدام سه طول داده شده

1(a b ,b,a+ +12(a b,b ,a+ + +1 1

3(a a , (a ) ,a+ + +2 2 22 3 1 14(a, a,a −3 2 2

وجود مثلث صدق كنند.اعداد در شرطيدباحل:�

1 1) a b a b+ + > + ق ق غ

2 2 2 1 1 2 1 1) a b a b , a b b , b a a+ < + + + + > + + + > + ⇒ را دارد پس قابل قبول است  شرايط وجود مثلث

( )22 23 2 3 1 1) a a a a+ + > + + ق ق غ

( )4 3 2 2) a a a> + − ق ق غ

طهاآنهاي اضلاعهايي كه اندازهتعداد مثلث:مثال� ؟كدام است،اندبيعي متواليسه عدد

ميقضيه:حل� را نويسيم:ي وجود مثلث

2 1 1n (n ) n n+ < + + → >

1nبراي شمار جواب داريم.اين نامساوي همواره برقرار است، در نتيجه بي<

A

c

B C
a

b
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ضلوسطواصل بينخطپارهقضيهب) :ع مثلثدو
دوخطي كه وسطپاره ميهاي را به هم وصل وضلع مثلثي كند، با ضلع سـوم مـوازي

نصف آن است.

1
2

MN || BC , MN BC=

برا نيز نصف ميAنيمساز نظير رأسوارتفاع، ميانهخطپارهاين هـاي، مكان هندسي وسـطMNخطپارهطور كليهكند.

است.BCخطپارهو سر ديگر آن رويAهايي است كه يك سر آن نقطهطخپارهكليه

را نصف مـيعكس:يهقضي و انـدازهاگر از وسط ضلع مثلثي خطي موازي ضلعي ديگر رسم كنيم، ضلع سوم خـطپـارهكنـد

.خواهد بودموازي آنحاصل نصف ضلع

با وصل كردن اوساط اضلاع هر مثلث به هم، مثلث به چهار مثلث همنهشت:نكته

هم( مي)مساحتو در نتيجه شود.افراز

ABاگرABCمثال: در مثلث� ACو12= = رسـم كنـيم تـاABخطي موازي بـاBCوسط ضلعMو از نقطه8

؟كدام استMNكند اندازهعقطNرا در نقطهAنيمساز داخلي زاويه

پسBCوسطMچونحل:� باشد، لذا:ميACنيز وسط′Mاست،

2464
6

2
1

21

=−=⇒=′=′⇒
==⇒′

==′
MNMNM

A
A

ˆÂNAB||MM

ABMM

؟استي همنهشتهامحيط مثلث اوليه چند برابر محيط يكي از مثلث.ايميك مثلث را به چهار مثلث همنهشت تقسيم كردهمثال:�

برابـر2اند محـيط اوليـهاضلاع نصف شدهچوناند، لذا:كه اضلاع مثلث جديد نصف اضلاع مثلث اوليهبا توجه به اينحل:�

محيط ثانويه است.

:روابط بين اضلاع وزوايا-4

در هر مثلث، زاويه بزرگتر متناظر به ضلع بزرگتر است:تناظر اضلاع با زواياقضيه

و بالعكس:

ˆˆAC AB B C> ⇔ >

؟كدام حكم همواره درست استÂباشد، براي زاويهABCبزرگترين ضلع مثلثBCاگر:مثال�

از4) قائمه است.3) حاده است.2) منفرجه است.1 است.60°) بزرگتر

ي تناظر اضلاع با زوايا:با استفاده از قضيهحل:�

B̂ÂACBC

ÂÂÂĈB̂Â

CA ˆˆABBC

>⇒>

°>⇒°>⇒−°=+>⇒

>⇒>

6018031802

باشد ضلع مقابل به آن زاويه:60°اگر يكي از زواياي مثلث با اضلاع غير مساوي، برابر:مثال�

) بزرگترين ضلع مثلث است.2) كوچكترين ضلع مثلث است.1

) با اين اطلاعات قابل تعيين نيست.4) ضلع متوسط مثلث است.3

A

B C

A

B C

N M′
1 2

M

A

B C

M N
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:حل�

°=+⇒






°=++

°=
120

180

60
ĈB̂

ĈB̂Â

Â

ĈB̂با توجه به صورت سؤال از.≠ .است°60و ديگري كوچكتر از°60پس يكي از اين دو زاويه بزرگتر

>°<°كنيمفرض مي 6060 B̂,ĈپسbacB̂AC ˆˆ .ضلع متوسط اين مثلث است°60يهپس ضلع روبرو به زاوي>>⇒>>

؟استكدام نامساوي زير همواره درستكند.ميقطعDيهرا در نقطBCضلعÂيهنيمساز داخلي زاويABC: در مثلثمثال�

1(AB BD>2(DA DB>3(AB AD>4(DB DA>

تر است:ي داخلي غيرمجاور بزرگي خارجي از دو زاويههمواره زاويه:حل�

BDABÂD̂
ÂÂ

ÂD̂ĈÂD̂
>⇒>⇒







=

>⇒+=
1

12

22

AKAMقرار دارد. اگرPKروي ضلعMيهنقطPAKدر مثلث: مثال� ؟كدام همواره درست است،=

1(PMAM >2(MKAK >

3(MKAP >4(AKAP >

تر است:ي داخلي غيرمجاور بزرگي خارجي از دو زاويههمواره زاويه:حل�

1

1

ˆ زاويه خارجي ˆM P
K P AP AK

ˆ ˆAM AK M K

>  → > → >
= ⇒ = 

:مساحت مثلثب)
برابر است با:ABCمساحت مثلث

S ah bh ch S bcsin A acsin B absinCa b c= = = ⇒ = = =
1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

.باشدالزاويههايي كه دو ضلع ثابت دارند، مساحت مثلثي ماكزيمم است كه قائمبين مثلثنتيجه:

رو، مساحت مثلثنصف محيط مثلث باشدpاگر:هرونقضيه ميبهاز رابطه S:گرددرو محاسبه p(p a)(p b)(p c)= − − −

اند. مسـاحتكنار هم قرار گرفته5و3،4مربع به اضلاع3مثال: در شكل زير�

قسمت هاشورخورده چقدر است؟

:حل�

12 525 16 9 20
2

S ( ) ( )×
= + + − =

2BMمثال: اگر� MC=3وDC AD=حاصلMDC

ABC

S
S

؟ چقدر است

:حل�

1
3 1

43
4

AMC

ABC MCD

MCD ABC

AMC

S
S S
S S
S


= 

 ⇒ =
= 

A

B
D

C

21

3

4

5

A

MB C

D

A

K
M

P

1

1
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كدام است؟OCEبه مساحتOBDدر شكل مقابل، نسبت مساحت مثلث:مثال�

4ي تالس چونبنا بر عكس قضيه:حل� 6
5 7 5/

DEاست پس= BC�.است

DBCون دو مثلثچ
�

BECو
�

و ارتفاعهاداراي قاعده حذفباهاي برابرندي برابر

BOCمثلث مشترك
�

:خواهيم داشت

1OBD

DBC EBC OBD OCE
OCE

S
S S S S

S

∆

∆ ∆ ∆ ∆
∆

= ⇒ = ⇒ =

زده چند برابـر مسـاحتتقسيم شده است. مساحت مثلث سايه3و1هاي، به نسبتزيرالاضلاعهر ضلع مثلث متساوي:مثال�

الاضلاع است؟مثلث متساوي

:حل�

اهاي يكسان تقسيم شدهچون اضلاع مثلث به نسبت ن موضوعياند. مثلث هاشور خورده هم متساوي الاضلاع است كه البته

ها نيز قابل تحقيق است.ي كسينوسبا توجه به قضيه

21 360
2 4
1 3 1 360
2 4 4 16

3 7
3 1 3

16 16

aS a a sinABC

S a a sin SMCN ABC

S S S ( )S SMNP ABC MCN ABC ABC

= × × =

= × × × =

→ = − = − × =

الاضلاع ساخته شده است، مسـاحتواحد بر روي هر دو ضلع مجاور آن، مثلث متساوي2در خارج يك مربع به ضلع:مثال�

كدام است؟ABCمثلث

1(1 3+2(2 33(2 3+4(4

:حل

.2
1 2 2 150 1
2

S Sin= × × × ° =
2

1
2 3 3

4
S = =

1 22 3 2ABCS S S= + = +

؟كدام است6، طول ارتفاع وارد بر ضلع به طول7و5،6در مثلثي به اضلاع:مثال�

2:حل� 18 9p p= ⇒ =

با استفاده از فرمول هرون:

( ) ( ) ( )9 9 5 9 6 9 7 9 4 3 2 6 6s = − − − = × × × =

1 6 6 6 2 6
2

h h× × = ⇒ =

A

B

4

5
E

C

D
6

7 5/O

A

P

M

CNB

A

B
C

2S
1S

A

B

C
60
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و دو راس ديگرش روي اين دايره باشند، بيشـترين مسـاحت ايـن مثلـث6اي به شعاعاگر يك راس مثلثي مركز دايره:مثال�

كدام است؟

:حل�

1 1 6 6 18
2 2

S R R Sin Sin Sin= × θ = × θ = θ

1Sinθماكزيمم مساحت هنگامي است كه 18maxSباشد پس= =

و كسينوسسينوسيهج) قضي :هاها

دو رابطه بسيار مهم زير در مثلث برقرارند:

شعاع دايره محيطي:هارابطه سينوس
a b c R Rˆ ˆ ˆsin Bsin A sinC

= = = 2

هارابطه كسينوس

ˆa b c bc cos A
ˆb a c ac cosB
ˆc a b abcosC

 = + −
 = + −


= + −

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

2

aدر مثلثي داريم:مثال� b c≠ aو= = 2اين مثلثمحيطييشعاع دايرهاگر.6 ؟كدام استbياندازهباشد،3

ها:ي سينوسبا استفاده از قضيه:حل�

2
3

32
3

34
6

342 ==⇒=⇒== Asin
Asin

R
Asin

a

baچون °مي= ⇒ =شود غير قابل قبول است 60Â

يا

120 30 2 4 3 30 2 3
bˆ ˆˆA B C R b Sin

Sin B
= ° ⇒ = = ° ⇒ = ⇒ = ° =

)ياگر در مثلثي رابطه:مثال� )b c a b c+ = +3 3 ؟كدام استÂيمقدار زاويه،برقرار باشد2

:حل�

( )
( ) ( )

( )

2 2
3 3 2 2 2 2

b c bc b c
b c a b c a b c bc

b c

+ − +
+ = + ⇒ = = + −

+

و مقايسهي كسينوسبا استفاده از قضيه ي گفته شده:ي آن با رابطهها

2 2 2

2 2 2
12 1 60
22

a b c bc ˆcos A cos A A
a b c bccos A

= + −  ⇒ = ⇒ = ⇒ = °
= + − 

A

B Ca
R

c b
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:فيثاغورسيد) قضيه

ABCدر هر مثلث
�

داريم:

:فيثاغورسقضيه

2 2 2

2 2 2

2 2 2

90

90

90

Â a b c

Â a b c

Â a b c

> ⇔ > +

= ⇔ = +

< ⇔ < +

و سوم هم بر اساس قضيه بركسينوسيكه مورد اول و هم .ياساس قضيهها لولا قابل اثبات است

اعداد فيثاغورسي معروف عبارتند از:نكته:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )29212037351241409171582524713125543 ,,,,,,,,,,,,,, −−−−−−

سه عمود بر اضلاع رسم كنيم.،دلخواه داخل مثلثياگر از يك نقطه:مثال�

حاصل رابطه زير برقرار است:نشان دهيد بين قطعات

222222 knmzyx ++=++

اي كه وترشان مشترك است، داريم:الزاويههاي قائمي فيثاغورس در مثلثبا نوشتن قضيهحل:�

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

z n
k x m n k ( ) x y z ( )
y m

x y z m n k

α + = β +


α + = + γ → + + + α + β + γ = + + + α + β + γ
β + = γ + 
→ + + = + +

ABCدر مثلث:مثال�
�

5bاگر =،12c �و= 90A < ؟كدام گزاره درست استaباشد، براي ضلع°

1(a< <13 172(a< <7 133(a< <7 174(a <13

حل:�

137
177

1316990 2222
<<⇒







<<⇒+<<−

<⇒<⇒+<⇒<
a

acbacb
aacbaA

را بيابيد.EFGDمربع هستند. مساحت مربعEFGDوABCDزيردر شكل:مثال�

يكABCDاگر قطر مربع:حل� و بار ديگر با توجه به ضلع بنويسيم، خواهيم داشت:EDGFبار بر اساس قطر مربعرا

2 2 2 2 2 2 2x x ( )+ = + = +

1 2 2 2 1 2x( ) ( ) x+ = + → =

2 4EFDGS x→ = =

است.2a، وترaالساقين به ساقي متساويالزاويهدر هر مثلث قائمنكته:

است.aمربع به ضلعABCDمثال: در شكل مقابل�
a
x

را بيابيد.

، داريم: AOHي فيثاغورس در مثلثبا نوشتن قضيهحل:�

2 2
2 2 2 2 2 2 5 5 52 2

2 4 4 8 8
a a a a x(a x) ( ) x x a ax x ax x

a
− + = → + − + = → = → = → =

A

B C

D

G
F

x

xx

22 +

E

x m

z n

k y
•

γ
α β

A D

CB

a

x

O
x

x

H
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ر:مثال� طـولباشـد،8برابر بـاABCDضلع مربعطولاگرهاي هر مربع اوساط اضلاع مربع ديگر است.سأدر شكل زير

DCBAضلع مربع را بيابيد.′′′′

چون ضلعاست، لذاa،2aالساقيني به ساقي متساويالزاويهچون وتر مثلث قائمحل:�

2شود ضلع مربع جديدنصف مي
2

برابر ضلع مربع قبلي است.

32 2 28 8 2 2
2 8

( ) ( )→ × = =

n:مثال� nnاگر در مثلثي رابطه cba )n(برقرار باشد،=+ گاه كدام صحيح است؟آن<2

1(�90>Â2(�� 9060 << Â3(�60<Â4(�45<Â

حل:�

1

1

n n n n n

n n

ba b c a b a b
a
ca c a c
a

= + → > → > → <

> → > → <

مثلثحتماً بزرگي مقابل به بزرگوقبلاً گفتيم، زاويهترين ضلع استبزرگaچون �پساست،°60ازترترين ضلع  60A > °

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 90n n n n nb c ˆa a b b c c a b ( ) c ( ) b c A
a a

− − − − −= + → = + < + → < °

و دو مثلث قائميك متوازيمثال:� و يك مثلـثالزاويهالاضلاع از يك مربع ي مساوي هم تشكيل شده است. اگر مساحت مربع

بهقائم الاضلاع كدام است؟واحد مربع باشند، محيط متوازي24و64ترتيبالزاويه

1(322(363(484(54

2حل:� 64 8a a= ⇒ =

24 48 6
2

ba ab b= ⇒ = ⇒ =

2 2 10c a b= + =

2 2 10 6 8 48(a b c) ( )= + + = + + ⇒محيط=

مي، كوچكaدر مربعي به ضلعمثال:� را به طريقي محاط كنيم كه هر رأس مربع بر روي ضلع مربـع اصـليترين مربع ممكن

ن مربع به ضلع مربع اصلي كدام است؟قرار گيرد. نسبت ضلع اي

1(3
4

2(2
3

3(3
2

4(2
2

حل:�

تر وسـطترين مقدار ممكن باشد، بايد رأس مربع كوچككه ضلع مربع كوچكبراي آن

22قرار گيرد كه در اين صورت:ترضلع مربع بزرگ
2 2
a xx

a
= ⇒ =

اثبات:
2 2 2 2 22 2z x y (x y) xy a xy

x y a
 = + = + − = −


+ =
ها زماني ماكسيمم است كه با هم برابرچون جمع دو متغير مقدار ثابتي است، ضرب آن

(كه در اين صورت ميzباشند شود).مينيمم
2
ax y⇒ = =

C

DA

B

A′

B′

C ′

D′

a b
2464 c

a

ac

2
a

2
a

x

y

xy

x

z
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واحد مربع است. ارتفاع وارد بر وتـر چقـدر60و مساحت3و1الزاويه، طول اضلاع قائم به نسبتدر يك مثلث قائم:مثال�

است؟

1(52(4 23(64(8

حل:�

23 60 40 2 10
2ABC

k kS k k×
= = ⇒ = ⇒ =

3 310 3 2 10 6
10 10

h k k k h k× = × ⇒ = = × =

:اجزاي ديگر مثلث)ه
:ميانه)1

و سر ديگرش وسط ضلع مقابل آن رأس باشد، ميانهخطپاره ميي كه يك سر آن رأس مثلث شود.ي نظير آن رأس از مثلث ناميده

نكات:
ميهر ميانه-1 را نصف دوي مثلث مساحت آن را بـه كند.يا به تعبير ديگر، ميانـه مثلـث

كند.مثلث معادل تقسيم مي

ميا به اندازهرABCهر يك از اضلاع مثلث:مثال� حاصـل شـود.MNPدهـيم تـا مثلـثي خودش در يك جهت امتداد

؟استABCچند برابر مساحت مثلثMNPمساحت مثلث

ازMبهCاگر ازحل:� ازNبهBو هـايي كـهوصل كنيم، اين خطوط در مثلـثPبهAو

ميقرار دارند ميانه را نصف كنند، پس داريم:اند، لذا مساحت

7
ABC ACM MCN
ABC ABP MAP MNP ABC
ABC BCN PBN

S S S
S S S S S
S S S

∆ ∆ ∆
∆ ∆ ∆ ∆ ∆
∆ ∆ ∆

= = = = ⇒ =
= =

ميسه ميانه-2 را به نسبت يك بـهدهمرسن(گذرندي مثلث از يك نقطه و در آن نقطه يكديگر (

ميدو تقسيم مي باشد.كنند. اين نقطه مركز ثقل مثلث نيز

GA GB GC
GA GB GC

′ ′ ′
= = =

1
2

هم،هر مثلثيهسه ميان-3 را به شش مثلث مي)معادل(مساحتآن مثلث ند.كنتقسيم

1
3GBC GAC AGB ABCS S S S∆ ∆ ∆ ∆= = =

1
6AGM GM C GCM MGB BGM M GA ABCS S S S S S S′ ′ ′′ ′′∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆= = = = = =

و نقطهGنقطهABCدر مثلث:مثال� باشد. مساحتميAGوسطEمركز ثقل

؟استABCچه كسري از مساحت مثلثAMEمثلث

لذا:.ميانه استAGM،EMدر مثلثحل:�

1
12

ــث121 ــل مثل ــركز ثق  م
6

AME AGM
AME ABC

AGM ABC

S S
S S

ABC G S S

∆ ∆

∆ ∆

∆ ∆

=
⇒ =

⇒ =

B

A

C
M

ma

A

B
CG

M′M ′′

M

P

A

C

M

N

B

B C

A

G

ME

A

B
A′

C

G B′C′

A

3k

10k CB

k h
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وسطهاي اضلاع مي باشند. مساحتQوABCD،M،N،Pدر چهار ضلعي:مثال�

؟استABCDچه كسري از مساحت چهارضلعيAFCEارضلعيچه

كهميرا رسم كنيم، دو مثلث تشكيلACاگر قطر:حل� هايميانهAPوCM،AN،CQشود

آن هستند، لذا با توجه به خاصيت گفته شده داريم: 

1
13

1 3
3

AEC ACB
AFCE ABCD

AFC ADC

S S
S S

S S

∆ ∆

∆ ∆

=
⇒ =

=

ازMPGQاست. مساحت چهارضـلعيCGوسطQوBGوسطPمركز مثلث،Gشكل مقابلدرمثال:� چـه كسـري

است؟ABCمساحت مثلث

حل:�

12 12 6PGQM PGM GQM
S S SS S S= + = + =

زده است؟ترين مثلث، چند برابر مساحت مثلث سايه. مساحت بزرگهستندوسط دو ضلعNوMدر شكل مقابل نقاطمثال:�

حل:�

شـود.مسـاحت ايجـاد مـيمثلث هـم6م در هر مثلث با رسم سه ميانه،دانيمي

هم4چنين در هر مثلث با وصل كردن وسط اضلاع،هم و در نتيجهمثلث نهشت

شود.هم مساحت ايجاد مي

1 2 1
4 6 12M N P A BC M NO M N P A BC

S S ,S S S∆ ∆ ∆ ∆ ∆= = =

ده چند برابر مساحت يك مربع است؟زي سايهدر شكل مقابل، دو مربع مساوي كنار هم قرار دارند. مساحت ناحيهمثال:�

1(1
6

2(1
9

3(2
9

4(2
9

حل:�

1اند، لذا مساحت قسمت هاشور خوردهچون دو خط رسم شده براي مثلث حاصل ميانه
6

مساحت مثلـث اسـت. مسـاحت

با،دو مربع استهايمساحتمثلث نصف مجموع ها مساوي است. پس مساحت قسمت هاشـوريكي از مربعمساحتيعني

1خورده
6

است.مربعمساحت يك

بهي نظير رأس سوم به يك فاصلهدو رأس هر مثلث، از ميانه-4 و دو رأسعكس اگـراند

ميمثلث از خطي آن(گذرد به يك فاصله باشند، آن خـط ميانـه اسـت.كه از رأس سوم

)خط نبايد با ضلع سوم موازي باشد.

AM BH CH′⇔ ميانه=

از دو ضلع مجاور آن، برابر است با عكس نسبت آن دو ضلع:هميانيهاي هر نقطهنسبت فاصله-5

DH AC
DH AB

=
′

A

B C
M

H

H′

A

B C
M

P Q
G

B

A

Q

D

M

EF

C

NP

O

NM

NM

P

O

A

A

B

H′H

M
D

C
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:) نيمساز2
وپاره و ضـلع مقابـل آن محـدود اسـت خطي كه به يك رأس از مثلـث

مييزاويه را نصف ميآن رأس شـود. هـر مثلـثكند، نيمساز مثلث ناميده

و سه نيمساز خارجي است. سه نيمسـاز داخلـي از داراي سه نيمساز داخلي

.گذرنديك نقطه مي

مييو نيمساز داخلي زاويهنيمسازهاي خارجي دو زاويه گذرند كه آن نقطه نيز از سه ضلع مثلث بـه يـكسوم نيز از يك نقطه

و كهتوان دايرهميلذافاصله است و امتداد دو ضلع ديگر مثلث مماس كرد نيمسـازهاي(محـل تلاقـيآن نقطهاي بر يك ضلع

و نيمساز داخلي زاويه . هـرمثلث نام داردمحاطي خارجييدايره،اين دايره.باشديمدايرهآنمركز) سوميخارجي دو زاويه

ي محاطي خارجي دارد.مثلث سه دايره

ميمثال: سه خط دوبه� ؟توان يافت كه از هر سه خط مزبور به يك فاصله باشددو متقاطع در يك صفحه مفروضند. چند نقطه در اين صفحه

حل:�

و سه مركز دايرهسه خط يك مثلث مي و يك مركزيسازند ،انـددايره محاطي داخلي از سه ضلع به يك فاصلهمحاطي خارجي

.با اين خاصيت وجود داردنقطه4پس

خط:مثال� ؟هاي زير همواره داخل مثلث استمحل تلاقي كدام دسته خط از دسته

و نيمسازهاي داخلي) ميانه1 و ميانه) ارتفاع2ها هاها

و عمودمنصف) ارتفاع3 و نيمسازها) عمودمنصف4اهها ها

.باشدميلذا محل تلاقيشان نيز داخل مثلث،باشدميو نيمسازهاي داخلي تمام نقاطشان داخل مثلثهاتنها ميانه:حل�

نكات:
خارجي همان رأس عمود است.يهداخلي هر رأس مثلث بر نيمساز زاوييهنيمساز زاوي-1

و خارجي زاويهABCدر مثلث:مثال� B̂ˆبرابر باشند،Aي، اگر طول نيمسازهاي داخلي C−؟كدام است

حل:�

90Aفوقيبا توجه به نكته = ADو داريم� AD′ �در نتيجه= � 45D D′ = = �

180 45
2 90

45
2

ÂB̂
ˆB̂ C

ÂĈ


= ° − ° − 

 ⇒ − = °
= ° − 

ويمركز دايرهIهرگاه:مثال� كهباشند، در مثلثيABCمراكز دواير محاطي خارجي مثلثaIوcI،bIمحاطي داخلي

؟كدام استIباشد،ميaIوcI،bIرئوسش

محاطي داخليي) مركز دايره2) مركز ثقل1

محيطيي) مركز دايره4تلاقي سه ارتفاعمحل)3

حل:�

bونيمساز داخليICچون aI Iنيمساز خارجي رأسCبه،است و لذا بر هم عمودند

aIدليل مشابه AوbI Bو .ها استمحل تلاقي ارتفاعIنيز ارتفاعند

A

D′ C
DB

B
cI

A C

bI

aII

B

A

C
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,Cايبـين دو نيمسـاز داخلـــي زوايـيزاويـه-2 Bدر مثلـثABCمســـاوي

Â
° +90

2
است.

,Cبـين دو نيمسـاز خـارجي زوايـاييزاويه-3 Bدر مثلـثABCمسـاوي

Â
°−90

2
است.

درBيهو نيمسـاز خـارجي زاويـCيهبين نيمسـاز داخلـي زاويـيزاويه-4

مساويABCمثلث
Â
2

است.

و نيمساز هر رأس برابر است با نصف قدر مطلق تفاضليدر هر مثلث زاويه-5 هاي دو رأس ديگر.زاويهبين ارتفاع

ˆ ˆˆHAD B C= −
1
2

موازي با ضـلع واقـعتلاقي نيمسازهاي داخلي دو رأس يك مثلث، خطييههر گاه از نقط-6

را قطع كند پديـد آمـدهخـطپارهبين آن دو رأس رسم كنيم تا دو ضلع ديگر مثلث

مثبرابر است با مجموع بخش لث كه مجاور بـا دو رأسهاي ايجاد شده روي دو ضلع

اوليه هستند.

DE DB EC= +

:) ارتفاع3

آنخطپاره و سر ديگرش روي ضلع مقابلبري كه يك سر ارتفـاع نظيـر،استو بر آن ضلع عمود(يا امتداد آن) قرار داردرأس مثلث

شود.آن رأس مثلث ناميده مي

نكات:

در-1 مي،مثلث با ضلع كوچكترارتفاع نظير هر رأس سازد.زاويه كمتري

1 2
ˆ ˆAB AC A A< ⇒ <

ABC،ACدر مثلث:مثال� AB>،AM،ميانهADو كدارتفاع ميAHنيمساز ؟صحيح استهموارهام گزينهباشد.

1(AMبينADوAH.2قرار دارد(ADبينAMوAH.قرار دارد

3(AHبينADوAM.سه4قرار دارد ممكن است.حالت) بسته به شكل مثلث هر

و زوايا داريم:با استفاده از قضيهحل:� ي تناظر بين اضلاع

AMAD <⇒>⇒استMABنيمساز درون زاويه⇒> BÂMCÂMABAC

ADAHCÂHHÂBĈB̂ABAC <⇒<⇒>⇒>

C

A

B

OD E

C

A

B
H

21

C

A

B DH

A

CB

O

C

A

B HDM
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هاي نظير آن دو ضلع.ي هر دو ضلع برابر است با نسبت عكس ارتفاعدر هر مثلث، نسبت اندازه-2

c

a

ha
c h

=

بدر مورد عكس ارتفاع،روابطي كه در مورد اضلاع مثلث برقرار استيهنتيجه: كلي مثلاً:.ر قرار استهاي مثلث نيز

1 1 1 1 1

b c a b c
b c a b c

h h h h h
− < < + ⇒ − < < +

؟متر باشد طول ارتفاع وارد بر ساق مثلث چقدر استسانتي3و2،3اگر طول اضلاع مثلثي:مثال�

ي فيثاغورس:با استفاده از قضيه:حل�
2

2 23 2 2
2

AH  = − = 
 

ها از دو رابطه:با استفاده از تساوي مساحت

2 2 2 4 2
3 3

AH BC BH AC BH ×′ ′× = × ⇒ = =

:داشته باشيمABCاگر در مثلث:مثال�
b

a

h
h

b
a

؟چگونه مثلثي استABCگاه مثلثآن=

نامشخص)4الساقينمتساوي)3الاضلاعمتساوي)2الزاويه) قائم1

به:حل� ها:تساوي مساحتبا توجه

a
a b

b

hb aah bh a b
a h b

= → = = → =

هم-2 حاده باشنديهاگر منفرجـه داشـتهيهاما اگر مثلثي يـك زاويـ.گيرندميقرارآنهاي مثلث داخلارتفاعيهكلي،زواياي مثلثي 

همدر مثلث قائم.شوندميبر امتداد اضلاع وارداضلاع آن زاويههاي نظيرارتفاع،باشد ها بر اضلاع منطبقند.تا از ارتفاع2الزاويه

AيزاويهABCاگر در مثلث:مثال� = ؟هاي زير صحيح استيك از گزاره، كدامباشد°92

تلاقي سه نيمساز خارج مثلث است.ي) نقطه2تلاقي سه ميانه خارج مثلث است.ي) نقطه1

باشد.ميBCتلاقي سه ارتفاع روي ضلعي) نقطه4تلاقي سه ارتفاع خارج مثلث است.ي) نقطه3

.شوندميهاي نظير اضلاع زاويه منفرجه در خارج مثلث بر امتداد آن اضلاع واردارتفاع،اگر در مثلثي يك زاويه منفرجه باشد:حل�

.سه ارتفاع مثلث همرسند-3

:هاي مثلث) عمود منصف4
شود. مثلث داراي سه عمودمنصـف اسـتخطي كه در وسط هر ضلع مثلث بر آن عمود است، عمودمنصف مثلث ناميده مي

سهتوانميلذاگذرند كه از سه رأس مثلث به يك فاصله است.كه از يك نقطه مي يك دايره عبور داد كه مركـز آننقطهاز اين

است.مثلثي محيطيمركز دايرهاين نقطه.باشدميمحلّ تلاقي سه عمودمنصف مثلث

عمدر مثلث حادهنكته: الزاويـه سـه عمودمنصـف در روي وتـرود منصف در درون مثلث همرسند. در مثلـث قـائمالزاويه سه

و الزاويه سه عمودمنصف بيرون مثلث همرسند.ر مثلث منفرجهدهمرسند

C

A

B
H

A

B

C

O

ABCالزاويهمنفرجه

AB

C

O

ABCالزاويهقائم

A

B C
O

ABCالزاويهحاده

A

H′

C
HB
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:هاي خاصخواص مثلث)و

:الساقين) مثلث متساوي1

ميالساقينمثلثي كه دو ضلع برابر دارد متساوي .شودناميده

:نكات
و به عكس اگر دو زاويهمجاور به قاعدهالساقين دو زاويهدر هر مثلث متساوي-1 الساقين است.مثلثي مساوي باشند آن مثلث متساوييبا هم مساويند

را بيابيد.مثال: در شكل هاي زير متغيرها

:الساقين داريمبا توجه به تساوي زواياي نظير ساق در مثلث متساوي:حل�

كدام است؟xمثال: در اين شكل�

:حل�

:الساقين داريمبا توجه به تساوي زواياي نظير ساق در مثلث متساوي

90
90 180 45

180
x

x x x
x

α +β = + ° 
⇒ + ° + = ° → = °α +β + = °

را بيابيد.Aيزاويه،باشدBCيبرابر طول قاعدهB̂طول نيمساز داخليABCالساقيناگر در مثلث متساوي:مثال�

الساقين داريم:با توجه به خواص مثلث متساوي:حل�

°=⇒°=⇒°=+⇒°=+⇒°=+

=⇒






−°=⇒=⇒=

−°=

361805180418041802

2180

2180

1

1
11

ÂÂÂÂB̂ÂB̂Â

B̂Â
ĈB̂D̂ĈBCBD

ĈÂ

؟كندمييكي از زوايا ضلع مقابل را با كدام زاويه قطعاست. نيمساز خارجي001°الساقين برابرهاي مثلث متساوييكي از زاويهمثال:�

الساقين داريم:با توجه به خواص مثلث متساوي:حل�

°==⇒






=

°=°−°=+
40

80100180
ĈB̂

ĈB̂

ĈB̂

( )
2

2 2
2

180 100 80
70 80 1501 180 40 70

2

Â
ˆB̂ A

B̂

= ° − ° = °
 ⇒ + = ° + ° = °

= ° − ° = °


( ) °=°−°=+−°= 30150180180 22 ÂB̂D̂

A

D

CB
1

1

A

B
C

D

2
2

40x =

50

4070 70

35x =

110 α α x = α3

2α
2α

x ?=

50

40
α x ?=70 70

x ?=

110 z ?=
y ?= x ?=

120

30z =
120y = 60x =

120

A

MB

N

C
β

α
P

α

β
x

A

MB

N

C

P

x

C

A

B
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ABC)AB=AC,32Âالساقيندر مثلّث متساوي:مثال� = دهيم.ميامتدادDيهساق تا نقطيهرا به اندازBCيه) قاعد�

چقدر است؟ADCيهزاوي

الساقين داريم:با توجه به خواص مثلث متساوي:حل�

1 2
180 10674 180 74 106 37

2
ˆB C C ADC −

= = ⇒ = − = ⇒ = =

ADBDBCاگر در شكل زير:مثال� 20Ĉو== = چند درجه است؟D̂يباشد، زاويه°

اهمان:حل� ز مسائل قبل در حالت كلي نيز اثبات شد، داريم: طور كه در يكي

1 120 40 40 60ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆD C B A D A C= = → = → = → = + =

دو:مثال� والسـاقينيمثلث كناري متساودر شكل مقابل °انـد =زاويـه 100Âدو خـط ،dوd′بـا زاويـه چنـد درجـه

اند؟عمتقاط

1(202(50

3(454(40

:حل�

180 2 180 2 180A− β + − α + =

2 180( ) A⇒ α +β − =

180 100 140
2
+

⇒ α + β = =

180 40( )θ = − α +β =

و يك لوزي با زاويه:مثال� عالاضلاياند. بزرگترين زاويه متوازدرجه، در يك ضلع مشترك60در شكل مقابل، يك مربع

ABCDچند درجه است؟

1(1002(105

3(1204(135

حل:

خطBCبر روي ضلعABCدر مثلث:مثال� ميCN=CAوBM=BAهايپاره °را جدا =كنيم، اگر زاويه 72Â

چند درجه است؟MANباشد، زاويه

1(542(523(484(42

MANˆ180:حل� ( )= − α + β

108 180 2 180 2 360 2ˆB̂ C ( )+ = = − α + − β = − α + β

180 54 ˆ( ) MAN⇒ − α + β = =

A

DB C

1 2

21

A

B

C D

α β
N M

αβ

B C

A

C
D

A
B15

60

120
120 15 105− =

15

A
B

D
C

d′

A

θ

A

180 2− β 180 2− α αβ
β α
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و ارتفاعات وارد بر ساقهاي وارد بر ساقالساقين ميانهدر هر مثلث متساوي-2 و نيمسـازهايها با هم ها با هم مساوي هسـتند

عكس اين مطالب نيز درست است.،ها نيز با هم مساوي هستندزواياي مقابل به ساق

و بالعكس.،ارتفاع،رأسيالساقين نيمساز زاويهدر مثلث متساوي-3 و عمودمنصف وارد بر قاعده بر هم منطبق هستند ميانه

ها از دورترين رأس آن كدام است؟ي تلاقي ميانهي نقطهواحد، فاصله10و13،13در مثلثي به طول اضلاع:مثال�

:حل�

ها روي ارتفاع وارد بر قاعده قرارع ميانهالاضلاع، محل تقاطدر مثلث متساوي

دارد.

2 213 5 12AH = − =

را به نسبتچون ميانه مي2به1ها همديگر كنند داريم:تقسيم

2
8

3
1 4
3

AG AH

GH AH

= =

= =

فيثاغورث داريم:يلذا بر اساس رابطه

2 2 2 2 2 24 5 41GH HC GC GC GC+ = → + = ⇒ =

6كه چون 41 7< ميAاست پس> شود:دورترين رأس محسوب

8AG =
ترين ميانه است.ترين ضلع، بزرگوارد بر كوچكيدانيم ميانهالبته مي

با: مساوي استbو ساقaيالساقين با قاعدهمساحت مثلث متساوي-4

aa b −
2

21
2 4

مـوازي باشـد،BCبـا ضـلعAنيمسـاز خـارجي رأسABCهر گاه در مثلث-5

AB AC=و بالعكس.است

ACABBC||AD =⇔

مث2 :الاضلاعلث متساوي)
نام دارد.الاضلاعمتساوي،ضلع برابر داشته باشد3مثلثي كه

نكات:

الاضـلاع برقـرارمثلث متساوييالساقين دربارههاي مثلث متساويتمام ويژگياست . لذا�60الاضلاعتمام زواياي مثلث متساوي-1

آناست. و عمودمنصفها، ميانهالاضلاع، محل برخورد ارتفاعمتساويدر مثلثكهبه اضافه اند.ها بر هم منطبقها، نيمسازها

بههاي متساويهاي زير يك ضلع مثلثمثال: در شكل� را دست آوريد.الاضلاع بر يك ضلع مربع منطبق است. كليه زوايا

C

A

B

D

C

A

B H

•
13 13

B CH

G

A
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:حل�

و مثلث متساوي خبا توجه به زواياي مربع و بهميالساقينواص مثلث متساويالاضلاع را .توانيم تمام زوايا دست آوريم

باشد انـدازه ارتفاع نظير هر رأس برابر است باa، اگر طول هر ضلع برابر باABCالاضلاعدر مثلث متساوي-2
ah =

3
2

مساحت مثلثو
aS =

2 3
4

باشد.مي

:الزاويه) مثلث قائم3
.نام داردالزاويهقائم،قائمه داشته باشديمثلثي كه يك زاويه

نكات:
بالزاويه ميانهدر هر مثلث قائم-1 و آن،وارد بـر يـك ضـلعيعكس اگر در مثلثي ميانهري وارد بر وتر نصف وتر است نصـف

ب رواشد،ضلع الزاويه است.رو به آن ضلع قائمبهآن مثلث در رأس

ي كه طـول بزرگتـرين ضـلع ايـنتباشد. در صورمي30°ديگر نيزيو تفاضل دو زاويه30°در مثلثي يكي از زوايا:مثال�

؟م استوارد بر اين ضلع كدايطول ميانه،باشد8مثلث

:حل�

30 150
60 90

30

ˆ ˆB̂ A C ˆ ˆC A
ˆ ˆA C

= ° ⇒ + = ° ⇒ = ° ⇒ = °
− = ° 

وABCلذا مثلث و بزرگترين ضلع آن وتر آن است لذا:،وارد بر وتر نصف وتر استيدانيم ميانهميقائم الزاويه است

4
2

==
BCAM

كBCيبر هم عمود باشند، ميانهACوABي اضلاعهاميانهABCاگر در مثلث:مثال� دام است؟برابر با

1(BC
3
22(BC

2
33(BC4(2BC

:حل�

1 3
2 2

GM BC AM BC′′ ′′= → =

)A(الزاويهدر مثلث قائم �90=:

2222
4
5

5 ammm acb ==+

A

M

CB

M′

60
15

60 60 150

60
15

75

45
60

15
156015

75

45
60

15
75

60

15
75

30
60

75
7575

30

15

60

15060

30

45 4560 75

60 60
60

15

A

M
M′

CM′′B

G
•
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2و8ايالزاويهي دو ضلع قائم از مثلث قائماندازهمثال:� ها از وسـط وتـر ايـني تلاقي ميانهي نقطهواحد است. فاصله11

مثلث كدام است؟

1(22(33(24(3

حل:

4 11 64 108 4 27 6 3BC = × + = = × =
13 3 3

2 3
BCAM GM AM⇒ = = ⇒ = =

و بالعكس.30°يضلع مقابل به زاويه،الزاويهدر هر مثلث قائم-2 نصف وتر است

و ضلعيالساقين ارتفاع وارد بر يك ساق نصف آن ساق است. زاويهمثال: در يك مثلث متساوي� ؟ستاكدامBCبين اين ارتفاع

حل:�

1 1
1 1 30 75 90 90 75 15
2 2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆBH AC AB A B C B C B= = ⇒ = ° ⇒ = = ° ⇒ + = ° ⇒ = ° − ° = °

متر است. مجموع فواصل يك نقطه رويسانتي12آنيو قاعده120°سأري، زاويهABCالساقيندر مثلث متساويمثال:�

آنيقاعده ؟چقدر استمثلث از دو ساق

حل:�

ين از دو ساق برابـر اسـت بـاالساقي مثلث متساويمجموع فواصل يك نقطه روي قاعده

ارتفاع وارد بر ساق:

1 6
2

BH BC= =

باشد، ارتفاع وارد بر وتر ربع وتر است.15°الزاويه يك زاويهاگر در مثلث قائم-4

B̂ˆ: دانيمميABCدر مثلث:مثال� C− = از نيمسـاز،AHپاي ارتفاع،Hيي نقطهلهفاصدر اين صورت،باشدمي°30

AD؟كدام است

1(AH1
3

2(AD1
4

3(AD1
3

4(BC1
8

و ميانهزاويه:حل� الزاويه برابر است با:ي وارد بر وتر در مثلث قائمي بين ارتفاع

1 1 130 15
2 2 4

ˆ ˆˆHAD B C AD′= − = × ° = °    ⇒ΗΗ =

AHD) 1ارتفاع مثلث(ADاز نيمسازHيهفاصل
4

.است)AD(وتر مثلث

و ميانـه بهAMوAH،ADهايخط، پارهABCيالزاويهدر مثلث قائم-5 BCي وارد بـر وتـرترتيب ارتفاع، نيمسـاز

صورت روابط زير برقرارند:هستند، در اين

ˆ ˆ ˆA A C
ˆ ˆA A
ˆ ˆ ˆ ˆA A A B

= =

=

+ + =

1 4

2 3

2 3 4

A

CB
H D M

1 4
2

3

C

A

B

1
1

DH
H′

C

A

B

H

1

H

120
A

B M C
3030

2 11 8

M

A

B C

G
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و ميانهيالزاويه، زاويهدر هر مثلث قائم-6 حاده مثلث.يوارد بر وتر برابر است با قدر مطلق تفاضل دو زاويهيبين ارتفاع

ˆ ˆˆHAM B C= −

و ميانهياي، زاويهالزاويهدر مثلث قائممثال:� ؟مثلث چند درجه استيست. كوچكترين زاويها26°وارد بر وتريبين ارتفاع

:ي فوقطبق نكته:حل�

26
26 2 90 26 32

90

ˆB̂ C ˆB̂ Cˆ ˆ ˆB̂ C C C
ˆB̂ C

> − = ° − = ° ⇒ ⇒ = ° − ° ⇒ = °
+ = ° 

)ABCيالزاويه: در مثلث قائممثال� )Â = و ميانهيزاويهي، اندازه°90 ؟كدام استAنظير رأسيبين نيمساز

1(ˆB̂ C−2(ˆB̂ C−1
2

3(ˆB̂ C−
1

2
2

4(ˆB̂ C−1
4

و ميانهزاويه:حل� ي وارد بر وتر در مثلث قائمي بين ارتفاع

C

الزاويه برابر است با:

ˆB̂DÂH −=
2
1

32الزاويهدر مثلث قائم ÂÂ ĈB̂MÂDلذا= −=
2
1

ب،الزاويهاگر در يك مثلث قائم-7 ميهارتفاع نظير وتر رسم شود، سه مثلث متشابه آيد:وجود

ABC~ACH~ABH

الزاويه داريم:در مثلث قائملذا

AB BH BC

AC CH BC

AH BH CH

= ×

= ×

= ×

2

2

2

ميييعن و طول وتر مثلث باشد. همچنين ارتفاع وارد بـر وتـر، ميـانگينهر ضلع واسط هندسي بين طول تصور آن ضلع بر وتر

ميهندسي دو قطعه )رسم ميانگين هندسييطريقه(كند.اي است كه آن ارتفاع بر روي وتر جدا

هباشند يعنيپذير نمياين روابط معكوستذكر: نيكيچاز برقرار بودن الزاويه است.توان نتيجه گرفت مثلث قائممياز روابط فوق در يك مثلث

باشد، ارتفـاع وارد بـر وتـر10برابرBCباشد. در صورتي كه وترمي8برابرBHخطپارهمطابق شكل مقابل طول:مثال�

BCطول ضلعوAB.را بيابيد

با توجه به روابط گفته شده::حل�

5416580108

416282
8
10

22

2

=⇒×=⇒=×=⇒×=

=⇒=×=×==⇒




=
=

ABABABBCBHAB

AHCHBHAHCH
BH
BC

�در مستطيل شكل مقابل:مثال� 90P = 3و� 9AP BP= ؟ستاكدامDPطول،=

از:حل� وAPكنـد بـاايجاد مـيCDعمود كنيم، قطعاتي كه ارتفاع رويCDبهPاگر

PB:برابر است. لذا

2 3 12 36 6DP AP AB DP= × = × = → =

C

A

B
MH

A

B C
H

C

A

B M
H

1

A

C BH 8

A B

CD

P

A

CB
H D M

2 3
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ABC)�Aدر مثلث:مثال� = ،واحد باشند9و4ترتيببهHCوHBاگركنيم.ميرا رسمAMيهوميانAHارتفاع)°90

كدام است؟AMHمساحت مثلّث

:با توجه به روابط گفته شده:حل�

2 4 9 6
2 5 613 7 56 5 22 52

4

AH BH CH AH
/S /BM /

HM /
BH

= × = × → =


× → = == =  → = 
 =  

بههاالزاويه اندازهدر يك مثلث قائم:مثال� و ارتفاع وارد بر وتر 2و3ترتيبي ميانه ضلع متوسط اين مثلث كدام است؟يهانداز.است2

با توجه به روابط گفته شده::حل�

3 6AM BC= → =
2 2

2
9 8 1 2 4

4 6 2 6

HM AM AH BH ,CH

AC CH BC AC

= − = − = → = =

→ = × = × → =

را در دو نقطهواحد، دايره6و عرض13در يك مستطيل به طول:مثال� NوMياي به قطر طول مستطيل، ضلع مقابل آن

ي اين دو نقطه چند واحد است؟كند. فاصلهقطع مي

و زاويهBCچون(قائمه استMدر رأسMBCمثلث:حل� يقطر دايره است

قطرومحاطي روبه الزاويه ارتفاع وارد بر وتر،حال در مثلث قائم)است.�90ر،به

ي ايجاد شده بر وتر است. بنابراين:ي هندسي بين دو قطعهواسطه

2 2 4
6 13 13 36 0 4 9 0

9
x

x( x) x x (x )(x )
x

=
= − ⇒ − + = ⇒ − − = ⇒ 

=
4BHكوچكتر يعنييبنابراين قطعه نتمي= و در 4AMيجهباشد و به همين=

4NDترتيب 13. در نتيجه= 4 4 5MN ( )= − + =.

ABC،5در مثلث:مثال�
2

AC AB=،90Â = چنـدABCاند. مساحت مثلثرسم شدهAMيو ميانهAHو ارتفاع°

است؟AMHمثلثبرابر مساحت

مشـترك اسـت، بنـابراينAHMوABCدر هر دو مثلثAHارتفاع:حل�

را حساب كنيم:كافيست نسبت قاعده ABCها

A H M

S
BC ( )

S MH

∆

∆
= ∗

ABبا فرض x=وBH y=:داريم

2 2 2 2 2 25 9
2 4

BC AB AC x ( x) x= + = + قضــــيه فيثــــاغورس در=
ــث ABCمثل

→
5

2
AB x , AC x= =

ــه  ميان
ــث  مثل

3 3
2 4

AM
ABC

BC x BM x⇒ = × → =

و تصوير همان ضلع روي وتر است، پس:ي قائمه، واسطهالزاويه، هر ضلع زاويهدانيم در هر مثلث قائممي ي هندسي بين وتر

2 2

3
3 2 3 2 1 2 18

12 3 4 3 12
12

xBCAB BC.BH x y x y x MH x x x
MH x

= ⇒ = × ⇒ = ⇒ = − = ⇒ = =

(براساس رابطه مي∗ي است.AMHبرابر مساحت مثلثABC،18توان گفت كه مساحت مثلث)،

A

CB H M

A NM D

B H C

6

x 13 x−

CHB

A

My

x

M

A

CB H
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ترين ميانه كدام است؟الزاويه مقابل، اندازه بزرگترين مثلث قائمدر بزرگ:مثال�

1(502(65

3(704(75

:حل�

ين ضلع است.ترترين ميانه نظير كوچكبزرگ

2 4 6 2 6h h= × ⇒ =

2 24 24 16 40 2 10a h= + = + = =

2 26 24 36 60 2 15b h= + = + = =

2 2 60 10 70
2
aAM b ( )= + = + =

و قطـر آن بـهي بزرگي قاعدهالساقين، قطر عمود بر ساق است. اگر اندازهي متساويدر يك ذوزنقه:مثال� 8و10ترتيـبتر

قواحد باشند، اندازه تر چند واحد است؟ي كوچكاعدهي

1(8/22(2/33(6/34(2/4

:حل�

2 210 8 6AB = − =

2 3610 3 6
10

AB x x /= × ⇒ = =

10 2 10 7 2 2 8AD x / /= − = − =

4 6

4 6

h bM

A

a

x B

AD

C

8

10
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���� ���:

تعاريف:

خم مسطح:
را بدون بلند كردن قلم از روي كاغذ رسم كنيم.اي از نقطهخم مسطح مجموعه ها است كه بتوانيـم آن

همو زاويههاخط، پارههاخط، نيمهاخط هاي مسطح هستند.خمگيها،

خم ساده:
را قطع نكند مگر در حالتي كه نقطههايك از نقطهيك خم ساده، يك خم مسطح است كه هيچ ميي خود بهرسند.هاي انتهايي به هم

مسير حركت داشته باشيم.2خمي است كه از هر نقطه روي آن حداكث،عبارت ديگر خم ساده

خم بسته:
مياگر نقطه خميشود.هاي انتهايي يك خم بر هم منطبق باشند، آن خم بسته ناميده است كه از هر نقطهبه عبارت ديگر خم بسته

مسير حركت داشته باشيم.2روي آن حداقل

خم ساده بسته:
خمنقطهاگر خمسادههاي انتهايي يك خمبر هم منطبق باشند، آن ميساده، ، خميبستهسادهخمبه عبارت ديگشودبسته ناميده

مسير حركت داشته باشيم.2است كه از هر نقطه روي آن دقيقاً

جمع بندي:

خم مسطح

قضيه خم جردن:
Cهر خم ساده را به سه زيرمجموعهي بسته ميي، صفحه و روي خم تقسيم كند.جدا از هم، درون، بيرون

و غير محدب:ناحيه ي محدب
و غيرمحدبشود. ناحيهاجتماع يك خم ساده بسته با درون آن يك ناحيه ناميده مي بنـديطبقـههاي يك صفحه به دو دسته محدب

(يا مجموعهييك ناحيهشود.مي را بـه هـم وصـلخطي كه هر دو نقطهها) محدب است، اگر پارهاي از نقطهمحدب ي دلخـواه آن

كند، كاملاً درون ناحيه قرار گيرد.مي

كهكه پارهطوريدر غير اين صورت اگر حداقل دو نقطه در ناحيه وجود داشته باشند به ههاآنخطي كنـد، كـاملاًم وصل مـيرا به

شود.درون ناحيه قرار نگيرد، آن ناحيه غيرمحدب خوانده مي

:چند ضلعي
وهـمهاخطكه پارهطوريبه،خط تشكيل شده استپاره3چندضلعي يك خم ساده بسته است كه از اجتماع حداقل صـفحه باشـند

هيچ سه رأس متوالي آن روي يك خط قرار نگرفته باشند.

ساده

غير ساده

بسته: دايره، مربع، لوزي...

خط...خط، نيمباز: زاويه، پاره

...,∞هايي مانندبسته: علامت

...,αهايي مانندباز: علامت
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دب:چندضلعي مح

را محدب گوييم. هرگاه مجموعه نقاط دروني يك چندضلعي يك مجموعه محدب باشد، چندضلعي

و كافي براي آن كه يك چندضلعي، محدب باشد آن است كه اززاويهتمامشرط لازم .باشدكمتر°180هايش

؟نباشدمحدبيمجموعهيك،محدود به يك چندضلعي در كدام حالت ممكن استيناحيهمثال:�

را به هم وصل كند، عضو آن مجموعه باشد.يخطي كه دو نقطه) تمام نقاط پاره1 دلخواه آن

ازي) هر زاويه2 باشد.°180داخلي آن كمتر

ها در يك طرف هر خطي قرار دارند كه بر ضلع آن منطبق است.) ساير رأس3

آ4 را به دو مجموعه) يك قطر محدب تقسيم كند.ين

پاسخ است.4گزينه:حل�

مثال نقض براي اين موضوع شكل مقابل است:

چندضلعي:

همهييك چندضلعي منتظم است هرگاه همه و يك چندضلعي منتظم،.هايش نيز با هم مساوي باشندي زاويهاضلاع آن با هم

محدب نيز هست.

برابر است با:aضلعضلعي منتظم بهnمساحت
n a OH× ×
2

2برابر است با:aضلعي منتظم به ضلع6مساحتحالت خاص مهم:

2
33 aاست.)°120ضلعي منتظم براب6ي(هر زاويه

ششمثال:� را بهaضلعي منتظم به ضلعدر دست آوريد.، طول اقطار

حل:�

را با قضيه كسينوس و قطقطر كوچك بهها را با قضيه فيثاغورث ميبزرگ آوريم.دست

ayaaaaxy

axacosaaax

243

331202
222222

22222

=⇒=+=+=

=⇒=−+=

ششمثال:� ششقطر كوچك يك ششضلعي منتظم، ضلع يك ضلعي جديد چند برابر مساحتضلعي منتظم جديد است. مساحت

ضلعي اوليه است؟شش

حل:�

است. لذا:3aضلعي قطر كوچك برابدر شش

2
 جديد2

2  قـــديم2

3 36 34 3
6 3

4

(a )
S a
S a a

= = =

a
a

x

x

y
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ششمثال:� ضلعي منتظم چند برابر مساحت مستطيل محيط بر آن است؟در شكل مقابل، مساحت

حل:�

26 3
ــلعيمساحت شش ض  34

ــتطيل ــاحت مس 42 مس 3

a

( a)(a )
= =

ششمثال:� ضلعي منتظم، چند برابر محيط مستطيل محيط بر آن است؟در شكل مقابل محيط

حل:�

ــلعيمحيط شــش ض  6 3 3 2 3
ــتطيل ــط مس 12 محي 3 2 2 3

a ( )
( a a ) ( )

−
= = =

+ × +

ضلعي منتظم كدام است؟واحد مربع است.مساحت هشت2عشكل مقابل مساحت مربدرمثال:�

حل:�

)(x)x(S

)(xxxS

12442
2
2

2
18

12
24

222
22

22222

8 −==×××=

−=
−
−

=
+

=→=+→=

بمثال:� بهمساحت هر يك از نواحي ششيوسيلههوجود آمده را در بيابيد.Sهاي زير برحسبضلعياقطار

حل:�

بااگر در يك دايره مساحت مثلث متساويمثال:� ششباش12الاضلاع محاطي برابر ضلعي منتظم محاط در آن كدام است؟د، مساحت

حل:�

ضـلعي دو برابـر مسـاحت مثلـثگونه كه در مثال فوق معلوم شـد مسـاحت شـشهمان

است.24الاضلاع است. پس مساحت شش ضلعي برابمتساوي

x
x

2x

2xx

a

a
60
30

60aCos

30aCos

6
S

3
S

2
S

6
S

3
S 6

S

6
S

3
S6

S
6
S

6
S

3
S3

2S
6
S
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�ر�����:

وجـودهاآنها به سبب روابطي كه بين اجزاييبرخي از چهارضلعباشد.ميهاترين نوع چندضلعيساده،پس از مثلث، چهارضلعي

و خواص ميهاآندارد، اهميت بيشتري دارند. در اين قسمت انواع كنيم.را بررسي

انواع چهارضلعي:
الاضلاع:متوازي

دو مـوازياي است كـه اضـلاع آن دوبـهچهارضلعي،الاضلاعتعريف: متوازي

آندر شـكلABCDالاضـلاعيكديگرند. مانند متوازي وAB||CDكـه در

AD||BC.است

ميالاضلاع علاوه بر خواص عمومي چهارضلعيمتوازي شوند:ها داراي خواصي است كه با قضاياي زير بيان

الاضلاع، اضلاع مقابل مساوي يكديگرند.در هر متوازي-1

و زاويه،هاي مقابلالاضلاع زاويهدر هر متوازي-2 د.هاي مجاور مكمل يكديگرنمتساوي

ميدر هر متوازي-3 را نصف كنند.الاضلاع قطرها يكديگر

قضاياي عكس:

الاضلاع است.دو متساوي باشند چهارضلعي متوازياگر در يك چهارضلعي اضلاع مقابل دوبه-1

الاضلاع است.دو متساوي باشند، چهارضلعي متوازيهاي مقابل دوبهاگر در يك چهارضلعي زاويه-2

يك-3 الاضلاع است.چهارضلعي متوازي،چهارضلعي هر دو زاويه مجاور به يك ضلع مكمل يكديگر باشنداگر در

الاضلاع است.چهارضلعي متوازي،اگر در يك چهارضلعي قطرها منصف يكديگر باشند-4

و متساوي باشند-5 الاضلاع است.چهارضلعي متوازي،اگر در يك چهارضلعي دو ضلع مقابل متوازي

را مشخصهاي زير يك متوازييك از چهارضلعي: كداممثال� ؟كندنميالاضلاع

و دو ضلع مساوي داشته باشد.) چهارضلعي1 اي كه دو ضلع موازي

اي كه قطرهايش منصف يكديگر باشند.) چهارضلعي2

و موازي داشته باشد.) چهارضلعي3 اي كه دو ضلع مساوي

ش مساوي باشند.روياي كه زواياي روبه) چهارضلعي4

پاسخ است.1گزينه:حل�

و دو ضلع مساوي دارد. بقيهي متساويذوزنقه ميها خصوصيات متوازيگزينهيالساقين نيز دو ضلع موازي كنند.الاضلاع را بيان

:نكات

درالاضلاع برابر است با حاصلمساحت متوازي-1 ضرب ارتفاع نظير يـك ضـلع

طوهمچنينآن ضلع و عرض متوازياگر هـاآنبينيو زاويهbوaالاضلاعيل

θ:باشد، داريم

S absin= θ

A B

CD

A B

CD

a

bH
θ
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ميقطر هر متوازي-2 را به دو مثلث همنهشت تقسيم كند.الاضلاع آن

AB،6ACعمود بر ساقACالاضلاع مقابل قطدر متوازي:مثال� 5ABو= درهاشوراست. مساحت قسمت= زده شـده

؟چقدر استشكل

:حل�

ميقطر هر متوازي را به دو مثلث همنهشت تقسيم كند، لذا:الاضلاع آن

ABCDABC SSBCDABD,ADCABC
2
1

=⇒∆=∆∆=∆ ∆

الاضلاع منصف يكديگرند، لذا:اقطار متوازي

CODBOC SSCO ∆∆ =⇒است∆BCDميانه مثلث⇒= OBDO

5730
4
1

301565
2
1

4
1

2
1

/S
SS

SSS
COD

ABCDABC

ABCDBCDCOD
=×=⇒










=⇒=××=

==⇒

∆

∆

∆∆

ميهاطخ،از چهار رأس يك چهارضلعي:مثال� كنيم. از تلاقي اين خطوط، يك چهارضـلعي حاصـل مـييي موازي قطرها رسم

؟چقدر استشود. نسبت مساحت چهارضلعي اول به مساحت چهارضلعي حاصل شده،

ميدو موازي باشند، متوازيرويش دوبهههر چهارضلعي كه اضلاع روب:حل� را بـه دوباشد. قطر هر متـوازيالاضلاع الاضـلاع آن

ميمثل لذا:كند.ث همنهشت تقسيم

MNPQABCD SS

CDPOCD
OD||CP
DP||OC

AQDAOD
OD||AQ
QD||AO

BNCBOC
NC||BO
OC||BN

AMBAOB
AM||BO
MB||AO

2
1

=⇒




















∆=∆⇒




∆=∆⇒




∆=∆⇒




∆=∆⇒




مستطيل:
دو موازيهاي چهارضلعي قائمه باشند، اضلاع آن دوبهاند. اگر زاويههاي آن قائمهاي است كه زاويهچهارضلعي،تعريف: مستطيل

سهالاضلاعياند. اگر يك زاويه از متوازيهايش قائمهالاضلاع است كه زاويهيكديگرند. پس مستطيل نوعي متوازي قائمه باشد،

ميديگــر آن نيز قائمهيزاويه قائمه داشته باشد.يالاضلاعي است كه يك زاويهتوان گفت: مستطيل متوازياند. پس

ضمناً داري خاصيت مهمي است كه با قضيهخواص يك متوازييمستطيل همه را دارد،  مييالاضلاع شود:زير بيان

رند.در هر مستطيل قطرها مساوي يكديگ

قضيه عكس:
مستطيل است.،الاضلاعي كه قطرهاي آن متساوي باشندمتوازي

تساوي قطرهاي يك چهارضلعي براي مستطيل بودن آن چه شرطي است؟:مثال�

و كافي3) شرط كافي2) شرط لازم1 و نه شرط كافي4) شرط لازم ) نه شرط لازم

ويند، پس تساوي قطرها شرط لازم است.اگر چهارضلعي مستطيل باشد، قطرهاي آن مسا:حل�

A B

CD

O

A
B

C

D

Q

N

M

O

P

A D

CB

O
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لوزي:
ميچهارضلعي،تعريف: لوزي دو متوازيند.توان ثابت كرد كه اضلاع لوزي دوبهاي است كه چهار ضلع آن مساوي يكديگرند.

.استالاضلاع است كه دو ضلع مجاور آن مساوي يكديگبنابراين لوزي نوعي متوازي

برالاضلاعخواص متوازييلوزي همه و علاوه باخاصيتدارايهاآنرا دارد مييقضيهديگري است كه شود:زير بيان

و زاويه ميدر لوزي قطرها بر هم عمودند را نصف كنند.ها

قضاياي عكس:
لوزي است.،الاضلاعي كه قطرهايش بر هم عمود باشدمتوازي-1

است.لوزي،ها باشدالاضلاعي كه قطرهايش نيمساز زاويهمتوازي-2

خطوطي موازي دو ضلع ديگر رسمBCبا ضلعÂيمحل تلاقي نيمساز داخلي زاويهDياز نقطه∆ABCدر مثلث:مثال�

درمي را نسبت به هم چه وضعي دارند؟ADوMNقطع كند.N,Mنقاطكنيم تا آن دو

هم1 هم2) فقط عمود بر همA4مكملهاآن) زاويه بين3) فقط منصف ) عمودمنصف

صحيح است.4گزينه:حل�

MDAMÂ
A

D̂
ˆÂ

ÂD̂

NDANÂ
A

D̂
ˆÂ

ÂD̂

=⇒=⇒






=

=

=⇒=⇒






=

=

22
21

12

11
21

21

و چون اضلاع مجاور مساوينددو موازيند، لذا چهارضلعي متوازيدوبهANDMچون اضلاع چهارضلعي پس،الاضلاع است،

و منصف هم هستند لذا خطوط عمودمنصف هم هستند.NMوADچهارضلعي لوزي است. در لوزي اقطار عمود بر هم

نيمساز باشند، لوزي خواهد بود.يشالاضلاع كه قطرهاطور كلي هر متوازي به

مربع:
آناي است كه زاويهچهارضلعي،تعريف: مربع و چهار ضلع آن مساوي يكديگرند. با توجه به چه ذكر شد از قائمه بودنهايش قائمه

ميزاويه و نوع خاصي متوازيتوان نتيجه گرفت كه مربعها و از تساوي چهار ضلع نيز نتيجهنوع خاصي مستطيل الاضلاع است

و با توجه به قضاياي،الاضلاعگيريم كه مربع نوعي لوزي است. بنابراين مربع همه خواص متوازيمي را دارد و لوزي مستطيل

توان گفت:عكس مي

است.مربع،مستطيلي كه قطرهاي آن عمود بر يكديگر باشد-1

را نصف كندمستطيلي كه قطرهاي آن زاويه-2 مربع است.،هايش

مربع است.،هاي آن متساوي باشدلوزي كه زاويه-3

لوزي كه قطرهاي آن متساوي باشد، مربع است.-4

ميمثال� را مشخص كند؟: كدام گزينه يك مربع

ق2اي كه يك قطرش با ضلع آن برابر باشد.) لوزي1 طرهايش بر هم عمود باشد.) مستطيلي كه

قائمه داشته باشد.ياي كه دو زاويه) ذوزنقه4الاضلاعي كه دو قطرش مساوي باشد.) متوازي3

:حل�

)1(ياگر دو قطر يك مستطيل بر هم عمود باشند، اضلاع مجاورش نيز با هم مساويند، لذا مربع است. اما مثال نقض براي گزينه

و براي گزينه)3(يبراي گزينهداشته باشد،°60يهاي است كه يك زاويلوزي الزاويه است.قائميذوزنقه)4(ي، مستطيل

A

N

B C

M

D

1 2

1 2

مورب-موازي

||ND AM

||MD AN

⇒

⇒
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كدام گزينه صحيح است؟مثال:�

اي است، كه اقطارش مساويند.) مربع لوزي1

) هر چهارضلعي كه اقطارش بر هم عمود باشد، مربع است.2

ع كه اقطارش بر هم عمود باشد، مربع است.الاضلا) هر متوازي3

قائمه داشته باشد، مربع است.ي) هر ذوزنقه كه يك زاويه4

:حل�

(2(اگر اقطار يك لوزي با هم مساوي باشند، اضلاعش نيز بر هم عمودند. براي گزينه هاي و و براي)3) ، مثال نقض لوزي

اسقائمي، مثال نقض ذوزنقه)4(گزينه ت.الزاويه

با: مثال� و قطر برابر 2+در مربعي مجموع يك ضلع باشد. مساحت مربع چقدر است؟مي8

:حل�

42222822 2 ==⇒=⇒+=+=+ aSaaa

ذوزنقه:
تعريف: ذوزنقـه چهارضلعي است كه فقط دو ضلع آن موازي يكديگرند.

و هر يك از دو ضلع ناموازي را يك ساق مي گوييم.در ذوزنقه هر يك از دو ضلع متوازي را يك قاعده

مجاور به هر ساق مكمل يكديگرند.يقه دو زاويهدر ذوزن

ميبرحسب وضع ساقهاآنذوزنقه انواع گوناگون دارد كه هر يك از شود.ها نسبت به دو قاعده يا وضع خود دو ساق مشخص

الساقين:متساوييذوزنقه
الساقين آن است كه دو ساق آن متساوي باشند.متساوييذوزنقه

الساقين:متساوييدر ذوزنقهقضيه:

متساويند.با يكديگرمجاور به هر قاعدهيدو زاويه-1

متساويند.يكديگبادو قط-2

قضيه عكس:
الساقين است.متساوي،مجاور به يك قاعده آن، يا دو قطر آن، متساوي باشنديهر ذوزنقه كه دو زاويه

الزاويه:قائميذوزنقه
اقائميذوزنقه در شكل مقابلهاي آن بر دو قاعده عمود باشدست كه يكي از ساقالزاويه آن

كهقائمABCDيذوزنقه عمودند.ADبرABوCDدر آنالزاويه است

؟نيستدرستگزينهكداممثال:�

الاضلاعي كه قطرهايش بر هم عمود باشند، لوزي است.) متوازي1

ين است.الساقاي كه دو قطرش برابر باشند، متساوي) ذوزنقه2

) مستطيلي كه قطرهايش بر هم عمود باشند، مربع است.3

) هر چهارضلعي كه دو ضلعش برابر باشند، ذوزنقه است.4

الاضلاع است.متوازي،)4(مثال نقض گزينه:حل�

A B
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A B

CD

O

A B
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و دو ضلع روبمثال:� درست است؟رو مساويند. الزاماً كدام گزاره در مورد اين چهارضلعيهدر يك چهارضلعي دو قطر برابر

بر1 مي) دو قطر عمود ) دو قطر با يك نسبت متقاطعند.2باشند.يكديگر

است.°90مقابل،ي) تفاضل دو زاويه4مقابل مساويند.ي) دو زاويه3

:حل�

OD
OB

OC
AOBOCADO

BCAD
ĈD̂

B̂Â

D̂Ĉ

B̂Â
BCDADC =⇒∆=∆⇒










=

=

=

⇒






=

=
⇒∆=∆⇒









11

11

11

11

ــه متســاوي ــاقينذوزنق السـ

ــه متســاوي ــاقينذوزنق السـ

ــترك  مش

AD BC :

BD AC :

DC DC :

=

=

=

هاي ديگر در دسترس نيست.دليلي براي اثبات گزينه

و قطرها با قاعدهيها با قاعدهساقالساقين،متساوييدر يك ذوزنقهمثال:� هـاي ايـنبزرگ مساويند. يكـي از زاويـهيكوچك

ذوزنقه برابر با كدام است؟

1(60°2(72°

3(80°4(45°

:حل�

2 2 180 36 108 72ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ A B , C Dα + α + α = ° ⇒ α = ° ⇒ = = ° = = °

:اتنك

ضرب نصف ارتفاع در مجموع دو قاعده:مساحت ذوزنقه برابر است با حاصل-1

( )S AH AB CD= × +
1
2

و قاعده45°ايالزاويهقائميذوزنقهييك زاويهمثال:� دوياست. اگر ارتفاع باشند، مساحت ذوزنقـهcm6كوچك ذوزنقه هر

اچند سانتي ست؟متر مربع

:حل�

190 45 6ˆ ˆ ˆC A B AC BC BC= ° ⇒ = = ° ⇒ = ⇒ =

( ) 546126
2
1

=×+=⇒ S

ميهاي ساقخطي كه وسطپاره-2 را به هم وصل يكند، موازي با دو قاعـدههاي يك ذوزنقه

و برابر با نصف مجموع دو قاعده است. آن

2
CDAB

PQ

CD||AB||PQ
+

=

در حالت كلي اگر
n
m

QC
BQ

PD
AP

خواهيم داشت:==
mn
mCDnABPQ

+
+

=

A B

D C
P Q

D

A B

C

O
1

1
1

1

A B

CD

O
α

α α

α

αα

α2α2

D

A B

C
H

6

6

B

A

45

C D

E
1
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ABاگرABCDيدر ذوزنقهمثال:� = 4،CD = و8
AM BN
AD BC

= =
1
3

د.را بيابيMNگاهباشد، آن

:حل�

2
2

2

2
+

+
=⇒










+
=

+
= DCMNAB

MN
DCMNPQ

PQABMN

2 3 2 2 8 8 16
4 4 4 3 3 3

AB MN DC MN AB CD AB CDMN MN+ + + + +
⇒ = ⇒ = ⇒ = = =

و8/1متر بر بالاي برجي نصب شده است. ديد چشمي ناظر به ارتفاع8مثال: در شكل مقابل دكلي به طول� متر، از ارتفاع دكـل

متري در يك راستا است. بلندي برج چند متر است؟4تيرك

حل:�

طبق رابطه در حالت كلي داريم:

16515
815811654

+
+×+×

=
)x(/

220پس /x =

اسـت. مسـاحت ذوزنقـه، چنـد برابـرBCوسـطFوADوسطAB،EوسطMينقطهABCDيدر ذوزنقه:مثال�

است؟MEFمساحت مثلث

:حل�

4ABCD MEFS S∆⇒ =
( )ABCD

ABCD

MEF

CDABMHS
MHHM

CDABHMS

CDABMHEFMHS

CDABEF

∆














+×=⇒








=′







 +

×′=







 +

×=×=

+
=

2
2

22
1

2
1

2

و نيز قطرهايBCوسطQوADوسطABCD،Pياگر در ذوزنقه-3 وACباشد

BDگاه:را رسم كرده باشيم، آن

PM QN
CD ABMN

=
−

=
2

A B

D C
P Q

M N

D

A B

C

E F

H′

H

M

1658/1

8

x4
15

A B

D C

NM
QP
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���� :����،����
و تناسبنسبت

هاي مساوي:خواص نسبت

و تفضيل در مخرج: تركيب
a c a c
b d b a d c

= ⇒ =
± ±

و تفضيل در صورت : تركيب
a c a b c d
b d b d

± ±
= ⇒ =

a c a c a ck k
b d b d b d

+ −
= = ⇒ = =

+ −

db
ca

db
ca

d
c

b
a

βα
βα

±
±

=
±
±

==

: اگرمثال�
a
b

=
2
3

باشد، مقدار عبارت
a b
a b

+
+

2 2
2

كدام است؟

:حل�

4
5

8
10

2
22

8
5

23
5

==
+
+

⇒=
+
+

⇒=
+

ba
ba

ba
ba

b
ba

اگر داشته باشيممثال:�
753
cba

تا تناسبتوان نوشتميچه اعداديyوxجاي، به==
a b c a

x y
+ +

برقرار باشد؟=

1(x , y= =3 152(x , y= =3 33(x , y= =7 34(x , y= =15 3

:حل�

آنيهقض و نتايج ي تالس
ي دسته خطوط موازي با فواصل مساوي:قضيه

و بر آن پارهقضيه: را قطع كنند بر،ي متساوي پديد آورندهاخطاگر چند خط موازي يك خط

.د آوردنخواهي متساوي پديدهاخطرا قطع كند، پارههاآنكهيهر خط ديگر

�
�

=′′=′′⇒




==
CBBA

BCAB
d||d||d 321

برهاخطدر هر صفحه:1نتيجه خطي موازي كه ميهاخطپاره،يك بهآورند دوبهي متساوي پديد اند.الفاصلهطور متوالي متساويدو

بهي موازي كه دوبههاخط: در هر صفحه2نتيجه و كهدو يهاخطرا قطع كند پارههاآنطور متوالي به يك فاصله باشند، بر هر خط

.خواهند آوردمتساوي پديد

بتذكر: لزوماً ي متناسب پديد آورند، لزوماً موازي نيستند.هاخطرقرار نيست يعني اگر چند خط روي دو خط، پارهعكس قضيه فوق 

و عكس آن:قضيه ي تالس
ميهاخط، پارههاآنخطي كه موازي يك ضلع مثلث رسم شود بر دو ضلع ديگر يا بر امتدادقضيه: آورد كه با اضـلاعي متناظر پديد

بمتناظر از آن مثلث متناسبن و بر آن دو ضلع پارههاآنعكس اگر خطي دو ضلع مثلث يا امتدادد. دومتناسبيهاخطرا قطع كند با

.خواهدبا ضلع سوم مثلث موازي،ضلع مزبور پديد آورد

NC
AN

MB
AMBC||MN =⇔

A

B C

M N

A

B

C

A′

B′

C′

d2

d1

d3

315753753
acbacbacba

=
++

⇒===
++
++
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هـاآنخطي كه موازي يك ضلع مثلثي رسم شود، با دو ضلع ديگر يا بـا امتـدادهاي:1نتيجه

هاي آن نظير به نظير با اضلاع مثلث مزبور متناسبند.آورد كه ضلعمثلثي پديد مي

BC
MN

AC
AN

AB
AMBC||MN ==⇒

همهاخطپاره:2نتيجه ميأريي كه چند خط متوازي بر دو خط آورند، نظير بـهس پديد

و در هر صفحه وهاخطنظير متناسبند را قطـع كننـد ي نامتوازي كه چند خط متوازي

توسط

....⇒همرسند
CB
BA

BC
AB

=
′′
′′

=

CA,AC همرسند⇒′′
AB BC
A B B C

= =
′ ′ ′ ′

�

راACوABكنـيم، تـا دو ضـلعرا رسـم مـيAMCوAMBو نيمسازهاي دو زاويـهAM، ميانهABCدر مثلثمثال:�

در به DEقطع كند. نسبتEوDترتيب
BC

برابر كدام است؟

1(AD
AB

2(ME
MC

3(ME
CE

4(AM
BC

پاسخ است.3نهيگز:حل�

AEخواص نيمساز: AM
EC MC

=

AD AM
DB BM

=

BMچون MC=:پس ،

AE AD
EC DB

=

از عكس تالس داريم:

DE ADDE BC
BC AB

⇒ =�

3در شكل مقابلمثال:�
7

MA
MB

چنـد درصـد مسـاحتOMNالاضلاع است. مساحت مثلـثمتوازيMNPBو چهارضلعي=

است؟AMNمثلث

:حل�

3 3
7 7

AMN
AMN MNC

MNC

S AN AM S S
S NC MB

= = = ⇒ =

7
3

PC NC MB
BP AN MA

= = تالس=

7 10
3 3

ONC ONC OMN

OMN OMN

S S SPC OC
BP MO S S

+
⇒ = = = ⇒ =

3
10OMN MNCS S⇒ =

3
710

3 10
7

OMN

AMN

S
S

= =

A

B C

M N

A

B

C

A′

B′

C′

O

O

A

M N

B C

O

A

M N

B C

A

B C

D E

M
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2در شكل مقابلمثال:�
3

MA
MB

الاضلاع است؟زده چند درصد مساحت متوازي، مساحت مثلث سايه=

:حل�

2 2
3 5

NO OP CO NO NO
AM MB CM OP NP

= = ⇒ = ⇒ =

1
1 12
2 5

MNO

MNPB

h ONS ON
S h NP NP

⋅
= = =

⋅

BCروه: در شكل روبمثال� = 8،AD DE EB= BC||EE||DDو= DDباشد.مي′′ EE′ كدام است؟+′

:حل�

8

3
16

3
2

3
8

3
1

=′+′⇒










=′⇒=
′

=⇒′

=′⇒=
′

=⇒′
EEDD

EE
BC

EE
AB
AEBC||EE

DD
BC

DD
AB
ADBC||DD

BE||CF،CE||DF،ABدر شكل مقابلمثال:� = BCو5 = كدام است؟CD، آنگاه اندازه3

:حل�

5 5 3
4 8

3

AB AEBE || CF AB ACBC EF CD /
AE AC BC CD CDCE || DF
EF CD

⇒ =  + ⇒ = ⇒ = ⇒ =
⇒ =


قابزرگ سه برابر قاعده كوچك است. پارهيقاعده،مثال: در يك ذوزنقه� و محدود به ساقخطي موازي با بهعده ها توسط قطرها

ميخط ساقسه قسمت مساوي تقسيم شده است. اين پاره را به چه نسبتي تقسيم كند؟ها

حل:�

2
23
3

AM MF aADC : MF || DC AMAD DC k
DMDM ME aADB : ME || AB

AD AB k

⇒ = =
⇒ =

⇒ = =

�

�

6035،در شكل مقابل:مثال� == ACAB،ADينيمساز زاويهAوDE||AB.ياندازهاستECكدام است؟

حل:�

512
3
5

203
5

12
20 /EC

EC
EC

AB
AC

BD
DC

AE
ECAB||ED =⇒=

−
⇒====→

A

B C

D

E′E

D′

B
C E

D

A

F

A

B D

C
E

B

C

M

D

A
N

k3

aa

k

FE a

A

B

M

C

N

O

P

h

A

B

M

C
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به: مثال� زده نسبت به هم كدام وضع را دارند؟قسمت مساوي تقسيم شده است. دو چهارضلعي سايه4در شكل مقابل هر ضلع مثلث

هم1 هم2مساحت) محيط)

) متشابه4) همنهشت3

پاسخ است.1گزينهحل:�

1كهبا توجه به اين
4

AD BE
AC BC

= كه، نتيجه مي= باشد. بنـابراينميABموازيDEگيريم

خطDوEنقاط و چـونبه يك فاصـلهABاز 3انـد
4

BF AG AB= ، در نتيجـه دو=

ازهمFEBوADGمثلث و ارتفاع مساوي دارنـد. حـال اگـر مساحت هستند؛ زيرا قاعده

ميGFHهر دو مثلث مساحت BGHEشود:را كم كنيم، نتيجه AFHDS S=

2در شكل مقابل،:مثال�
3

AM MB=و چهارضلعيMNCPالاضلاع چند درصد مساحت مثلـثالاضلاع است. مساحت متوازيمتوازي

ABCاست؟

حل:�

2 2
3 3

AMAM MB
MB

= ⇒ =

ــالس ــيه ت ــق قض 3 طب
2

BM BPMP AC
MA PC

→ = =�

2 3 6 12 48
1 25 25 1005 5
2 2

MNCP

ABC

S y z Sin
S y z Sin

× × α
= = = =

× × × α

است.ABCدرصد مساحت مثلث48الاضلاعپس مساحت متوازي

راه حل دوم:

2 2

2 2

2 4
5 25

3 9
5 25

AMN

ABC

BMP

ABC

S AMMN BC AMN ABC
S AB

S BMMP AC BMP ABC
S AB

    ⇒ ⇒ = = =       


    ⇒ ⇒ = = =        

� �

� �

4 9 12 %48
25 25 25MNCP ABC ABC ABC ABC ABCS S S S S S⇒ = − − = =

:هاي متشابهشكل
منحصراً وقتي از وجود تشابه بين دو شكل سخن مي و همچنين از لحاظ اندازهدر هندسه  ها بين اجـزايگوييم كه از حيث ساختمان

و يا كوچك شده ديگري باشد. تسـاوي حالـتبه عبارت ديگر يكي از شكلداشته باشد.هاي معين وجوددو شكل نسبت ها بزرگ

باشد.خاصي از تشابه مي

از لحـاظهـاآنهاي يكساني هستند. مثلاً دو چندضلعي در صورتي متشابه هستند كـه بـين اجـزايهاي متشابه داراي ويژگيشكل

و توالي اضلاع تناظر يك به يك وجو و زاويهساختمان و پارههاآنهاي متناظد داشته باشد ي متناظر به يـك نسـبتهاخطمتساوي

باشند. مثلاً دو مربع همواره متشابهند.

و اضلاع متناظهاآنضلعي متشابهند هرگاه زواياي متناظرnتعريف: دو متناسب باشند.هاآنمتساوي

كدام دو چهارضلعي متشابهند؟مثال:�

الاضلاع كه زواياي مساوي داشته باشند.) دو متوازي2) دو مستطيل1

الساقين كه زواياي مساوي داشته باشند.متساويي) دو ذوزنقه4ي مساوي داشته باشند.) دو لوزي كه يك زاويه3

و اضلاعهاآني دو لوزي مساوي باشد، كليه زواياياگر يك زاويه:حل� نيز متناسبند.هاآنمساوي است

C

D

H

B E

A
F

G

CB

M

A

N

P

CB

M

A
2x

3x

3y 2y

3z

2z
N

α
P
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در كدام حالت دو مستطيل متشابهند؟:مثال�

ي بين دو قطر برابر باشد.) زاويه2) طول دو مستطيل برابر باشد.1

) همواره متشابهند.4) قطر دو مستطيل برابر باشد.3

در:حل� دومقدار ثابتي باشد. اگـر زاويـههاآناگر دو مستطيل بخواهند متشابه باشند، بايد نسبت طول به عرض دوي بـين قطـر

توان ثابت كرد كه نسبت طول به عرض در اين دو مستطيل با هم برابر است. اما از برابري طول يا قطرمستطيل با هم برابر باشد، مي

دردو مستطيل نمي مقدار ثابتي است.هاآنتوان نتيجه گرفت كه نسبت طول به عرض

حالات تشابه دو مثلث:
ميچه از تعريف تشابه دو چندضلاز آن دودوبـههـاآنهـايتوان نتيجه گرفت كه: دو مثلث وقتي متشابهند كـه زاويـهعي ذكر شد،

و ضلع هاي متساوي متناسب باشند.روي زاويههاي روبهمتساوي

مينتيجهقابلاي از شرايط تشابه، از شرايط ديگهاي مثلث، پارهاما به سبب بعضي ويژگي را بـاتشابه دو مثلبنابراينباشد.گيري ث

توان بررسي نمود.شرايط كمتري مي

اگر دو زاويه از مثلثي با دو زاويه از مثلث ديگر متساوي باشند، آن دو مثلث متشابهند.قضيه:

و زاويهقضيه: متساوي باشند، آن دو مثلث متشابهند.با يكديگهاي بين آن اضلاعاگر دو ضلع از مثلثي با دو ضلع از مثلث ديگر متناسب

اگر سه ضلع از مثلثي با سه ضلع از مثلث ديگر متناسب باشد، آن دو مثلث متشابهند.يه:قض

در حالات زير نيز متشابهند:ائم الزاويهقنكته: دو مثلث

حاده برابر داشته باشند، متشابهند.ييك زاويه،الزاويهاگر دو مثلث قائم-1

و يك ضلع از مثلث قائم-2 و يك ضلع از مثلث قائماگر وتر ديگر متناسب باشند، دو مثلث متشابهند.يالزاويهالزاويه با وتر

و ارتفاع-3 هاي نظير، نظير به نظير متناسب باشند، دو مثلث متشابهند.اگر وتر

ها:تشابه در چندضلعي
و ويژگـيچنـد مثلـثاظر بـهرا با رسم قطرهاي متنهاآنها،هاي مربوط به تشابه چندضلعيبراي اثبات گزاره هـايتجزيـه كـرده

را از گزارهچندضلعي ميهامثلثهاي مربوط به تشابهها گيريم.نتيجه

هايدر دو چندضلعي محدب متشابه قطرهايي كه از رأسقضيه:

را بـهشـوند، چندضـلعيمتناظر دو چندضـلعي رسـم مـي هـا

ميي متناظري كه دوبههامثلث كنند.دو متشابه هستند تجزيه

و مساحت ي متشابه:هاشكلهايتناسب اجزا
آن،در دو شكل متشابه نسبت هر دو جزء طولي متناظر نامند.ميرا نسبت تشابه آن دو شكلمقداري ثابت است كه

AوABCدر دو مثلث متشابه B C′ ′ همواره داريم:′

k
p
p

r
r

R
R

d
d

d
d

d
d

m
m

m
m

m
m

h
h

h
h

h
h

c
c

b
b

a
a

c
c

b
b

a
a

c
c

b
b

a
a

c
c

b
b

a
a =

′
=
′

=
′

==========
′

=
′

=
′ ′′′′′′′′′ 2

2

2k
S
S

=
′

mميانه:dنيمساز:hارتفاع:Rمحيطي:يشعاع دايرهrمحاطي:يشعاع دايرهkنسبت تشابه:

بههاخطاگر پارهنكته: را ي موازي هم، دو ضلع مثلث

nي موازيهاخطقسمت مساوي تقسيم كنند، طول پاره

هايو مساحت ناحيهxتصاعد عددي با قدر نسبت

سازند.مي2افراز شده تصاعد عددي با قدر نسبت

AB

C D

A′B′

C′
D′

x
x2

nx

S
S3

S)n( 12 −
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AFكـهطوري بهDCاي است روي ضلعنقطهFيك مستطيل است.ABCDيچهارضلع،در شكل زيمثال:� BD⊥اگـر .

AB AD= است؟DFچند برابرDCباشد،3

:حل�

DHBH
AHBH
DHAH

AH
BH

AD
AB

DH
AHADH~ABH

B̂Â
D̂Â

D̂B̂

ĤĤ

9
3
3

3

90

90

90

11
11

11

21

=⇒




=
=

⇒===⇒∆∆⇒










=⇒






°=+

°=+

°==

� �

� �
3 2

2 1
9 9 9AB CDH H BH AH ABABH DHF AB DF CD DF

|| DH FH DFAB DC D B
==  ⇒ ⇒ = = =    ⇒ = → =

⇒ = 
� ∼ �

xمتشابه است. اگرyوx،5با مثلثي به اضلاع7و3،5مثلثي به اضلاعمثال:� > yو5 > xباشد،5 y+كدام است؟

:حل�

رين ضلع مثلث است. لذا داريم:كوچكت5است، لذاy<5وx<5چون

20
3
60

3
35

3
25

3
5

57
==+⇒==⇒== yxx,yyx

4در يك مربع به ضلعمثال:� مي،CDوسط ضلع،Eيرا به نقطهAخطي كه رأسپاره2 دركنـد،متصل را Mقطـر مربـع

از وسط مربع كدام است؟Mينقطهيكند. فاصلهقطع مي

:حل�

3
4

3
8

2
8

3
8

3
1

8224
2
1

11

21 =−=−=⇒==⇒








=×=

==
⇒∆∆⇒







=⇒

=
MDDOMODBMD

DB
MB
MD

AB
DE

DME~ABM
D̂B̂CD||AB

M̂M̂

د،ABCمثال: در مثلث� و باشند بهACوABو رأس ديگرش وسط اضلاعنسبت مساحت مثلثي كه يك رأس آن مركز ثقل

كدام است؟ABCمساحت مثلث

حل:�

ABCABCGMN

ABCGBC

GBC
GMN

SSS

SS

BC
MN

S
SGBC~GMN

∆∆∆

∆∆

∆

∆

=×=⇒

=

=





=⇒∆∆

12
1

4
1

3
1

3
1

4
12

دررسم ميBCخطي موازي ضلعABCمثلثيمحل تلاقي سه ميانهGيمثال: از نقطه� را Mنقـاطكنيم تا دو ضلع ديگر

؟چقدر استABCبه مساحت مثلثAMNقطع كند، نسبت مساحت مثلثNو

حل:�

9
4

3
2

3
2 2

=





=⇒==

′
=

∆

∆

ABC
AMN

S
S

AP
AG

AH
HA

BC
MN

B

C

M

D

A

O

1
E

1

2

1

A

N

B C

M

G

N

B C

M G

H P

H′

A

F C

A B

D

H1

1

2

1
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است؟10چند برابMAيسه مربع به اضلاع واحد كنار هم قرار دارند، فاصله،لدر شكل مقابمثال:�

حل:�

10
4
1

4
1

4
1

4
1

3
1

==→=→=
+

→= ABAM
AB
AM

MBAM
AM

MB
AM

ايث قائمي دو ضلع قائم از مثلاندازهمثال:� درواحد است.عمودمنصـف وتـ2,6الزاويه را قطـعMامتـداد ضـلع كـوچكتر

از نزديكترين رأس اين مثلث چند واحد است؟Mيفاصلهكند.مي

حل:�

90

2 40
2 10 8

240
2

ˆ ˆB B AB BCABC BMH
ˆ ˆ BH BMA H

AM AM
AM

=  → ≈ → =
= = °

→ = → + = → =
+

DOADOHهستند. اگABCدو ارتفاع مثلثCDوAH: در شكل مقابلمثال� 5
3
112 كدام است؟ HCباشد، طول===

حل:�

18012
36
5
12

=→=→=→≈ HC
HCHC

AD
OH
DOOHCADO

ABC)�90=A،(ABACيالزاويهدر مثلث قائممثال:� چند برابABCرسم شده است. مساحت مثلثAHارتفاعو=2

است؟ ABHمساحت مثلث

حل:�

2 2 21 1
5

2 4
ABH

ABC ABH
ACH

S BH ABABH AHC S S
S CH AC

     
≈ → = = = = → =     

     

را بيابيد.دو مثلث،در شكل مقابل:مثال� متشابهند. نسبت مساحت آن دو مثلث

8چون در شكل دو ضلع غيرموازي كشيده شده پس:حل:�
129

2
=→=

− xxx

لذا:
9
4

9
2 2

=







−
=

′
x

S
S

و طول پاره9و6ي يك ذوزنقهي دو قاعدهاندازهمثال:� بخطي كه دو نقطهواحد را ميهي وسط قاعده ها كنـد، برابـهم متصل

فا12 ي كوچكتر چقدر است؟ي تلاقي دو قطر اين ذوزنقه از وسط قاعدهي نقطهصلهواحد است.

ميحل:� گذرد.خط واصل بين وسط دو قاعده حتماً از وسط دو قطر

پسOyCباOxAمثلث Axمتشابه است Ox
yC Oy

=

3
4 8

4 5 12
Ox Ox Ox /

/ Oy Ox
⇒ = = ⇒ =

−

12
x 2−x

9

A

B CH

O
D

A
M

B

A

B

C

M

H

A

B

C

H

A B

CD

O

x

y
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همهاي روبه، زاويهBCDEدر چهارضلعيمثال:� 20BCاند. اگرو مكمل 12DEو= BCDEگاه مساحت چهارضلعي، آن=
است؟ABCچند برابر مساحت مثلث

Aدو مثلثحل:� ED
∆

Aو BC
∆

اند زيرا:متشابه

2
1

1 2

180

180

ˆ ˆC E ˆ ˆC E
ˆ ˆE E

 + = ⇒ =
+ =

فرض
از طـــرفي

و

2
1

1 2

180

180

ˆ ˆB D ˆ ˆB D
ˆ ˆD D

 + = ⇒ =
+ =

فرض
از طـــرفي

و نسبت تشابهپس دو مثلث به حالت تساوي دو زاويه متشابه 12برابهاآناند 3
20 5

k = است پس:=

9 25 9 16
0 64

25 25 25
ABC AED EDCBAED

ABC A BC ABC

S SS
S

/
S S S

∆ ∆∆

∆ ∆ ∆

−
−

= ⇒ = ⇒ = =

است؟چقدرxيالزاويه رسم شده است. اندازهقائمدر شكل مقابل ارتفاع هر سه مثلثمثال:�

آنحل:� كهاز وABوMNجا ميANوMPموازي هم دبه قضيهباشند، با توجهنيز موازي هم اريم:ي تالس

ــالس ي ت ــيه ــق قض 16 طب
9

CM CNA BC :MN || AB
MA NB

∆
→ = =

ــالس ي ت ــيه ــق قض 16CM طب CP xACN :MP || AN
MA PN x

∆ −
→ = =

CMچون نسبت
MA

بهدر هر دو تناسب وج ميود دارد كهراحتي نتيجه CNگيريم CP
NB PN

است، يعني:=

16 16 144 576
16 144 9 25 144 5 76

9 25 100
x x x x x /

x
−

= ⇒ = − ⇒ = ⇒ = = =

هادر دو مثلث متشابه، نسبت مساحتمثال:�
3
تر است؟تر چند برابر مساحت مثلث كوچكنسبت اضلاع است. مساحت مثلث بزرگ2

راث متشابه، نسبت مساحتدانيم در دو مثلميحل:� ها برابر با مجذور نسبت تشابه اين دو مثلث است. اگر نسبت تشابه دو مثلث

K2هادر نظر بگيريم، چون نسبت مساحت
3

(يا همان نسبت تشابه) است، داريم: نسبت اضلاع

1 3
2

k
k

′ = كونسبت تشابه مثلث بزرگ= 2ترچكتر به
0

2 2
3 3

k
(k )

k k k÷
≠

⇒ = → = 2نسبت اضلاع⇒
3

= هانسبت مساحت×

(يعني 3حال با داشتن نسبت تشابه دو مثلث
2

k′ تر برابر است با:تر به مساحت مثلث كوچك)، نسبت مساحت مثلث بزرگ=

2 23 9
2 25

2 4
k ( ) /′= = = =

مســـاحت مثلـــث بـــزرگ
ــك ــث كوچ مساحت مثل

است؟ADEاست. مساحت ذوزنقه چند برابر مساحت مثلثADEشصت درصد مساحت مثلثDECدر شكل مقابل، مساحت مثلثمثال:�

حل:�

1
60 3 5 52

1 100 5 3 8
2

DEC

ADE

h ECS EC AE AE
S AE EC ACh AE

⋅
= = = = ⇒ = ⇒ =

⋅

39 156
1 56

25 100
DECB

ADE

S
/

S
⇒ = = =25 25 25 39

8 64 64 64ADE ABC ABC DECB ABC ABC ABCS ( ) S S S S S S= = ⇒ = − =

A

B

E

C

D

A

B

E

C

D1121
2

20

2

x−169 x

A
M

B C
N x P9 16 x−

A

D

B C

E
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كدام است؟xالزاويه رسم شده است. اندازهدر شكل مقابل، ارتفاع هر دو مثلث قائممثال:�

حل:�
2 4FD x( x)= −

44
4 3

x( x)x −−
تشابه=

363 4 4 9 4 16 25 36 1 44
25

x x ( x) (x) x x /− = ⇒ − = ⇒ = ⇒ = =

ميدر يك مثلث قائممثال:� را به دو جزء تقسيم 1تركند. اگر مساحت مثلث كوچكالزاويه، ارتفاع وارد بر وتر، مثلث مفروض
5

مساحت مثلث اصلي باشد، نسبت فواصل پاي ارتفاع از دو ضلع قائم آن كدام است؟

حل:�

5 4ABC ABH ACH ABHS S S S= ⇒ =

و نسبت مساحتACHوABHچون دو مثلث اسـت، پـس نسـبت4هايشانمتشابهند

است. چون دو مثلث متشابهند، نسبت هر دو جزء طوليشان نسبت تشابه است.2تشابهشان

1
2

HH
HH

′
=

′′
و دو مثلث قابل انطباق نيستند. بـيش3و4و5با مثلثي به طول اضلاع3وaوbمثلثي به طول اضلاعمثال:� تـرينمتشابه است

محيط از مثلث اول كدام است؟

محل:� آناگر دو بهثلث متشابه غيرمنطبق باشند، براي مي3دست آوريم،كه بيش ترين محيط را گيريم.را متناظر با دومين ضلع مثلث دوم در نظر

1محيط3ها برابر نسبت تشابه است.از طرفي نسبت محيط 12 9
4

= × =
1محيط1محيط 3

2محيط 12 4
= = ⇒

ˆ2زاويهABCدر مثلثمثال:� ˆA B=ضلع) است).Bمقابل زاويهb، كدام رابطه بين سه ضلع اين مثلث برقرار است؟

1(2 2a b=2(2b ac=3(2 2a b bc− =4(2 2a c bc− =

پاسخ است.3نهيگزحل:�

مAنيمساز كنيم:يرا رسم
2CD AD b bACD ABC CD

b c a a
⇒ = = ⇒ =∼

2CD b CD b ab bCD
BD c BD DC b c b c a

= ⇒ = ⇒ = =
+ + +

2 2 2a b(b c) a b bc⇒ = + ⇒ − =

70ÂداريمABCدر مثلثمثال:� = 50B̂و° = 18Abو ضلع° 60N̂داريمMNPدر مثلث،= = 70M̂و° اگر مساحت،=

9، برابABCمثلث
4

چقدر است؟MPباشد، ضلعMNPمساحت مثلث

حل:�

70 50 60

60 70 50

A , B C
ABC MNPˆ ˆ ˆN , M P

= ° = ° ⇒ = ° ⇒
= ° = ° ⇒ = °

� �
�

9 3
4 2

ABC

MNP

S AB
S MP

= ⇒ =

BA 4 x−x D

C
F

4 x−x

3

A

B CH

H′

H′′

A

b

C B

c
B B

D
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�������	
�:
چندوجهي:

ميبخشي از فضا كه از همه طرف به صفحه محدود است، شكلي پديد مي هـاهايي از صفحهبخش.گويندآورد كه به آن چندوجهي

را پديد مي ميآورند، سطحكه چندوجهي اينهايها يك وجه، ضلعهر كدام از اين چندضلعيكنند.هايي با محيط چندضلعي ايجاد

و رأسها، يالوجه ميرأس،هاهاي اين وجهها .شودهاي چندوجهي ناميده

:هاي منتظمچندوجهي
ازبخشي از فضا كه از همه طرف به چند ضلعي در هر ضلع بـا يكـي از اضـلاع چنـد ضـلعيهاآنهاي منتظم متساوي كه هر يك

ميچندوجهي،استديگري از همين نوع مشترك .شودمنتظم ناميده

مكعب مستطيل:
شش،مكعب مستطيل و همنهشـتههاي روبوجه.هاي آن مستطيل هستندوجهي است كه همه وجهيك رو در مكعب مستطيل موازي

و يالهاي مجاور يك مكعب مستطيل صفحهوجه.هستند و8مستطيلمكعب.ها عمود هستندهاي آن بر وجههاي عمود بر هم رأس

در هـر مكعـب مسـتطيل،.شـودهاي متقابل گفته مـييل به دو رأس كه در يك وجه قرار ندارند رأسمستطدر مكعب.يال دارد12

بهپاره را ميخطي كه دو رأس متقابل ميهم وصل و پارهكند، قطر مكعب مستطيل ناميده خطي كه دو رأس غيرمجـاور در يـكشود

ب را ميهوجه ميهم وصل .شودكند، قطر وجه ناميده

:نكات

ا1 aيهباشند، طول قطر مكعب از رابطcوa،bگر طول اضلاع يك مكعب مستطيل) b c+ +2 2 ميهب2 .آيددست

هم4) مكعب مستطيل داراي2 و اين نقطه از اقطـار(رئوس به يـك فاصـله اسـتيهقطر متساوي است كه در يك نقطه همرسند

.و لذا مكعب مستطيل قابل محاط شدن در يك كره است)منصف همديگرند

cabcو عرضbطول،a) حجم مكعب مستطيلي به ارتفاع3 ، برابر

آنتو مساح a(bجانبي c)+2و مساحت كل آن(ab ac bc)+ .است2+

هم4 هاي مكعب مستطيل به يكديگررأسيه) با وصل كردن
 

= 
 

8
28

2
ميپاره قطر وجـه12،يال12شود، كه شاملخط حاصل

و .قطر است4جانبي

با)5 و بر4هر يال مكعب مستطيل و4(.يال ديگر عمود است8يال موازي، )يال متنافر4يال متقاطع

مكعب:

ميمكعب مستطيلي كه طول يال ششهاي آن با هم برابر باشند، مكعب ناميده همشود يا هـايوجـوه آن مربـعيهوجهي منتظمي كه

ميمتساوي باشند، .شودمكعب ناميده

نكات:

آن1 آنوa3باشد برابرa) حجم مكعبي كه طول يال .است26aو مساحت كل آن24aمساحت جانبي

a

b

c
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aيهقطر متساوي به انداز4) مكعب داراي2 هميهفاصل.است كه در يك نقطه همرسند3 يهشعاع كـر(رئوسيهاين نقطه از

a)محيطي مكعب 3
هميهو فاصل2 aوجوهيهآن از

كر(2 .است)محاطي مكعبيهشعاع

1بين دو قطر مكعبيه) زاوي3 1
3

Cos−)1يا 2 2tan−(است.

2زيرا: 2 2 2AB OA OB OA OBCos= + − ⋅ θ

2 2 2 23 3 32
2 2 2

a a aa ( ) ( ) ( ) Cos⇒ = + − θ

11 1
3 3

Cos Cos−⇒ θ = ⇒ θ =

aهر قطر وجه جانبي در مكعب)4 و لذا مساحت صفح2 a2)شامل دو قطر مكعبيهصفح(قطري مكعبيهاست .است2

ويهصفح9هر مكعب)5 .محور تقارن دارد13تقارن

؟كدام استBM̂Aيهزاوي.استCDوسط يالM،در مكعب شكل مقابل:مثال�

حل:�

7
24

7
24

16
21

2
2

2
1

2
2

4
2

22
1

2
2

2

2
tanArc

tan

tan
tan

a

a

tan

=α⇒=
−

=
α

−

α

=α

===
α

و ارتفاع آن برابر قطر اين مربع است. زاويه قطـر مكعـب مسـتطيل بـا يـالمثال:� قاعده يك مكعب مستطيل، به شكل مربع است

تر آن چند درجه است؟كوچك

حل:�

2 2 2 12 2 60
2 2
aa (a ) a a Cos
a

+ + = ⇒ θ = = ⇒ θ = °

، چند درجه است؟ABCDدر مكعب شكل مقابل، زاويه صفحه قطري سايه زده با صفحه وجهمثال:�

ABCDحل:� و اگر يك خط از صفحهچون يال مكعب بر وجه ياي عمود باشد، آن صفحه بر صفحهاي بر صفحهعمود است

است.مذكور عمود

مقطع حاصل به چه شكل خواهد بود؟،يك رأس مكعب، يك صفحه بگذرانيمازهاي سه يال گذرااگر بر وسط:مثال�

الزاويهمثلث قائم)1

الزاويهالساقين قائممثلث متساوي)2

الساقينمثلث متساوي)3

الاضلاعمثلث متساوي)4

A

B

O

C

E

2cotArc

3
1cosArc

D

D

C

M

A

B
H

α

N

M
A

B

P

C

2a

a
a

θ θ
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.صحيح است4گزينهحل:�

را MNگيريم داريمبaاگر ضلع مكعب MP PN a 2= = ي خط واصل بين اوساط اضلاع مثلث داريم:و بر اساس قضيه=

ACBCMNAB ===
2

ABCD،در مكعب شكل مقابل:مثال� ؟متر مربع استسطح كل مكعب چند سانتي.است23برابرمساحت چهارضلعي

حل:�

1863232 222 ==⇒=⇒= aSaa

قطر مكعب كدام است؟.در مكعبي محاط شده است3به شعاعايكره:مثال�

چون كره در مكعب محاط شده است، لذا: حل�
2
aR Raجاو از آن= aلذا:،=2 R d a2 2 3 6 3 6 3= = × = ⇒ = =

aميمثال:� واحـد،aي قطر مكعب مستطيل با يال بـه طـولرا چنان بسازيم كه زاويه1و2،خواهيم مكعب مستطيلي به ابعاد

برابر كدام عدد انتخاب شود؟aدرجه باشد.30برابر

: حل�

22 2 2 22 1 2 1 3L a a a= + + = + + = قطر مكعب مستطيل+

و يالدانيم زاويه، ميABCيالزاويهدر مثلث قائم اسـت.°30ر، برابaي بين قطر مكعب مستطيل

پس داريم:

ــل ــلع مقاب 3 ض 330 3
ــاور ضلع مج 3

ABtan tan a
AC a

θ = ° = = = = ⇒ =

اند. طول قطر هر يك از اين دو مكعبواحد جاي گرفته6طور كامل در يك مكعب به طول يالدو مكعب مستطيل يكسان بهمثال:�

است؟مستطيل كدام

مي6مكعبي به طول يال: حل� را در نظر برواحد بهگيريم. طور كاملاي اين كه در داخل اين مكعب، دو مكعب مستطيل يكسان

را دقيقاً از وسط ارتفاع اين مكعب عبور دهيم. با انجام اين كار، مكعب به دو مكعب مستطيلتوانيم صفحهجا بگيرد، مي اي

و تنهاي اين دو مكعب مستطيل با قاعدهشود كه قاعدهيكسان تقسيم مي ارتفاع آن دو، نصف ارتفاعي مكعب يكسان بوده

مي6و6و3مكعب است. بنابراين ابعاد اين دو مكعب مستطيل يكسان برابر باشد.واحد

باشند، قطر اين مكعبcوa،bهاي مكعب مستطيلياليدانيم اگر اندازهاز طرفي مي

2مستطيل برابر با 2 2a b c+ خواهد بود. بنابراين:+

2 2 2 2 2 26 6 3 81 9d a b c= + + = + + = =

منشور:
و در دو صـفح و وجـهمـيمـوازي قـراريهمنشور يك چندوجهي است كه دو وجه آن همنهشـت بـوده آنگيرنـد هـاي ديگـر

.هستندالاضلاعمتوازي

BA

D C

C

B

A

3
2 3a +

a
30θ = �

C

B

A a
θ 2

1

2 22 1 3( ) + =

6
6

3

3
dقطر
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مييهدو وجه همنهشت منشور كه در دو صفح الاضـلاعزيهاي ديگر كه متـواوجه.هاي منشور نام دارندگيرند، قاعدهموازي قرار

و يالهستند، وجه ميهاي جانبي منشور هستند يالهايي از منشور كه محل تلاقي وجههاي جانبي شوند كه همگـيهاي جانبي ناميده

.با هم موازيند

بخطي است كه صفحهارتفاع منشور پاره را ميههاي دو قاعده و بر هر دو قاعده عمود استهم وصل .كند

و اگر يالبر قاعدههاي جانبياگر يال را يك منشور قائم راهاي جانبي بر قاعـدههاي منشور عمود باشند، آن هـا عمـود نباشـند، آن

.نامندمنشور مايل مي

منشور قائممنشور مايل

را بر اساس شكل چندضلعي ميهاي قاعدهمنشور را منشـورهاي يك منشوكنند، مثلاً اگر قاعدههاي آن نامگذاري ر مثلث باشند، آن

.به اين ترتيب مكعب مستطيل يك منشور چهارضلعي قائم است.نامندمثلثي مي

منشور مثلثيضلعي منشور چهارضلعيمنشور پنج

ميالالاضلاع همنهشت باشند، به آن متوازيهاي يك منشور دو متوازياگر قاعده .شودسطوح گفته

را مساحت جانبيي وجههامساحتمجموع ميمساحت رويه(هاي جانبي يك منشور را تشكيل و مجموع)دهداي كه اطراف منشور

و مساحت دو قاعدههامساحت آنرامنشوريي جانبي نامند.ميمساحت كل

ط:قضيه .ول يال جانبي منشورمساحت جانبي منشور قائم برابر است با محيط قاعده ضرب در

shV:برابر است باsيو مساحت قاعدهhنكته: حجم منشوري با ارتفاع =

؟چقدر استو ارتفاعش مساوي محيط قاعده آن باشد،8و6اش لوزي به اقطارسطح كل منشور قائم كه قاعده:مثال�

و اقطار لوزي بر هم عمودند، لذا ضلع قاعده برا:حل� بر استچون قاعده لوزي است

5با:
2
6

2
8 22

=





+






:2054و لذا محيط قاعده برابر است با =×

6لذا سطح كل اين منشور برابر است با: 82 4 5 20 448
2

S ( )× = + × = 
 

ا32در داخل نيمكره به قطرمثال:� است،3ست كه قطر مربع برابربزرگترين منشور قايم با قاعده مربع طوري ساخته شده

حجم منشور كدام است؟

:حل�

2

3 33
4 2

3 3 9
2 2 4

h

( )V Sh

= − =

= = × =

مي، صفحهaدر يك مكعب به طول يالمثال:� را به دو قسمت مساوي تقسيم را در وجه مربع بـهي قطري، آن كند. اين دو قسمت

است؟2aبرابرچسبانيم. سطح كل منشور حاصل، چندهم مي

a b
c

20

5

4
3

3 h

3
2
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:حل�

و دو قاعدهسطح دو قاعده و پايين وي بالا ي كناري تغيير نكرده است. فقط دو مربع جلـو

اند.عقب به مستطيل تبديل شده

2 2
ل ك 4 2 2 2 2 4S a (a) (a ) ( )a= + + = +

و ارتفاع منشور1و5،2ي يك منشور، مثلثي به اضلاعقاعدهمثال:� را به دو جزء چنان تقسيم1واحد واحد است. اين منشور

كنيم كه از كنار هم قرار دادن اين دو جزء يك مكعب حاصل شود. قطر مكعب كدام است؟مي

:حل�

مكعـباي موازي وجه مربع شـكل بگـذاريم، دو جـزء حاصـل تشـكيلمكعب بسازيم اگر از وسط يال دو صفحهكهبراي آن

دهند.مي

3 3a قطر مكعب=

كند، پس:راه حل دوم: چون از اين تغيير، حجم تغيير نمي

3 1 2 قطر  1 1 1 3 3
2

a ( ) a a×
= × = ⇒ = ⇒ = =

منشور منتظم:
ميمنشور قائمي كه قاعده .شودهاي آن دو چندضلعي منتظم باشند، منشور منتظم ناميده

اگر يكي از وجوه جانبي ديگر لـوزي بـه زاويـه.و يك وجه جانبي آن نيز مربع است6مربعي به ضلعيك منشوريهقاعد:مثال�

؟باشد، حجم اين منشور كدام است°30

حل:�

و لوزي را قاعدهABتوانمي،بر وجه لوزي شكل عمود استABيال .منشور اختيار كرديرا ارتفاع

10863066 =×°×= )sin(طولAB×مساحت لوزي=V

و زاويه6هاي جانبي منشورواحد است. طول يال4الاضلاع به ضلعي يك منشور مايل مثلث متساويقاعدهمثال:� هـاي يالواحد

درجه است. حجم اين منشور كدام است؟60ي قاعدهبا صفحه

حل:�

24 3 6 60 4 3 3 3 36
4

V Sin= × = × =

a
a

2a

1

1
5

2

1

1 1

1
2

1
2

1

1 1
2 1

2

1

11

4

6

60°

A
6

B

6

30°6
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و همچنين زاويـه6و طول يال مايل آن3آنيهمايلي كه طول ضلع قاعديهالقاعدحجم منشور مربع:مثال� اي كـه وجـهباشد

چقدر است؟باشد،30°سازدمايل با خط عمودي مي

حل:�

( ) 3273063 2 =°×= cosV

:استوانه

از نظـر مفهـومي وقتـي.همنهشت هسـتنديهلعي، دو دايرهاي آن به جاي چندضاستوانه شكلي فضايي شبيه منشور است كه قاعده

بييهتعداد اضلاع قاعد مييك منشور منتظم به سمت .شودنهايت ميل كند، منشور به استوانه تبديل

بهاگر محور استوانه يعني پاره را ميخطي كه مركزهاي دو قاعده غهم وصل و در را قـائم يـركند، بر قاعده عمـود باشـد، اسـتوانه

مياين را مايل .نامندصورت آن

استوانه قائماستوانه مايل

ميياز دوران يك مستطيل حول يكي از اضلاعش، يك استوانه .آيدقائم پديد

.قائم، محور استوانه همان ارتفاع استوانه استيتذكر: در استوانه

م را تشكيل مـي)سطحي(ايساحت رويههمانند منشور، وكه اطراف استوانه و مجمـوع مسـاحت جـانبي دهـد، مسـاحت جـانبي

ميهامساحت .شودي دو قاعده، مساحت كل ناميده

و مساحت كل آن برابر است با:Rhπ2برابر است با:hو ارتفاعRيقائمي به شعاع قاعدهيهمساحت جانبي استوان:هتنك

R Rhπ + π22 2
اس:مثال� مساحت سطح جانبي آن كدام است؟.استπ12:بابرابر3دواري به ارتفاعيتوانهحجم

:حل�

π=××π=π= 123222 rh= ⇒ =سطح جانبي ⇒= π⇒×= π= π 24123 222 rrrhrV

:هامساحتيهاصل كاواليري دربار
دوهاي دو شكل بر روي يك خط قرار گرفته باشند، اگر هر خطي موازي قاعدهفرض كنيد قاعده درهاي هـايي بـاقطعههاآنشكل

.ي آن دو شكل برابر استهامساحتهاي مساوي ايجاد كند،طول

و ارتفاعتذكر: از اصل كاواليري برابر بودن قاعده ميها .شودها نيز نتيجه

:هااصل كاواليري درباره حجم
و صفحهد رااي كه قاعدهو شكل فضايي اي موازي با اين صفحهاگر هر صفحه.در نظر بگيريدهاي دو شكل در آن قرار گرفته باشند

را قطع مي و سطح مقطعكه يكي از اين دو شكل را نيز قطع كند آنهامساحتهاي حاصل دارايكند، ديگري گـاهي برابـر باشـند،

.حجم اين دو شكل برابر است

ارتفاع
B

6

3 3

30°
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و مساحت سطح مقطعمثلاً اگر قاعده اي موازي با اين صفحههايي كه از برخورد هر صفحههاي دو منشور در يك صفحه قرار گرفته

آنحاصل مي ميشود، برابر باشند، هـايلذا طبق اصل كاواليري، اگر مساحت قاعده.گيريم، حجم اين دو منشور برابر استگاه نتيجه

.بودخواهدبرابرهاآندو منشور هم ارتفاع برابر باشند، حجم

قحجم استوانه:مثال� دو.اي برابر استالقاعدهمتر است، با منشور مربعسانتي4آنيهطر قاعداي كه متـرسـانتي6اگر ارتفاع هر

)؟باشد، مساحت مربع چقدر است )/π = 3 14

و ارتفاع هر دو با هم برابر است لذا بايد مساحت قاعده،طبق اصل كاواليريحل:� .هايشان نيز با هم برابر باشدچون حجم

( ) 561242 2 /=π=π=مساحت مربع=مساحت دايره

هرم:
بهيهرم يك چندوجهي است كه همه .جز يكي در يك رأس مشتركندوجوه آن

و وجهيهاز هرم كه رأس هرم در آن قرار ندارد، قاعدوجهي هـاي جـانبيوجـه.شـوندهاي جانبي ناميده مـيهاي ديگر، وجههرم

مييهخطي است كه از رأس هرم بر قاعدارتفاع هرم پاره.تندهمواره به شكل مثلث هس .شودآن عمود

هرم مثلثيهرم مربعيضلعيهرم پنجهرم ناقص

و ارتفاعيهنكته: حجم هرمي با مساحت قاعد Sh:برابر است باV S h= ×1
3

هرم منتظم:
قيهقاعداگر و پاي ارتفاع آن بر مركـز اعـده منطبـق باشـد، هـرم را منـتظميك هرم چندضلعي منتظم باشد

راارتفاع يكـي از ايـن مثلـث.الساقين متساوي هستندهاي متساويوجوه جانبي هرم منتظم، مثلث.نامندمي هـا

).شودبراي هرم غيرمنتظم سهم تعريف نمي(.نامندسهم هرم منتظم مي

2222 BKSBHKSH = سهم+=−

:)ممنتظيهالقاعدهرم مثلث(نكاتي در مورد چهاروجهي منتظم
باشـد، احكـام زيـر درaهر يال چهاروجهي منتظميهاگر انداز.الاضلاع هستندمثلث متساوي،هاي چهاروجهي منتظموجهيههم

.مورد آن صحيح است

يه) چهاروجهي داراي چهار ارتفاع مساوي به انداز1
3

6a
.گذرنداست، كه از يك نقطه مي

a3) حجم اين چهاروجهي2 2
آن،12 مساحت جانبي

4
33 2a

a2و مساحت كل آن .است3

3آنيهاي كه ضلع قاعدالقاعدهمثال: حجم هرم منتظم مربع� ؟است، كدام است5و طول هر يال جانبي آن2

حل:�

3
2

223223 =
×

=×= HB,BD

( ) 24423
3
1

3
1416925

2222 =×==⇒=⇒=−=−= ShVOHHBOBOH

O

C

A B

H
D

VV ′=

KH

S

سهم

C

A

D

B
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؟هاي جانبي چند درجه استرأس مثلثيهيزاو.آن استيهالقاعده، طول ارتفاع برابر نصف قطر قاعددر يك هرم منتظم مربع:مثال�

حل:�

°=⇒==⇒== 60ÂADCDACHDHCAH

ضليـسانت7يـمنتظميهالقاعدارتفـاع هرم مربع:مثال� و يك ؟متر استيـيال هرم چند سانت.متر استيـسانت8اشع قاعدهـمتر

حل:�

9cm( ) 813249247
22 =⇒==⇒يال=+=+== 24

2
8

82 aa

ششقاعدهمثال:� و طول يال جانبي آن برابر1ضلعي منتظمي است به ضلعي يك هرم منتظم، واحد است. حجم اين هرم2واحد

چند واحد مكعب است؟

1(22(33(34(3
2

حل:�

2 2

2

2 1 3

1 1 3 36 3
3 4 2

h

( )V ( )

= − =

= × =

34SAدر هرم مربعي منتظم زير،مثال:� 5SHو= . حجم اين هرم كدام است؟=

حل:�

34 5SA , SH= =

2 2 2 34 25 9 3
3 6

S A H : AH SA SH AH
OH , AB

∆
= − = − = ⇒ =

⇒ = =

2 2 2 25 9 16 4SO H : SO SH OH SO
∆

= − = − = ⇒ =
21 6 4 48

3
) ( )= × 1مساحت قاعده×ارتفاع=

3
V حجم هرم=)

يمثال:� وجهي منتظم، چند برابراند. حجم اين هشتوجهي منتظمهاي يك هشت، رأسك مكعب، مركز تقارن هر وجه جانبيدر

(هشت وجهي منتظم: دو هرم چهاروجهي منتظم در قاعده مشترك)حجم مكعب است؟

دطورهمانحل:� ميكه همFBCDEوABCDEكنيد، دو هرمر شكل ملاحظه از قاعده به

يكچسبيده و به8اند را يي ارتفاع وارد بر قاعدهاند كه اندازهوجود آوردهوجهي منتظم

BCDEهر ها نصف طول ضلع مكعب يعنيكدام از اين هرمدر
2
aاست. اما براي پيدا كردن

يد مساحت قاعده را نيز پيدا كنيم كه با توجه به شكل زير، هر يك از اضلاع مربعحجم هرم با

بهقاعده با استفاده از رابطه ميي فيثاغورس آيد:دست
2 2 2

2 2
4 4 2

a a ax x= + ⇒ =

هاي آن با هم برابرند، در نتيجه:ي يالوجهي ايجاد شده منتظم است. پس همهو چون هشت
2 3

2
وجهيهشت  

وجهيهشت  

 مكعــب

1 2 2
2 2

3 3 2 3 2 2 6
1
6

ABCDE
a a a aV V ( Sh) (x )( ) ( )( )

V

V

= = = = =

⇒ =

C

A

B

H

D

B
H

A

S

B

H

A

O

S

a 8

7

B

A

C

D

E

F

B

C

x

2
a

1
1 1

1

2
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:هرم ناقص منتظم
و پارهكه دو قاعدهايچند وجهي آنخط واصل بين مراكز دو قاعده،اش دو چندضلعي منتظم ارتفـاع

ميهرم ناقصباشد، السـاقينهـاي متسـاويوجوه جانبي هرم ناقص منتظم، ذوزنقه.شودمنتظم ناميده

و ارتفاع يكي از اين ذوزنقه ميها، سهممتساوي هستند .شودهرم ناقص منتظم ناميده

وVاگر Sحجم ,S′و ارتفاع يك هرم ناقص باشد، همواره براي هر نوع هرم ناقص داريم:hمساحت دو قاعده

( )V h S S SS′ ′= + +1
3

چند نكته در مورد هرم:
.موازي با قاعده، يك چندضلعي است كه با قاعده متشابه استيهمقطع هرم با هر صفح:) قضيه1

ABCDE~EDCBA ′′′′′
م:) قضيه2 آنيههرم به مساحت قاعديهقطع موازي با قاعدنسبت مساحت هرم برابر است با مربع نسـبت فواصـل رأس هـرم از

و قاعده مقطع

اگر هرم با حجم

.

Vيهو سطح قاعدSو سـطح مقطـعرا با صفحه اي به موازات قاعده قطع كنـيم

باشد داريم:′Vو حجم متناظر با آن′Sدست آمدههب

33

2









′
=







 ′
=
′









′
=
′

OH
HO

S
S

V
V

OH
HO

S
S

مييهاي موازي قاعده كه از وسط ارتفاع نظير قاعدرا با صفحهVهرمي با حجم:مثال� حجـم هـرم.دهـيممـيگذرد، قطعهرم

چقدر است؟ناقص

حل:�

VVV
8
7

⇒′=حجم هرم ناقص⇒=−′=





=

′
VV

V
V

8
1

2
1 3

بهيهاگر دو سطح قاعد:مثال� هسانتي18و27ترتيبيك هرم ناقص و ارتفاع يهمتـر باشـد، فاصـلسانتي12رم اصلي،متر مربع

؟متر استكوچكتر از رأس هرم چند سانتييهقاعد

حل:�

64
27
18

12
=′⇒=

′
=

′
AO

S
SAO

آن3 1باشد،cوa،b) حجم هرمي كه طول سه يال همرس
آنحجم متوازي6 .باشدcوa،bالسطوحي است كه سه يال همـرس

OABCVالسطوححجم متوازي = 1
6

O

D

CB

A H
E

H ′
C′

A ′
B′

D′
E′

A

O

A′

C

O A

B

h

S′

S
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م:مثال� است؟كلچه كسري از حجمAMLKحجم هرم.هاي سه يال هستندوسطK,L,Mكعب شكل مقابلدر

حل:�

ــربعحجم كل  م
1 1 1 1
3 3 2 6ABCD ABDV S h S h= × × = × × =

48
1

6
1

8
1

8
1

8
1

4
1

2
1

3

=





==⇒

=⇒











=⇒=










 ′
=

∆∆

ABCDAMLK

ABCD
AMLK

BCDMLK

ABCD
AMLK

VV

V
V

SSBDML

S
S

V
V

مخروط:
بهيهمخروط شكلي فضايي شبيه هرم است كه قاعد يـكيهاز نظر مفهومي اگر تعداد اضلاع قاعد.دايره است،جاي چندضلعيآن

ميهرم منتظم به سمت بي .شودنهايت ميل كند، هرم به مخروط تبديل

را به مركز دايرپاره مييهخطي كه رأس مخروط اگر محور بر قاعده عمود باشـد، مخـروط.كند، محور قاعده نام داردقاعده وصل

و در غير اين ميقائم .شودصورت مايل ناميده

حواز دوران يك مثلث قائم ميالزاويه وتر مثلث اصطلاحاً مولـد ايـن مخـروط قـائم.آيدل يك ضلع قائمش يك مخروط قائم پديد

شود.ميناميده

hrVبرابر است با:hو ارتفاعrيهنكته: حجم مخروطي با شعاع قاعد 2
3
1
π=

Sمحيط قاعده× مولد=rLπبرابر است با:Lو مساحت جانبي مخروط قائم با مولدي به طول = 1
2

شمثال:� را با صفحه6و ارتفاع3عاع قاعدهمخروطي به و به فاصلهواحد دهـيم.واحد از آن، قطع مـي4اي موازي صفحه قاعده

حجم مخروط جدا شده كدام است؟

حل:�

3 2
ل ك  

ل ك

2 1 1 1 1 23 6
6 27 27 27 3 3

V ( ) V V ( )
V

π
= = ⇒ = = × π × =

ك.ايماي محاط كردهاست، كره4و ارتفاعش3اشدر مخروط دواري كه شعاع قاعده:مثال� ؟دام استشعاع اين كره

حل:�

( )
2
344 22222 =⇒+=−⇒+= xxxABOBOA:در مثلث قائم الزاويهOAB∆

مييشهارا حول يكي از ضلع4الاضلاعي به ضلعمثلث متساوي:مثال� ؟حجم حاصل چقدر است.دهيمدوران

م(هايشانالزاويه حول يكي از ضلعتوان فرض كرد دو مثلث قائمميحل:� )الاضلاعثلث متساويارتفاع

و دو مخروط به .اندوجود آوردهدوران كرده

212 2 2 3 2 16
2 3
aDO V ( )= = ⇒ = × π × = π===⇒= 32

2
3

4 ,AOaha

MD

K

C

A

B

L

A

B
3

3
x xo

2

حجم كلحجم كل

6

3

4

2

D

4

o

A
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AOBˆدر شكل مقابل:مثال� = OAاگر.است°60 = 4 ؟باشد، حجم مخروط كدام است3

حل:�

( ) π=×π=π=

=°===×=°==⇒=

24632
3
1

3
1

32606
2
3346034

22hrV

cosOAOBr,sinOAABhOA

قا5ي قائم به ارتفاعاز داخل يك استوانهمثال:� را خارج كردهواحد، بزرگ2يعدهو شعاع ازترين مخروط ممكن اند. شكلي كه

مي1يي مخروط به فاصلهاي موازي قاعدهمانده را با صفحهاستوانه باقي مقطع حاصل كدام است؟دهيم. مساحتواحد از آن قطع

حل:�

4 8
2 5 2 5

AH r r r
AO

= ⇒ = ⇒ =

2 2
مقطع  

8 64 362 4 1 44
5 25 25

S ( ) ( ) /π
= π − π = π − π = = π

ق :ائممخروط ناقص
ميقائمياز دوران ذوزنقه والزاويه حول ساق قائمش، مخروط ناقص قائم پديد آيد، ساق مايل ذوزنقه، مولـد، سـاق قـائم، ارتفـاع

ميهاي قاعدههاي ذوزنقه شعاعقاعده .باشندهاي مخروط ناقص قائم

Sهاينكته: حجم هر نوع مخروط ناقص قائم با سطح قاعده ,S′و ارتفاعhبا:برابر استV h(S S SS )′ ′= + +1
3

شش،در مخروط ناقص قائمي:مثال� ميهرم ناقص ؟كدام استهاآنهاينسبت حجم.كنيمپهلويي محاط

حل:�

راهاي قاعدهاگر شعاع RRهاي مخروط ناقص را′, :بگيريمhو ارتفاع آن

2
2

33
2

306 RcosRR =
°

Rاي به شعاعط در دايرهضلعي محامساحت شش=×

V′=و حجم هرم ناقصV=حجم مخروط ناقص

π
=

′π+′π+π

′
+′+

=
′+′+

′+′+
=

′
2

332
33

2
33

2
33

3
1

3
1

22

22

1111 RRRR

RRRR

)SSSS(h

)SSSS(h

V
V

آنهاي رأسآن برابر است با مربع نسبت فاصلهيهمخروط به مساحت قاعديهنسبت مساحت هر مقطع موازي با قاعد:نكته مخـروط از

و قاعد مخروطيهمقطع

اگر مخروط با حجم

.

Vيهو سطح قاعدSكـهاي به موازات قاعده قطع كنيم، به طوريرا با صفحه

ب باشد، داريم:′Sدست آمدههسطح مقطع

2 3 3S OH V S OH( ) ( ) ( )
S OH V OHS
′ ′ ′ ′ ′
= = =

كره:
مييهاين فاصل.يك فاصله باشندكره مكان هندسي نقاطي از فضا است كه از يك نقطه ثابت به نام مركز به .نامندثابت را شعاع كره

را قطـر كـرههر پاره و وتري كه از مركز كـره بگـذرد را وتر كره مي نامند خطي كه دو سر آن روي كره باشد

مي.نامندمي مقطع هر صفحه با كـره.آيدكره يك سطح دوار است كه از دوران يك نيم دايره حول قطرش پديد

، شعاع دايره مقطع برابر است با:باشدRو شعاع كره،xمركز كره از صفحهيهاگر فاصل.ه استيك داير

2 2r R x= −

S

S′
h

Rx
r

A

BO
�06

o 2

A

H r

O

H′

H
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از:1نكته .استABاي به قطربه زاويه قائمه ديده شود، كرهABخط ثابتپارههاآنمكان هندسي نقاطي از فضا كه از هر يك

3برابر است با:Rعاي به شعا: حجم كره2نكته
3
4 RV π=

24و مساحت آن برابر است با: RS π=

واحد از صفحه مماس چقـدر2اي به فاصلهمساحت مقطع آن با صفحه.اي مماس استواحد بر صفحه6اي به شعاعكره:مثال�

؟است

حل:�

π=−π=π= 2046 222 )(rS

ترين مكعب درون يك كره چه نسبتي از حجم آن كره است؟حجم بزرگمثال:�

1(3
2π

2(2 2
3π

3(3 2
4π

4(2 3
3π

حل:�

3

 مكعــب

ه3 ر ك  

3 2

2 8
3 23 3

4 4 3
3 3

a R

R
V

V R

=

 
 
 = = =

π ππ

چهاط شده است. بيشينهمح48πاي قائم با سطح جانبيواحد، استوانه5در داخل يك كره به شعاعمثال:� قدر است؟حجم اين استوانه

حل:�

5Rشعاع كره =

24
2 48 24S r h rh h

r
= π × = π ⇒ = ⇒ سطح جانبي استوانه=

2
225

4
h r= : در مثلث هاشور خورده+

2
2

224 2
2 2

2
25

4

24
2425 25

4 4

h
r

h r

( ) ( )r r r
r

=

= +

→ = + ⇒ = +

2 2 4 2 2 2 2
2

2 2
2

2 2

14425 25 144 25 144 0

9 9 8 9 8 72
25 144 0

16 16 6 16 6 96

r r r (r ) r r t
r

t r ,h V r h
t t

t r ,h V r h

⇒ = + ⇒ = + ⇒ − + = ⇒ =

= = = ⇒ = π = π× × = π− + = ⇒ 
= = = ⇒ = π = π× × = π

آنواحد كه قطر خارجي دهانه3كره، به ضخامت يكنواختاست به شكل نيمظرفيمثال:� واحد اسـت. سـطح كـل ايـن16ي

است؟πظرف چند برابر

1(2082(2123(2154(217

حل:�

2 2 2 2
ل ك  

1 4 8 4 5 8 5 128 50 39 217
2

S ( ( ) ( ) ) ( )= π + π + π − = π + π + π = π

6
4

r

2
h

h
5

r

5 8
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