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1 ماتریس و کاربردها

درس‌اول:‌ماتریس‌و‌اعمال‌روی‌ماتریس‌ها
باشد.  بزرگ تر  خود  پایین  و  راست  سمت  درایه های  تمام  از  درایه  هر  و  باشند  صحیح  اعداد  آن  درایه های  که  بزنید  مثال   2 3×× ماتریسی  1

A = 



 ×

7 5 2
4 3 1 2 3

، a iij ==
2 باشیم داشته   i j<< برای و  a i jij == ++ باشیم داشته   i j>> برای و   aij == 7 باشیم داشته   i j== برای که  طوری  به  باشد   3 4×× ماتریسی  A aij== ××[ ]3 4 گر  ا  2 

درسی( کتاب   20 صفحۀ  )تمرین  کنید.  مشخص  درایه هایش  با  را   A ماتریس  صورت  این  در 

A = +
+ +

















=












7 1 1 1
2 1 7 2 2
3 1 3 2 7 3

7 1 1 1
3 7 4 4
4 5 7 9

2 2 2

2 2

2 3××4
بنویسید.  مستطیلی  آرایش  فرم  به  را  زیر  ماتریس های   3 

A a a i jij ij== == −−××[ ] ,3 2
2  B b b i ijij ij== == −−××[ ] ,3 3 2

A =
− −
− −
− −

















=
−













×

1 1 1 2
2 1 2 2
3 1 3 2

0 1
3 2
8 7

2 2

2 2

2 2 3 2

B =
− × × − × × − × ×
− × × − × × − × ×
− × × − × ×

1 2 1 1 1 2 1 2 1 2 1 3
2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2 3
3 2 3 1 3 2 3 2 33 2 3 3

1 3 5
2 6 10
3 9 15 3 3− × ×

















=
− − −
− − −
− − −















 ×

C c c ijij ij== ==××[ ] ,2 2 2 D d i i j jij ij== == ++××[d ] , ( )3 3
2

C =
× × × ×
× × × ×









 =











×

2 1 1 2 1 2
2 2 1 2 2 2

2 4
4 8 2 2

D =
+ + +
+ + +
+ +

1 1 1 1 1 1 2 4 1 1 3 9
2 2 1 1 2 2 2 4 2 2 3 9
3 3 1 1 3 3 2 4

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 33 3 3 9

2 12 36
6 32 90
12 60 162 3 3( )+

















=














 ×

بنویسید.  مستطیلی  آرایش  صورت  به  را  زیر  ماتریس های   4 

A a a
i j
i j
i j

ij ij== ==
<<
==

−− >>






××[ ] ,2 2

2
0
2

B b

i j i j

j i j

i j i j
ij ij== ==

−− <<

==

++ >>










××[b ] ,3 3

2

2

2 2
C c

i j i j
j i jij ij== ==

−− ≤≤
−− >>





××[c ] ,2 3
2 3

4

A =
−





 ×

0 2
2 0 2 2

 B =
− −













×

1 1 2
5 4 1
10 13 9 3 3

C = − − −
− − −





 ×

1 4 7
4 2 5 2 3

است؟ نادرست  کدام یک  و  درست  زیر  جملات  از  کدام یک   5 

است.  قطری  ماتریس  یک  مربعی،  ماتریس  هر  است.    اسکالر  ماتریس  یک  قطری،  ماتریس  هر   

است.  مربعی  و  قطری  اسکالر،  ماتریس  یک  صفر،  ماتریس  است.    اسکالر  ماتریس  یک  همانی،  ماتریس   

نیست. ولی قطری  مربعی است   2 1
0 0







زیرا نادرست؛  نیست.   اسکالر  ولی  1 قطری است  00 0






زیرا نادرست، 

0 یک ماتریس صفر است ولی قطری، مربعی یا اسکالر نیست. 0 0
0 0 0







 درست نادرست؛ زیرا

باشند. صفر  آن  درایه های  بقیۀ  و  برابر  هم  با  آن  فرعی  و  اصلی  قطر  که  طوری  به  بزنید  مثال   3 مرتبۀ  از  مربعی  ماتریسی    6 

A =












×

1 0 1
0 2 0
3 0 3 3 3

قطر اصلیقطر فرعی

بزنید. مثال   3 مرتبۀ  از  قطری  ماتریس  یک   

A =










 ×

1 0 0
0 2 0
0 0 3 3 3

برابر صفر هستند.   اصلی  بر قطر  واقع  غیر  درایه های  ماتریس های قطری، همۀ  در 
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باشد.   −−2 آن آخر  ستون  و  آخر  سطر  درایۀ  و   3 آن  مرتبۀ  که  بزنید  مثال  اسکالر  ماتریسی   7 

A =
−

−
−











 ×

2 0 0
0 2 0
0 0 2 3 3

برابرند.  با هم  اصلی  روی قطر  درایه های  اسکالر،  ماتریس  در  که  کنید  دقت 

کنید.  مشخص  را  ماتریس  این  است.   24 برابر   4 مرتبۀ  از   A اسکالر  ماتریس  درایه های  مجموع   8 

 A
x
x
x
x

x x A=
















⇒ = ⇒ = ⇒ =

×

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

4 24 6
6 0 0 0
0 6 0 0
0 0 6 0
0 04 4 00 6 4 4















 ×

 

درسی( کتاب   20 صفحۀ  )تمرین  بیابید.  را   ( )x y z++ ++ حاصل صورت  این  در   ، A B== و  B
x y

==
++

−−










3 2
2 1

 ، A
x y
z

==
−−









2 5
1

گر  ا  9 

2 3
2 5

2

2
1
2

2 1 2 1
x y

x y

z

x

y

z

x y z

− =
+ =

= −






⇒

=
=
= −






⇒ + + = + + − =( )  

بیابید.  را   a b3 3++ و  a b2 2++ مقادیر برابرند.  هم  با   B ==










1 4
3 4

و  A
ab
a b

==
++











4
3

ماتریس های  10 

. a b+ = 4 و  ab باشند، پس1= برابر  با هم  آنها  نظیر  به  نظیر  درایه های  که  برابرند  با هم  زمانی  ماتریس هم مرتبه  دو 

 a b a b ab a b a b ab a b2 2 2 2 3 3 3 32 4 2 1 14 3 4 3 1+ = + − = − = + = + − + = −( ) ( ) , ( ) ( )( ) ( ))( )4 64 12 52= − =  
. A B B A++ == ++ دهید:  نشان  آنها  برای  و  بزنید  مثال   2 مرتبۀ  از  مربعی  ماتریس  دو   11 

 A B

A B

=








 =









 ⇒

+ =
+ +
+ +









 =








1 2
3 4

0 1
5 2

1 0 2 1
3 5 4 2

1 3
8 6

,


+ =
+ +
+ +









 =





















⇒ + = +
B A

A B B A
0 1 1 2
5 3 2 4

1 3
8 6

 

 A B−− برابر 3 و درایۀ سطر دوم و ستون دوم ماتریس  A B++ B باشد. می دانیم درایۀ سطر اول و ستون اول ماتریس
y

==
−−

−−










1 3
5 1

A و
x

y
==

−−










3
4 2

کنید  12 فرض 

کنید.  مشخص  را   B و   A ماتریس های  است.   −−1 برابر

 A B x y
y A B x y

y
x y
y

x+ = − +
−







− = + −
− −







⇒ − + =
− = − ⇒1 6

9 1
1 0

1 3
1 3

3 1, ==
= ⇒ = −















= −
−







6
4

6 3
4 2

3 3
5 1y A B,  

درسی( کتاب  7ف  صفحۀ  )کاردرکلاس  وض اند.  مفر  s == −−2 و  r == 3 حقیقی عدد  دو  و   A ==
−−










1 2
1 3

ماتریس   13 

. (r s)A rA sA++ == ++ کنید:  ثابت   
(r s)A ( ( ))

( )

+ = + −
−









 =

−










+ = + − =
−

3 2
1 2
1 3

1 2
1 3

3 2
3 6
3 9

rA sA A A








 +

− −
−









 =

−




















⇒ + = +
2 4
2 6

1 2
1 3

( )r s A rA sA   

کنید. ثابت  را  )الف(  قسمت  رابطۀ  کلی  حالت  در   

آنگاه: باشند،  s دو عدد حقیقی دلخواه  و   r و  باشد   m n× ماتریس A یک  aij= [ کنیم[ فرض 

( ) ( )[a ] [( )a ] [ra sa ] [ ] [sa ] r[aij ij ijr s A r s r s raij ij ij+ + += + = = = + = iij ij] s[a ] rA sA+ +=  

2 3A B−− ++ ++ −−, (A B) (A B) آورید.  دست  به  را  مقابل  عبارات  حاصل  باشد،   B b
i j
i jij ij== ==

−− ≤≤
>>





××[b ] ,2 2
1
3

و  A a a i jij ij== == −−××[ ] ,2 2
2 ماتریس گر  ا  14 

 A B= − −
− −









 = −





= − −
−







1 1 1 2
2 1 2 2

0 1
3 2

1 1
3 1

2 2
2 2 ,  2 3 0 2

6 4
3 3
9 3

3 1
3 7A B− = −





+ −






= −






 

 A B A B A B A B+ = − −





− = 





⇒ + + − = −





1 2
6 1

1 0
0 3

0 2
6 4, ( ) ( )   

. r A B rA rB( )++ == ++ کنید:  ثابت   r حقیقی  عدد  و   B bij m n== ××[ ] و  A aij m n== ××[ ] ماتریس دو  برای   15 

r A B r a b r a b r a b aij ij ij ij ij ij ij( ) ([ ] [ ]) ([ ]) [ ( )] [r ] [rb+ = + = + = + = + iij ij ijr a r b rA rB] [ ] [ ]= + = +  
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| هر آن خرید آنلاین |

را  آن  مرتبۀ  تعریف  صورت  در  و  خیر  یا  است  تعریف  قابل   B A×× و  A B×× که کنید  مشخص  زیر  حالت های  از  یک  هر  در  صورت  این  در  باشد   3 5×× ماتریسی  A گر  ا  16 

درسی( کتاب  9ف  صفحۀ  )کاردرکلاس  بیابید. 

B ij== ××[b ]3 2  B bij== ××[ ]3 5  

A B3 5 3 2× ×× ⇒ تعریف نمی شود.  A B3 5 3 5× ×× ⇒ تعریف نمی شود.  

B A3 2 3 5× ×× ⇒ تعریف نمی شود.  B A3 5 3 5× ×× ⇒ تعریف نمی شود.  

 B bij== ××[ ]5 3  B bij== ××[ ]5 4  

A B3 5 5 3× ×× 3 است.⇒ 3× تعریف می شود؛ مرتبۀ ماتریس حاصل ضرب   A B3 5 5 4× ×× 3 است.⇒ 4×  تعریف می شود؛ مرتبۀ ماتریس حاصل ضرب 

B A5 3 3 5× ×× ⇒ 5 است. 5× تعریف می شود و مرتبۀ ماتریس حاصل ضرب   B A5 4 3 5× ×× ⇒ تعریف نمی شود.  

B bij== ××[ ]5 5  

A B3 5 5 5× ×× ⇒ 3 است.  5× ماتریس حاصل ضرب  مرتبۀ  و  تعریف می شود   

B A5 5 3 5× ×× ⇒ تعریف نمی شود.  

آورید. دست  به  را   B A×× و  A B×× سپس و  نوشته  درایه هایشان  با  را   B و   A ابتدا  باشند،  شده  معرفی  زیر  صورت  به   B bij== ××[ ]2 3 و  A aij== ××[ ]3 2 گر  ا  17 

درسی( کتاب  ف2  صفحۀ  )تمرین   

a
i i j
i j i j
j i i j

b
i i j
i j i j
i j i j

ij ij==
−− ==
−− >>
−− <<









==
++ ==
++ >>
−− ++ <<








2 21 1

2
,


 

A B=
− −
− −
− −

















=












= + − +
1 1 2 1
2 1 2 1
3 1 3 2

0 1
1 3
2 1

1 1 1 2
2

2 2
, 22 1 3 2

2 1 2 1 2 3 2
2 1 0
3 5 12

− +
+ + − +









 = 





 

⇒ × =












×





=












× =A B B A
0 1
1 3
2 1

2 1 0
3 5 1

3 5 1
11 16 3
7 7 1

2, 11 0
3 5 1

0 1
1 3
2 1

1 5
7 19



















= 





 

می گیرید؟ نتیجه ای  چه  کنید.  مقایسه  هم  با  را  (B A)×× و  ( )A B×× حاصل صورت  این  در  باشد.   B ==
−− −−









1 4
1 0

و  A ==
−−










1 2
1 3

کنید فرض   18 

درسی( کتاب  9ف  صفحۀ  )کاردرکلاس   

A B× = −






− −





= −





1 2
1 3

1 4
1 0

1 4
4 4  B A× = − −



 −







= −





1 4
1 0

1 2
1 3

3 14
1 2  

ندارد. ماتریس ها خاصیت جابه جایی  یعنی ضرب  این  و   A B B A× ≠ × که نتیجه می گیریم 

است؟  کدام   c23 حاصل آنگاه  باشد،   C A B== ×× و  B ==
−−









1 2 4
5 2 1

 ، A ==
−−















3 1
5 2
7 1

گر  ا  19 

 c23 5 2 4
1 5 4 2 1 22= [ ] 





= × + × =( ) ( ) به دست می آید.    B ماتریس  A در ستون سوم  ماتریس  از ضرب سطر دوم   c23

این  است.  ریال   100 مذهبی  کتاب  هر  و  ریال   200 تاریخ  کتاب  هر  ریال،   150 داستان  کتاب  هر  قیمت  خرید.  مذهبی  کتاب   5 و  تاریخی  کتاب   2 داستان،  کتاب   3 علی   20 

کنید.  تفسیر  را  آن  و  حساب  را  A B×× ماتریس  سپس  و  داده  نشان   B و   A ستونی  و  سطری  ماتریس های  با  را  اطلاعات 

کتاب ها تعداد  به  مربوط  :ماتریس   A = [ ]3 2 5 , کتاب ها به قیمت  مربوط  :ماتریس   B =












150
200
100

  

A B× = × + × + × =( ) ( ) ( )3 150 2 200 5 100 1350  

پرداخته است. کتاب ها  این  برای خرید  که علی  کل مبلغی است  بیانگر  و  که همان عدد است، می باشد   1 1× ماتریس A یک  B× ماتریس 
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اندسه )3( |  لص ف   ااتریر ک کاریرداا |

است: مطلوب  وض اند،  مفر  B ==










0 2
3 1

و  A ==
−−










2 3
1 0

ماتریس دو   21 

 2AB  

2 2 4 6
2 0

0 2
3 1

18 14
0 4AB A B= = −













= −






( )   

 ( )( )A B A B++ −−  

A B A B A B A B+ = 





− = − −






⇒ + − = − −





2 5
2 1

2 1
4 1

16 3
0 1, ( )( )   

 A B2 2++  

A A A

B B B

2

2

2 3
1 0

2 3
1 0

1 6
2 3

0 2
3 1

= × =
−









 −









 =

− −










= × =


















 =





















⇒ + =








0 2

3 1
6 2
3 7

7 8
1 4

2 2A B  

 3 22A B××  

A A

B

A

2 2

2

1 6
2 3

3
3 18
6 9

2
0 4
6 2

3
=

− −








 ⇒ =

− −










=




















⇒ ×22
3 18
6 9

0 4
6 2

108 48
54 42

B =
− −



















 =

− −








  

2AI  

2 2 2 4 6
2 0AI A I A= = = −







( )  

 ( )( )( )A I B I AB I++ −− −−  

 A I B I+ = −






+





= −






− = 





−2 3
1 0

1 0
0 1

3 3
1 1

0 2
3 1

1 0
0 1, 





= −





− = −












−





=1 2
3 0

2 3
1 0

0 2
3 1

1 0
0 1, AB I 99 7

0 2
1 0
0 1

8 7
0 3−







−





= −






 

( )( )( ) ( )A I B I AB I+ − − = −






−



 −







= −
3 3
1 1

1 2
3 0

8 7
0 3

6 6
4 2





 −







= 





8 7
0 3

48 24
32 34  

درسی( کتاب  9ف  صفحۀ  )کاردرکلاس  کنید:  ثابت  باشد،   C==
−−










2 3
1 1

و  B==
−−









1 1
2 3

 ، A== −−
−−

















1 2
1 0
2 1

گر  ا  22 

 . A B C A B A C×× ++ == ×× ++ ××( ) ( ) ( )  

B C A B C+ = 




⇒ × + = −

−























= − −
3 2
1 4

1 2
1 0
2 1

3 2
1 4

5 10
3( ) 22
5 0

1 2
1 0
2 1

1 1
2 3

5 5
1 1
0 5

















× = −
−

















−





= −
−




A B 












× = −
−

















−






= − −









,A C

1 2
1 0
2 1

2 3
1 1

0 5
2 3
5 5 




⇒ × + × = − −































⇒ × + = ×

( ) ( )

( ) (

A B A C

A B C A
5 10
3 2
5 0

BB A C) ( )+ ×  

. A B C A B C×× ×× == ×× ××( ) ( )  

B C A B C× =
−



 −







= 




⇒ × × = −

−








1 1
2 3

2 3
1 1

3 2
1 9

1 2
1 0
2 1

( )
















= − −
−

















× = −
−















3 2
1 9

5 20
3 2
5 5

1 2
1 0
2 1

A B 


−





= −
−
















⇒ × × = −

−













1 1
2 3

5 5
1 1
0 5

5 5
1 1
0 5

( )A B C 


−






= − −
−































⇒ × × = ×
2 3
1 1

5 20
3 2
5 5

A B C A B( ) ( )××C  
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| هر آن خرید آنلاین |

بیابید.  را   ( )A I−− 2 حاصل باشد،   A ==










2 3
1 2

گر  ا  23 

A I A I A I A I− = 





−





= 





⇒ − = − − =2 3
1 2

1 0
0 1

1 3
1 1

1 3
1

2( ) ( )( ) 11
1 3
1 1

4 6
2 4













= 





 

آورید.  دست  به  را   ( )( )A I A I++ −−3 4 حاصل باشد،   A ==
−−











2 3
4 1

گر  ا  24 

 
A I

A I

+ =
−









 +









 =











− =
−









 −

3
2 3
4 1

3 0
0 3

5 3
4 2

4
2 3
4 1

4 0
0 44

2 3
4 5

3 4
5 3
4 2

2 3
4 5







 =

−
−





















⇒ + − =










−
−

( )( )A I A I








 =











2 0
0 2

 

آورید.  دست  به  را   A A A A++ ++ ++2 3 4 حاصل باشد،   A ==
















0 1 1
0 0 1
0 0 0

گر  ا  25 

 A A2 3
0 1 1
0 0 1
0 0 0

0 1 1
0 0 1
0 0 0

0 0 1
0 0 0
0 0 0

=
























=











, == × =

























=









A A2

0 0 1
0 0 0
0 0 0

0 1 1
0 0 1
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

= =O A O, 4  

⇒ + + + =












+












+ + =A A A A O O2 3 4
0 1 1
0 0 1
0 0 0

0 0 1
0 0 0
0 0 0

0 1 2
0 0 1
00 0 0













 

درسی( کتاب  ف2  صفحۀ  )تمرین  باشد.  قطری  ماتریسی  A B×× حاصل ضرب که  آورید  دست  به  طوری  را   b و   a مقادیر   B ==
−−









1 2
3 2

و  A
a

b
==

−−










4
1

گر  ا  26 

A B a
b

a a
b b

a
× = −







−





= + − +
− − −







⇒
− + =4

1
1 2
3 2

4 3 8 2
3 2 2

8 2 0⇒⇒ =
− = ⇒ =





⇒ × = −






a

b b
A B

4
3 0 3

16 0
0 8  

 . AB ==
















8
3
1

که  بیابید  طوری  را   B ماتریس  باشد،   A ==
−−















2 3
5 1
1 0

گر  ا  27 

آنگاه: Bباشد،  a
b= 





گر ا بنابراین  باشد،   2 1× مرتبۀ از  باید   B ماتریس  ماتریس ها،  اندازۀ  به  توجه  با 

AB
a

b
=

















⇒
−























 =

















⇒
8
3
1

2 3
5 1
1 0

8
3
1

2aa b

a b

a

a

b
B

− =
+ =

+ =






⇒

=
= −





⇒ =
−











3 8
5 3

0 1

1
2

1
2

 

آورید.  دست  به  را   A2 ماتریس و   m مقدار  باشد،   A
a a

a
2 11 12

226
==

−−








 و  A

m
==

−−









1 1
1

گر  ا  28 

 A A A A m m
m
m m

a a2 2 11 121 1
1

1 1
1

1 2
2 1= × ⇒ = −





−





= − −
− +







= −66 2 6 3 4 2
6 422

2
a m m A





⇒ = − ⇒ = − ⇒ = −
−







 

آورید.  دست  به  را   ββ و  αα مقادیر باشد،   A A I2 == ++αα ββ و  A ==
−−









2 1
5 4

گر  ا  29 

 

A

A I

2 2 1

5 4

2 1

5 4

9 2

10 21

2

5 4

=
−











−











=












+ =
−

α β
α α

α α













+












=
− +

+


























⇒
β

β

α β α

α βα

0

0

2

5 4

9 2

10 211

2

5 4

2 9

2
13













=
− +

+













⇒
− + =

=
⇒ =







α β α

α α β

α β

α
β  

درسی( کتاب   20 صفحۀ  )تمرین   . AB ==ΟΟ ولی  B ≠≠ΟΟ و  A ≠≠ΟΟ که بزنید  مثال   B و   A مانند   3 3×× ماتریس دو   30 

A O B O A B=












≠ =
− − −











≠ ⇒ × =
1 1 1
1 1 1
1 1 1

2 2 2
1 1 1
1 1 1

0 0 0
0 0 0
0

,
00 0













= O  
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اندسه )3( |  لص ف   ااتریر ک کاریرداا |

درسی( کتاب  7ف  صفحۀ  )کاردرکلاس   . A B×× == −−7 که:  کنید  تعریف  طوری   B مانند   3 1×× ستونی  ماتریس  یک  و   A مانند   1 3×× سطری  ماتریس  یک   31 

A B A B= =
−
−
−













⇒ × = ×
−
−
−













= × −[ ] , [ ] ( ( ))1 2 1
1
2
2

1 2 1
1
2
2

1 1 ++ × − + × − = −( ( )) ( ( ))2 2 1 2 7  

نمی توان   AB AC== تساوی از  ی 
ّ

کل حالت  در  که  دهید  نشان  دیگر  عبارت  به  نمی باشد  برقرار  ماتریس ها  ضرب  در  حذف  قانون  که  دهید  نشان  نقض  مثال  یک  با   32 

درسی( کتاب   20 صفحۀ  )تمرین   . B C== گرفت نتیجه 

A B C A B= 





= − −





= − −






⇒ × = 





1 1
1 1

1 1
1 1

1 1
1 1

0 0
0 0, , , AA C A B A C× = 





⇒ × = ×0 0
0 0  

.B C≠ یعنی  − −





≠ − −






1 1
1 1

1 1
1 1 اما

چرا؟ ؟  B I== گرفت نتیجه  می توان  آیا  باشد،  AB A== گر  ا  33 

.B I≠ ولی  AB؛  A= یعنی این  و   0 0
0 0

1 2
3 1

0 0
0 0













= 





آنگاه  باشد،   B = 





1 2
3 1 و  A = 





0 0
0 0 گر  ا زیرا  خیر، 

)کاردرکلاس صفحۀ 9ف کتاب درسی( نتیجه ای می گیرید؟  کنید. چه  با هم مقایسه  را  آنها  و  کرده  A ضرب 
a b
c d

==








 و راست در ماتریس از چپ  را   I ==











1 0
0 1

ماتریس اسکالر   34 

A I
a b

c d

a b

c d
I A

a b

c d
× =



















 =









 × =
















1 0
0 1

1 0
0 1

,

 =









 ⇒ × = × =

a b

c d
A I I A A  

بی اثر ضربی است. I عضو  اسکالر  ماتریس  ماتریس ها،  نتیجه می گیریم در ضرب 

می گیرید؟  نتیجه ای  چه  دهید.  تشکیل  را   ( )A B×× ماتریس صورت  این  در  باشد  دلخواه  و   3 3×× ماتریسی  B و  باشد  قطری  ماتریسی   A
r
r
r

==
















1

2

3

0 0
0 0
0 0

گر  ا  35 

درسی( کتاب  ف2  صفحۀ  )تمرین   

A B
r
r
r

a b c
d e f
g h k

ar br cr
dr er× =













×












=
1

2
3

1 1 1
2 2

0 0
0 0
0 0

ffr
gr hr kr

2
3 3 3













 

iام را در سطر   A ماتریس  از   aii درایۀ  ،i به ازای هر  کافی است  کنیم،  Bn ضرب  n× ماتریس دلخواه در  را   An n× ماتریس قطری گر بخواهیم  ا  نتیجه می گیریم 

jام  ستون  در  را   A ماتریس  از   a jj درایۀ  ،j هر  به ازای  است  کافی  کنیم،  Anضرب  n× در را   Bn n× ماتریس  بخواهیم  گر  ا به علاوه  کنیم.  ضرب   B ماتریس 

کنیم. B ضرب  ماتریس 

آنگاه:  باشد،   B ==
−−

−− −−

















2 1 0
4 2 1
1 2 3

و   A ==
−−

















4 0 0
0 2 0
0 0 6

گر  ا  36 

بیابید. را   AB ماتریس   

AB =
−













−

− −













=
−

−






4 0 0
0 2 0
0 0 6

2 1 0
4 2 1
1 2 3

8 4 0
8 4 2
6 12 18







ام  i درایه های سطر  تمام  در  را   A ماتریس  i ام  اصلی سطر  روی قطر  درایۀ  کافی است 

کنیم. B ضرب  ماتریس 

؟ AB BA== آیا   

BA =
−

− −











 −













=
−

−
− − −

2 1 0
4 2 1
1 2 3

4 0 0
0 2 0
0 0 6

8 2 0
16 4 6
4 4 18













زیرا:  خیر، 

درسی( کتاب  ف2  صفحۀ  )تمرین  می گیرید؟  نتیجه ای  چه  آورید.  دست  به  را   A3 حاصل باشد،  وض  مفر  A ==
−−















2 0 0
0 3 0
0 0 4

گر  ا  37 

A2 2 0 0
0 3 0
0 0 4

2 0 0
0 3 0
0 0 4

4 0 0
0 9 0
0 0 16

=
−











×
−











=












⇒ = × =
−











⇒ =
−











A A A A3 2 3
3

3
3

8 0 0
0 27 0
0 0 64

2 0 0
0 3 0
0 0 4

( )




 

نتیجه می گیریم هرگاه یک ماتریس قطری به توان یک عدد برسد، ماتریس حاصل یک ماتریس قطری است و درایه های روی قطر آن، با توان رساندن درایه های 

به دست می آید.  اولیه  ماتریس  اصلیِ  روی قطر 

.A am
ij
m

n n
= 



 ×

این صورت در  باشد،  ماتریس قطری  A یک  aij n n
=   ×

گر  ا نکته
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| هر آن خرید آنلاین |

آورید.  دست  به  را   x مقدار  باشد،   2
1
2 3

1
3

0x
x[[ ]] 















 == گر ا  38 

 ( ) ( ) ( )2 1
2 3

1
3 2 2 5 1

3 2 2 3 5 0 1x x x x x x[ ]











= +[ ]





= + + = ⇒ 77 2 2
17x x= − ⇒ = −  

کنید.  پیدا  را   x مقدار   ، 1 1
1 2 0
0 1 2
1 0 1

1
4
2

0x[[ ]]































== تساوی از   39 

 ( ) (1 1
1 2 0
0 1 2
1 0 1

1
4
2

1 3 2
1
4
2

x x x[ ]
























= + +[ ]












= 11 12 4 2 0 3 17 0 17
3+ + + + = ⇒ + = ⇒ = −x x x x) ( )  

)86 )نهایی  آورید.   دست  به  را  A5 ماتریس   ، A ==
















1 1 1
1 1 1
1 1 1

گر  ا  40 

A A A2
1 1 1
1 1 1
1 1 1

1 1 1
1 1 1
1 1 1

3 3 3
3 3 3
3 3 3

= × =
























=












= 3A
 

A A A A A A A A A A AA A A A A A5 4 2 2 3 2 2 3 2 32 2 2
3 9 9 3 27 27= × = × × = × × == = =A ( ) ( ) ( ) (33 81

81 81 81
81 81 81
81 81 81

A A) = =












 

آورید.  دست  به  را   a b c d++ ++ ++ مقدار باشد،   
a b
c d








 ==











1 1
1 1

5
گر ا  41 

 A A A A A= 





⇒ = 











= 





= ⇒ =1 1
1 1

1 1
1 1

1 1
1 1

2 2
2 2 22 4 2( )22 2 2 2 22 2

2 4 8A A A AA A A= ==( )  

1 1
1 1 8 8 8 2 16 16 16

16 16
5

5 4 2 22





= = × = = = = 





=A A A A A A AA A( )A ( ) == 





 → + + + == = = =a b
c d a b c da b c d 16 64   

درسی( کتاب  ف2  صفحۀ  )تمرین  کنید.  ثابت   ( )A B B A×× == ×× باشند تعویض پذیر  و   3 3×× ماتریس های  B و   A گر  ا  42 

( )A B A AB B++ == ++ ++2 2 22  ( )( )A B A B A B−− ++ == −−2 2  

( ) ( )( )A B A B A B A AB BA B A AB B
AB

+ = + + = + + + = + +2 2 2 2 22  ( )( )A B A B A AB BA B A B
AB

− + = + − − = −2 2 2 2  

بیابید. را   AB BA++ حاصل  . A B++ ==










3 2
2 3

و  B2 7 3
9 7

==








  ، A2 0 3

3 3
==

−−








 داریم  B و   A ماتریس  دو  برای   43 

:می دانیم   (A B) ( )+ = + + + ⇒ + = + − −2 2 2 2 2 2A AB BA B AB BA A B A B  

 ( )A B AB BA+ = 











= 





⇒ + = 2 3 2
2 3

3 2
2 3

13 12
12 13

13 12
12 13




− −






−





= 





0 3
3 3

7 3
9 7

6 6
6 3

 

آورید.   دست  به  را   A AB BA B2 2++ ++ ++ عبارت  حاصل  باشد،   B == −−
















0 1 1
1 2 0
0 0 1

و  A ==
−−

















2 1 0
3 1 2
1 2 3

گر  ا  44 

A B+ =
−













+ −












=
−











2 1 0
3 1 2
1 2 3

0 1 1
1 2 0
0 0 1

2 2 1
2 3 2
1 2 4




⇒ + =
−











 −













=( )A B 2
2 2 1
2 3 2
1 2 4

2 2 1
2 3 2
1 2 4

7 12 10
8 17 16
−−











2 12 19

 

A ( ) (A B) (A B)( ) (A B)2 2 2
7 12 10
8 17 16
2 12

+ + + = + + + = + + = + =
−

AB BA B A A B B A B
119













 

. A B BA2 2== دهید:  نشان   ، ( )A B A B++ == ++2 2 2 گر  ا  45 

( ) ( )( )

( )

A B A B A B A AB BA B

A B A B
A AB BA B

+ = + + = + + +

+ = +






⇒ + + +

2 2 2

2 2 2
2 2 == + ⇒ + = ⇒ = −A B AB BA O AB BA2 2

 

A B A AB A BA AB A BA A B A A BAAB BA AB BA2 2= − = − − − = × ==− =−( ) ( ) ( ) ( ) ( )  
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اندسه )3( |  لص ف   ااتریر ک کاریرداا |

بنویسید.  An مورد در  رابطه  یک  حدسی،  طور  به  سپس  و  A k A3 2== دهید  نشان   ، A kA2 == گر  ا   46 

A A A kA A kA k kA k A3 2 2 2= × = = = =( ) ( )  

An :حدس nk A= −1  

آورید. دست  به  را   A10 حاصل  باشد،  A ==










1 1
1 1

گر  ا  

A A A2 101 1
1 1

1 1
1 1

2 2
2 2 2= 











= 





=  → =(þ²H) á¾\ÃTº 22 2 1 1
1 1

2 2
2 2

10 1 9 9 9
9 9

− = 





=








A  

. A Om == داریم:   m ≥≥ 2 ازای  به  کنید  ثابت  باشد،  A O2 == گر ا   47 

A A A O A Om m m= × = × =− −2 2 2  

کنید. پیدا  را   A A1397 1398++ حاصل باشد،   A ==
















0 0 1
0 0 0
0 0 0

گر  ا  

A A A2
0 0 1
0 0 0
0 0 0

0 0 1
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

= × =
























=












= ⇒ + = + =O A A O O O1397 1398   

. A
I n
A n

n ==




Z»p
joÎ

کنید:  ثابت   n∈∈ ازای به  باشد،  A I2 == گر  ا  48 

این صورت: در  باشد،   k ∈ فرض می کنیم

A A I In k k k= = = =2 2(A ) آنگاه:  باشد،  n k= 2 گر  ا

A A A A A A I A I A An k k k k= = × = × = × = × =+2 1 2 2( ) آنگاه:  باشد،  n k= +2 1 گر  ا

 . A A I( )2 3 3−− عبارت ساده شدۀ  است  مطلوب  باشد،   2 مرتبۀ  از   A و   A O2 == گر ا  49 

A O A O A A I A A A A I I A
O O

2 3 3 3 2 3 22 3 8 36 54 27 54 27 54= ⇒ = ⇒ − = − + − = − =( ) ( ) A( A )
OO

A A− = −27 27  

. ( )I A I A−− == −−2 کنید:  ثابت  باشد،  A A2 == گر  ا  50 

( ) ( )( )I A I A I A I IA AI A I A A I AA A− = − − = − − + − + = −=2 2 2 2
2  

. A A O4 ++ == کنید:  ثابت  باشد،   A A I2 == −− گر  ا  51 

A A I A A I A A A I A I A IA A I2 2 2 2 2 4 2 2
2 2= −  → = − ⇒ = − + − − + == −·H¼U ¾M ( ) ( ) ( ) −− ⇒ = − ⇒ + =A A A A A O4 4  

. ( ) ( )A I A I A++ −− −− ==2 2 4 دهید:  نشان  باشد،   A هم مرتبۀ  اسکالر  ماتریس   I و  مربعی  ماتریس  یک   A گر  ا  52 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )A I A I A I A I A I A I A A I A A I A+ − − = + + − − − = + + − − + =2 2 2 22 2 4 AI، پس:  IA= می دانیم 

)86 )نهایی    . A10 محاسبۀ  است  مطلوب   ، A ==










−−
−−










1 2
3 4

4 2
3 1

گر  ا  53 

A I A I= 





−
−







= −
−







= − ⇒ = − = −1 2
3 4

4 2
3 1

2 0
0 2 2 2 210 10( ) ( )110 10 10 10

102 2 0
0 2

I I= × =








  

بیابید. ر ا   A A7 4−− ماتریس باشد،   A ==
−−
−−











2 1
3 2

گر  ا  54 

 A A A I2 2 1
3 2

2 1
3 2

1 0
0 1= × = −

−






−
−







= 





=  

A A A I A A A A I I A A A I7 2 3 3 4 2 2 2 7 4 2 1
3 2

1 0
0= × = × = = = = ⇒ − = − = −

−






−( ) , ( ) 11
1 1
3 3







= −
−







  

آورید.  دست  به   I اسکالر  ماتریس  برحسب  را   A6

64 حاصل صورت  این  در  باشد،   A ==
−− −−










4 6
2 4

گر  ا  55 

 A A A I2 4 6
2 4

4 6
2 4

4 0
0 4 4= × = − −





 − −







= 





=  A A I I I A I I6 2 3 3 3 3 6
4 4 64 64

64
64= = = = ⇒ = =( ) ( )  
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| هر آن خرید آنلاین |

درس‌دوم:‌وارون‌ماتریس‌و‌دترمینان

درسی( کتاب   23 صفحۀ  اتن  )پرسش  چرا؟   یکدیگرند؟  وارون   B ==
−−











1 1
0 1

و  A ==
−−









1 1
2 1

ماتریس دو  آیا   56 

A B I× = −



 −







= 





≠1 1
2 1

1 1
0 1

1 2
2 1 زیرا:  خیر، 

است.  به فرد  منحصر  مربعی،  ماتریس  هر  وارون  کنید  ثابت   57 

داریم:  B C= باشند. نشان می دهیم  A ماتریس  وارون  C هر دو  و   B ماتریس های  کنیم  فرض 

A است. وارون   C AC CA I⇒ = = ( ) ,1 A است. وارون   B AB BA I⇒ = = ( )2  

B IB CA B C AB CI C= = =
( ) ( )
( ) ( )

1 2
بنابراین: 

. ( )AB B A−− −− −−==1 1 1 کنید:  ثابت   B و   A وارون پذیر  و  هم مرتبه  ماتریس  دو  برای   58 

 (AB)(B ) ( ) ( )− − − − − −= = = =1 1 1 1 1 1A A BB A AI A AA I
I A

��� � داریم:   . ( )( ) IAB B A− − =1 1 کافی است نشان دهیم

کنید: ثابت  باشد،  وارون پذیر  ماتریس   A گر  ا  59 

. k ≠≠ 0 k) و )A
k
A−− −−==1 11  

( )( ) ( )( )kA
k
A k

k
AA I I1 1 11 1− −= × = × = داریم:   . ( )( )kA

k
A I1 1− = کافی است نشان دهیم  

. ( )A A−− −− ==1 1  

:می دانیم  A A I A A− − −= ⇒ =1 1 1( )   

)86 )نهایی  بیابید.   را  ( )2 1AB −− حاصل  باشد،  B−− ==










1 1 2
1 3

و  A−− ==










1 2 1
2 3

گر  ا  60 

( ) ( )2 1
2

1
2

1 1 1 1AB AB B A− − − −= = بنابراین:   ، ( )AB B A− − −=1 1  می دانیم1

B A AB− − −= 











= 





⇒ = 


1 1 11 2
1 3

2 1
2 3

6 7
8 10 2 1

2
6 7
8 10( ) 


=













3 7
2

4 5
 

. A B I−− −−++ ==1 1 کنید:  ثابت   ، A B AB++ == و  باشند  هم مرتبه  مربعی  ماتریس  دو   B و   A گر  ا  61 

A B AB A A B A AB A A A B A A BA

I I

+ =  → + = ⇒ + =× − − − − −−1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( )��� ��� �� ⇒⇒ + =−I A B B1  

× − − − − − − − − −−
 → + = ⇒ + = ⇒ +B

I I

I A B B BB IB A B B I B A
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) (BB )� ���� �� = ⇒ + = ⇒ + =− − − −I B A I A B I1 1 1 1  

بیابید. را   | | | |AB A B++ ++2 حاصل باشد،   B ==










7 1
3 2

و  A ==
−−









1 2
1 3

گر  ا  62 

 

AB AB=


















 =









 ⇒ = − × − × = −

− −1 2
1 3

7 1
3 2

1 3
16 7

1 7 16 3| | ( ) ( ) 555

6 5 4 3
1 2
1 3

7 1
3 2

6 3
4 5

A B A B+ =








 +









 =









 ⇒ + = × − ×

−
| | ( ) ( ) ==













⇒ + + = − + = −

18
2 55 2 18 19| | | | ( )AB A B  

درسی( کتاب   29 صفحۀ  اتن  )پرسش  باشد.  برقرار   | | | |A A2 5 6 0−− ++ == تساوی که  بیابید  چنان  را   d و   c ،b ،a حقیقی  اعداد  صورت  این  در  باشد،   A
a b
c d

==








 گر  ا  63 

| A | | A | (| | )(| | )
| |

2 5 6 0 2 3 0
2 2 0

0 1
− + = ⇒ − − = ⇒

=  → = 





⇒
A A

A A ak¹ºI¶ == = = =

=  → = 





⇒ = = = =




2 0 0 1

3 3 0
0 1 3 0 0 1

, , ,

| | , , ,

b c d

A A a b c dk¹ºI¶







 

دارد. این سؤال، بی شمار جواب وجود  برای  که  کنید  دقت 
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اندسه )3( |  لص ف   ااتریر ک کاریرداا |

. A
A

d b
c a

−− ==
−−

−−










1 1
| |

دهید:  نشان  باشد،   | |A ≠≠ 0 گر ا بگیرید.  درنظر  را   A
a b
c d

==








 ماتریس  64 

بنابراین:  ،A x y
wz

− = 





1 فرض می کنیم
 AA I a b

c d
x y
z w

ax bz ay bw
cx dz cy d

− = ⇒ 











= 





⇒ + +
+ +

1 1 0
0 1 ww







= 





1 0
0 1  

⇒

+ =

+ = ⇒ = −






⇒ − + = ⇒ = −

−
=

−

ax bz

cx dz x d
c
z

a d
c
z bz z c

ad bc
x d

ad b

1

0
1( ) ,

cc

cy dw

ay bw y b
a
w

c b
a
w dw w a

ad bc
y b

ad

+ =

+ = ⇒ = −






⇒ − + = ⇒ =

−
= −

−

1

0
1( ) ,

bbc















 

⇒ = −
−
−

−
− −

















⇒ =
−

− −A

d
ad bc

b
ad bc

c
ad bc

a
ad bc

A
ad bc

1 1 1

|A|
��� ���

d b
c a A d b

c a
−

−






⇒ = −
−







−1 1
| A |

 

آورید. دست  به  را   A ==










10 2
4 1

ماتریس وارون   65 

A − = × −
−







= −
−













1 1
2

1 2
4 10

1
2 1
2 5

داریم:  و  وارون است  دارای   A ، پس  | | ( ) ( )A = × − × = ≠10 1 2 4 2 چون0

بیابید.  را   B ماتریس  باشد،  AB I== و  A ==










1 4
2 7

گر  ا  66 

یکدیگرند. پس: وارون  ماتریس  این دو  بنابراین  I شده است،  برابر   B و   A ماتریس  چون حاصل ضرب دو 

| | ( ) ( )A B A= × − × = − = =
−

−
−









 =

−
−









⇒ −1 7 2 4 1 1

1
7 4
2 1

7 4
2 1

1  

آورید. دست  به  را   b مقدار  باشد،   A−− ==
−−









1 1 3
0 1

و  A
b

==
−−









1
0 1

گر  ا  67 

 | | ( ) ( )A b A
b b

= − × − × = − ⇒ =
−









 =









 =

− −
−

− −
1 1 0 1 1

1
1 1

0 1
1
0 1

1 3
0 1





 ⇒ =b 3  

آورید. دست  به  را   A A−− ++1 ماتریس درایه های  مجموع  باشد،   A ==










2 1
5 3

گر  ا  68 

 | | ( ) ( )A A A A= × − × = ⇒ =








 =









 ⇒ + =− −−

−
−

−
−

2 3 5 1 1 1
1

1 13 1
5 2

3 1
5 2

3 11
5 2

2 1
5 3

5 0
0 5

5 0 0
−









 +









 =









  → + +IÀï¾ÄHnj Ì¼µ\¶ ++ =5 10   

آورید. دست  به  را   A A++ −−4 1 آنگاه باشد،   A ==
−−
−−










2 2
2 3

گر  ا  69 

 | | ( ) ( )A A= − × − − × = − ⇒ =
−









 =















⇒− −
−

−

−
2 3 2 2 2 1

2 41 3 2
2 2

3
2 1

1 1
AA− =











−
−

1 6 4
4 4

 

 A A+ =








 +









 =











− −
−

−
−

−
−

4 1 2 2
2 3

6 4
4 4

8 6
6 7

 

آورید.  دست  به  را   A2 معکوس ماتریس  دترمینان  باشد،   A ==
−−

−−










2 1
5 3

گر  ا  70 

 A A A A2 22 1
5 3

2 1
5 3

9 5
25 14

9 14= × =
−

−










−
−









 =

−
−









 ⇒ = × −( ) (−− × − = − =25 5 126 125 1( ))  

( ) | ( ) | ( ) ( )A A2 1 2 11
1
14 5
25 9

14 5
25 9

14 9 25 5− −=








 =









 ⇒ = × − × =1126 125 1− =  


