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گر مجموع   - 789   توانند فرد باشند؟ چه تعداد از اين اعداد می ،ها عددی زوج باشد آنضرب  حاصلعدد طبيعی، عددی فرد و  ٥ا

٢) ٢  ٥ )١   ۳ (۳  ۴ (۴  
گر   - 790 Aسه عدد زوج متوالی باشند، عبارت cو  a ،bا abc a b c    پذير است؟ اد زير بخشيک از اعد همواره بر كدام  

۱ (۱۰  ۲ (۶  ۳ (۸  ۴ (۱۲  
گر   - 791 a)اشنددو عدد طبيعی متوالی ب bو  aا b)و حاصل عددab4   است؟كدام  c گاه آنباشد،  cبرابر با مربع عددی طبيعی مانند  1

۱(a b 4
2  ۲(a b4

2  ۳(a b  ۴(a b2  

گر   - 792 )aاعداد گويا بوده و bو  aا ) b( )   2 1 3 2 2 aحاصل ،باشد 4 b3 كدام است؟  
۱ (۸  ۲ (۱۲  ۳ (۱۶  ۴ (۲۰  

گر   - 793   همواره زوج است؟ از اعداد زير يک كدام سه عدد صحيح دلخواه باشند، cو  a ،bا
۱(abc (a )(b )(c )   1 1 1    ۲((a )(b )(c ) (a )(b )(c )      1 1 1 2 2 2  
۳((a )(b )(c ) (a )(b )(c )      1 2 3 2 1 3  ۴((a )(b )(c ) (a )(b )(c )      2 4 6 2 4 6  

گر   - 794   عددی گنگ است؟همواره  ،زير از اعداد يک كدامعددی گويا باشد،  cاعدادی گنگ و  bو  aا
۱(a c  ۲(a b  ۳(a2  ۴(ac  

گر   - 795 aaعددی گنگ باشد، چه تعداد از اعداد bعددی گويا و  aا b, a b, a b , b       همواره گنگ هستند؟ 2
۱ (۱  ۲ (۲  ۳ (۳  ۴ (۴  

گر  - 796   الزاماً عددی گنگ است؟ ،كدام عدد زيرعددی گنگ باشد، ا
۱(  2 3  ۲((| | )  22  ۳( 


2 1

1  ۴( 

2  

  باشد؟ می» .پذير است بخش nعدد متوالی بر  nمجموع هر «مثال نقض حكم  ،كدام عدد زير  - 797
۱ (۳۹  ۲ (۴۲  ۳ (۴۵  ۴ (۴۹  

  ، هم زوج و هم فرد باشد؟ nتواند به ازای مقادير مختلف طبيعی  شده می های زير، عبارت داده يک از گزينه در كدام  - 798
۱(n n 25 3 10  ۲(n n 24 2 7  ۳(n n 23 5 7  ۴(n n 26 5 10  

گر عبارت  - 799 nا n 2 4 n2تقسيم ۀماند باقیباشد،  ۵مضرب  9   كدام است؟ ۵بر  1
  ۳) ۴  ۲) ۳  ۱) ۲  ) صفر۱

Aۀبه ازای چند عدد صحيح از مجموع  - 800 { , , , , } 1 2 3 27عبارت ،n (n )2 21
  زوج است؟ 4

۱ (۱۰  ۲ (۱۱  ۳ (۱۲  ۴ (۱۳  
مجموع يک عدد گويا و يـک عـدد « ،».عددی گويا استهمواره عدد گويا، دو مجموع هر « های ا نادرستی گزارهروش اثبات درستی ي  - 801

  به ترتيب در كدام گزينه آمده است؟ » .عددی گنگ استهمواره مجموع دو عدد گنگ «و » عددی گنگ استهمواره گنگ، 
  هان خلف ـ مثال نقض) اثبات مستقيم ـ بر۲  ) برهان خلف ـ اثبات مستقيم ـ مثال نقض۱
  ) اثبات مستقيم ـ مثال نقض ـ برهان خلف۴  ) برهان خلف ـ مثال نقض ـ اثبات مستقيم۳

naفرض كنيد  - 802 , a , ...,a1 nbصحيح یعددهاي 2 , b ,...,b1 از مقـادير زيـر  يک كداممان اعداد با ترتيبی ديگر باشند. به ازای نيز ه 2
...ن مطمئن بود كه عددتوا ، میnبرای  n n(a b )(a b ) (a b )  1 1 2   ، عددی زوج است؟2

۱ (۵  ۲ (۶  ۳ (۷  ۴ (۹  
  شرطی زير صحيح است؟ های چه تعداد از گزاره  - 803

گر xالف) ا y2 xزوج باشد، 2 y2   پذير است.  بخش ۴بر  2
گر    است. ۱برابر با  ۶بر  p2تقسيم ۀماند باقیباشد،  ۳تر از  و بزرگعددی اول  pب) ا

گر پ aعددی اول باشد، a) ا   باشد. اول نمیعددی  1
  ۳) ۴  ۲) ۳  ۱) ۲  ) صفر۱

 استدلال رياضي
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  ؟باشد نمیشرطی زير، صحيح  عباراتاز  يک كدامعكس   - 804
گر۱ A) ا C B C   ،گاه آنباشدA B  ۲گر a) ا b  ،گاه آنباشدa b3 3  
گر۳ xy) ا  yxگاه آنباشد،  0

y x
  گر۴  2 aدو عدد فرد باشند، bو  a) ا b2   پذير است. بخش ۸ر ب 2

  ؟باشند نمیارز  شده هم داده ۀهای زير، دو گزار يک از گزينه در كدام  - 805
۱(a

a
  1 aو 2  0      

۲(a b وa b3 3  
  يكسان باشد.  Bو  Aاز نقاط  C ۀنقط ۀباشد و فاصل ABخط  عمودمنصف پاره روی C) نقطۀ ۳
۴ (ab فرد باشد وa b .زوج باشد  

x« ۀبرای اثبات ............ گزار  - 806 y
xy

 2« كنيم. با شرط ............ از روش ............ استفاده می  
xy) نادرستی ـ ۱  xy) درستی ـ ۲    ـ مثال نقض 0    اثبات بازگشتیـ  0
x) درستی ـ۳ , y 0 x) درستی ـ ۴  اثبات بازگشتیـ  0 , y 0   برهان خلفـ  0

aدر اثبات نامساوی  - 807 b a b
a b
 4 5

  رسيم؟ هی میبدي ۀبه كدام رابط bو  aبه ازای اعداد حقيقی و مثبت  10

۱(( a b) (a b)   2 23 2 0  ۲(( a b) (a b)   2 23 2 0  ۳((a b) ( a b)   2 22 2 0  ۴((a b) ( a b)   2 22 3 0  

yxدو عدد مثبت باشند، در اثبات نامساوی yو xاگر  - 808
x yy x

  2 2
1   رسيم؟ می بديهی زير ۀبه روش اثبات بازگشتی، به كدام رابط 1

۱((x y)(x y)  2 0  ۲((x y)(x y)  2 0  ۳((x y) 2 0  ۴((x y) 2 0  
a)در اثبات نامساوی  - 809 b )(c d ) (ac bd)   2 2 2 2   رسيم؟ بديهی زير می ۀبه كدام رابط 2

۱((ac bd) 2 0  ۲((a c) (b d)   2 2 0  ۳((ad bc) 2 0   ۴((a d) (b c)   2 2 0  
xدر اثبات حكم  - 810 y xy x y    2 2 y«برای اعداد حقيقی ،1 xرسيم؟ ، به كدام عبارت بديهی زير می  

۱((x y) (x ) (y )     2 2 21 1 0  ۲((x y) (x ) (y )     2 2 21 1 0  
۳((x y) (x ) (y )     2 2 21 1 0  ۴((x y) (x ) (y )     2 2 21 1 0  

xدر اثبات نامساوی  - 811 y z xy xz yz    2 2   رسيم؟ ، به كدام عبارت بديهی زير می2
۱((x y) (x z) (y z)     2 2 2 0   ۲((x y) (x z) (y z)     2 2 2 0   
۳((x y z)  2 0    ۴(y z xx y z     2 2 2 02 2 2

( ) ( ) ( )  

گر عبارت  - 812 aا b c A a b c     2 2 24 3 2 12   كدام است؟ Aباشد، حداقل مقدار  درستهمواره  6
۱ (۱۳  ۲ (۱۴  ۳ (۱۵  ۴ (۱۶  

abدو عدد منفی و bو  a هرگاه  - 813
A

a b


2 2
  است؟ درستباشد، كدام گزينه  5

۱(A  5
2  ۲(A  5

2  ۳(A  5
2  ۴(A  5

2  

Aهر سه مثبت باشند، حداقل مقدار عبارت cو  a ،bاگر   - 814 (a b c)
a b c

    1 1 1(   كدام است؟ (
۱ (۶  ۲ (۸  ۳ (۹  ۴ (۱۲  

گر   - 815 )قدار عبارتدو عدد حقيقی مثبت باشند، حداقل م bو  aا a b )( a b )

(ab)

 2 2 4 4
3

2 2 3   كدام است؟ 3
٢٤) ٤  ٢٠) ٣  ١٦) ٢  ١٢ )١  

گر«برای اثبات ............ حكم   - 816 گاه آن عددی گويا باشد، دو عدد گنگ وو ا   2 23 از ............ » گنگ است عددی 2
)كنيم. استفاده می )   0  

  ) نادرستی ـ مثال نقض٢    ) درستی ـ برهان خلف١
  ها ) درستی ـ اثبات با در نظر گرفتن همه حالت٤    ) درستی ـ اثبات بازگشتی٣
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  در اعداد صحيح پذيري بخش

  های زير صحيح است؟ گيری يک از نتيجه كدام  - 817
١(a | bc a | b ۲(na | b a | b  ۳(a | b c a | b   ۴(ac | b a | b  

xتابع aيک از مقادير زير برای  يک عدد صحيح باشد، به ازای كدام aاگر   - 818 a
f (x)

x



7
  ؟ی نقطه با طول و عرض صحيح استتر كمدارای تعداد  3

٤ )٢  ٣ )١   ۳( ۵  ۴( ۶  
nۀكه در رابط ۴بر nترين عدد طبيعی  بزرگتقسيم  ۀماند باقی  - 819 | n 2 1 6   كدام است؟ ،كند صدق می 1

  ۳ )۴  ۲ )۳   ١ )٢   صفر )١

xتابع  - 820
y

x



3 12
خواهـد بـود بـه  (a,b)ای ماننـد نقطه ، اين تابع شاملxيک از مقادير زير برای  را در نظر بگيريد. به ازای كدام 5

  د؟نآن طبيعی باش ۀكه هر دو مؤلف طوری
١٠٩ )٢  ١٠٨ )١   ۳( ۱۱۰  ۴( ۱۱۱  

yمنحنی  - 821
x




12
  گذرد؟ از چند نقطه با مختصات صحيح در ربع سوم دستگاه مختصات می 2

٥ )٢  ٤ )١   ۳( ۶  ۴( ۸  
  است؟ نادرستهای زير  گيری يک از نتيجه كدام  - 822

١(a | c a | c7 4  ٢(a | b,b | c a | c   ۳(ab | c a | c  ۴(a | bc a | c  
گر  - 823 |«ا a | b2 3135 aين مقدارتر كم، 112 b كدام است؟  

٧٣ )٢  ٢٩ )١   ۳( ۵۳  ۴( ۵۹  
گر  - 824 aا | b aو 4 | c  bcعبارت ،kيک از مقادير زير برای  ، به ازای كدام3 k  همواره برa پذير است؟ بخش  

٨ )٢  ٦ )١   ۳( ۱۲  ۴( ۱۶  
گر  - 825 |ا x y13 11 |و 7 x ky13   تواند باشد؟ يک از اعداد زير می دامك k، گاه آن 10

٤ )٢  ٢ )١   ۳( ۶  ۴( ۸  
گر از روابط  - 826 dا | ax b وd | a x b  بتوان نتيجه گرفت كهd  1 است؟ درستيک از روابط زير  است، كدام  

١(ab a b   1   ۲(aa bb   1  ۳(ab ba   1   ۴(ab a b   1  
گر  - 827 aا  aاز روابطو  1 | k 9 aو 7 | k b7 ، تنها يک مقدار ممكن برایa  ،مقدار گاه  آنبه دست آيدb های زيـر  يک از گزينه كدام

  تواند باشد؟ یم
١(۷   ۲( ۸  ۳( ۹  ۴( ۱۱    

  است؟های زير، درست  يک از گزينه كدام  - 828
١(| x y | x y  2 24 16  ٢(| x y | x y  2 23 9   ۳(| x y | x y  2 22 4  ۴( | x y | x y  2 23 9   

گر  - 829 xا y | x y 3   است؟ درستهای زير  ينهيک از گز ، در اين صورت كدام11
١(x y | x y 11 3  ٢(x y | x y 11 3   ۳(x y | x y 8 8  ۴(x y | x y 3 11  

  است؟ كدامپذير باشد،  بخش ٥٤٠و  ٤٢كه مربع و مكعب آن به ترتيب بر  ٦ترين عدد طبيعی مضرب  مجموع ارقام كوچک  - 830
٢ )٢  ١ )١   ۳( ۳  ۴( ۶  

66تقسيم ۀماند باقی  - 831 6611   كدام است؟ ٢٤١بر  19
١(1  ۶۶ )۴  ۱ )۳   صفر )٢  

88تقسيم ۀماند باقی  - 832 882025   است؟كدام  ١٣بر  1843
  ۵ )۴  ۸ )۳  صفر )٢  ١ )١

n،nدورقمیبه ازای چند عدد طبيعی   - 833 n3   پذير است؟ بخش ٦٥بر  2
١٨ )٢  ١٦ )١   ۳( ۲۰  ۴( ۲۲  
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36عدد  - 834 363   ؟باشد نمیپذير  يک از اعداد زير بخش بر كدام 2
٣٥ )٢  ١٩ )١   ۳( ۴۲  ۴( ۶۵  

|n ،n دورقمیبه ازای چند عدد طبيعی   - 835 28 3 |nو 1 39 5   ؟درست است1
٧ )٢  ٦ )١   ۳( ۸  ۴( ۹  

  
  باشد؟ نادرستتواند  های زير می يک از گزينه در يک تقسيم با عوامل طبيعی كدام  - 836

گر در يک تقسيم )١   پذير است. بخش nنيز بر  هماند باقی گاه آنپذير باشند،  بخش nعليه بر  مقسوم و مقسوم ،ا
گر در يک تقسيم )٢   پذير است. بخش nنيز بر  هماند باقی گاه آنپذير باشند،  بخش nقسمت بر  خارج، مقسوم و ا
گر در يک تقسيم، مقسوم )٣   پذير است. بخش nمقسوم نيز بر  گاه آنپذير باشند،  بخش nبر  هماند باقیعليه و  ا
گر در يک تقسيم، مقسوم )٤   پذير است. بخش nمقسوم نيز بر  گاه آنر باشند، پذي بخش nقسمت بر  عليه و خارج ا

گر در يک تقسيم، تمامی عوامل  - 837   باشد؟ تواند نمیيک از اعداد زير  باشد، مقسوم كدام ٩٦تقسيم برابر با  ۀماند باقیو اعداد طبيعی بوده  ،ا
٢  ١٩٠ )١( ۱۹۴  ٢٠٢) ٤  ١٩٨) ٣  

گر باقی  - 838 5«برابر با ۱۷بر  nو  mماندۀ تقسيم اعداد  ا mتقسيم عدد ۀماند باشد، در اين صورت باقی 3 n2   كدام است؟ ۱۷بر  2
١٦) ٤  ١٥) ٣  ١٤) ٢  ١٣ )١  

ترين عـدد طبيعـی  رقم دهگان كوچک ،باشد ۶مضرب  aباشد. اگر  می ۲۵قسمت  و خارج ۱۷ هماند باقی bبر عدد طبيعی  aدر تقسيم عدد   - 839
a،  است؟كدام  
٩) ٤  ٦) ٣  ٧) ٢  ٨ )١  

bبيشترين مقدار خود را داشته باشد و هماند باقی، bبر  aاگر در تقسيم عدد طبيعی   - 840 | a7، چند مقدار برای  گاه آنb وجود دارد؟(b ) 1  
٥) ٤  ٢) ٣  ٣) ٢  ٤ )١  

  قسمت كدام است؟ است. بيشترين مقدار ممكن برای خارج ٦٢ هماند باقیعليه بوده و  مواحد بيشتر از مقسو ٨٠٠در يک تقسيم، مقسوم   - 841
١٤) ٤  ١٢) ٣  ١٠) ٢  ٨ )١  

گر   - 842   كدام است؟ ۲۶بر  aتقسيم عدد  ۀماند باقیباشد،  ۱۰برابر با  ۱۳بر  aتقسيم عدد فرد  ماندۀ باقیا
٢٣) ٤  ١٣) ٣  ١٠) ٢  ٣ )١  

اضـافه كـرد تـا   توان به مقسوم ترين عدد طبيعی كه می است. كوچک ٣٢برابر با  هماند باقیو  ٤٤عليه برابر با  در يک تقسيم، مقسوم  - 843
  ؟نكندقسمت تغيير  توان به مقسوم اضافه كرد تا خارج ترين عدد طبيعی است كه می تغيير نكند، چند برابر بزرگ هماند باقی

٤) ٤  ٣) ٣  ٢) ٢  ١ )١  
  كدام است؟ باشد، می تر كمواحد  ٣قسمت  از دو برابر مربع خارج اش مانده یباق، ٤٧ترين عددی كه در تقسيم بر  بزرگ  - 844

٢٣١) ٤  ٢١٧) ٣  ٢٠٥) ٢  ١٩٤ )١  
ترين عدد طبيعی است كه در  برابر كوچکچند ،برابر است ۀماند باقیقسمت و  دارای خارج ٤١ترين عدد طبيعی كه در تقسيم بر  بزرگ  - 845

  برابر است؟ ۀدمان باقیقسمت و  ، دارای خارج٣٩تقسيم بر 
٤٢) ٤  ٤١) ٣  ٤٠) ٢  ٣٩ )١  

كثر چند واحد می می ٧قسمت  و خارج ٦٠ هماند باقیدر يک تقسيم،   - 846 تـا بـا ثابـت مانـدن  ،عليه اضافه كرد توان به مقسوم باشد. حدا
  ؟نكندقسمت تغيير  مقسوم، خارج

٩) ٤  ٨) ٣  ٧) ٢  ٦ )١  
گر  مساوی هماند باقیقسمت و  در يک تقسيم با عوامل طبيعی، خارج  - 847 قسـمت  واحد بـه خارج ٥عليه كم شود،  واحد از مقسوم ٣اند. ا

  شود. حداقل مقدار ممكن برای مقسوم كدام است؟ صفر می هماند باقیو  شدهاضافه 
٤٠) ٤  ٣٧) ٣  ٣٢) ٢  ٢٧ )١  

 قضيۀ تقسيم
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  كدام است؟ بمضر aرين مقدار ت است. بزرگ تر كمواحد  ۲ ،قسمت آن تقسيم از مربع خارج ۀماند باقی ،۳۷بر  aدر تقسيم عدد طبيعی   - 848
  ٨٤ داخل رياضی     ١٢) ٢    ٩ )١
١٦) ٤    ١٤) ٣  

  ٨٧داخل رياضی   توان يافت؟ می bاست. چند عدد  هماند باقیمجذور  ،قسمت ، خارجbبر عدد طبيعی  ۱۶۵در تقسيم عدد   - 849
٤) ٤  ٣) ٣  ٢) ٢  ١ )١  

يک از اعـداد زيـر بـه مقسـوم، مقـدار  در صورت اضافه كردن كدام باشد. می ١٧ هماند باقیو  ٤١عليه برابر با  در يک تقسيم، مقسوم  - 850
  يابد؟ كاهش می هماند باقی

١١٣) ٤  ١٠٣) ٣  ٩٣) ٢  ٨٣ )١  
گر  .است ۱۷ هماند باقی ۶۳بر  aدر تقسيم عدد   - 851   د؟نكن چه تغييری میبه ترتيب قسمت  و خارج هماند باقی ،اضافه كنيم aواحد به  ۶۰ا

  شود. شود ـ يک واحد اضافه می ) سه واحد اضافه می٢  شود. واحد اضافه میشود ـ يک  سه واحد كم می )١
  شود. شود ـ دو واحد اضافه می ) سه واحد كم می٤  كند. شود ـ تغيير نمی ) سه واحد اضافه می٣

گر عبارت  - 852 xا x3 23   است؟ كدام ۵ بر x رقمی دو عددتقسيم بيشترين  ۀماند باقی گاه آن ،مربع كامل باشد 9
  ٤) ٤  ٢) ٣  ) صفر٢  ١ )١

گر در تقسيم عدد طبيعی   - 853 5از هماند باقی، ۱۸بر  aا
كثر مقدار  ۲قسمت،  خارج 7   كدام است؟ aواحد بيشتر باشد، حدا

٤٢٥) ٤  ٤١٥) ٣  ٣٩٥) ٢  ٣٧٥ )١  

Aم عددتقسي ۀماند باقیاست.  ۱۷برابر با  ۲۴بر  Aتقسيم عدد  ۀماند باقی  - 854
  است) ۵ مضرب Aكدام است؟ (عدد  ۱۲بر  5

٧) ٤  ٥) ٣  ٣) ٢  ١ )١  
قسمت و  باشد. مجموع خارج می ٢٩برابر با  مانده باقیقسمت و  عليه، خارج بوده و مجموع مقسوم ١٧١در يک تقسيم، مقسوم برابر با   - 855

  تواند باشد؟ يک از اعداد زير می كدام ،هماند باقی
٢٠) ٤  ١٩) ٣  ١٨) ٢  ١٧ )١  

گر در يک تقسيم، مقسوم   - 856 كثر مقدار خود باشد، مجموع مقسوم مانده باقیو  باشد مانده باقیبرابر  ١٤ا قسمت  عليه و خارج دارای حدا
  كدام است؟

٣١) ٤  ٢٥) ٣  ٢٠) ٢  ١٦ )١  
  شود، كدام است؟ قسمت برابر می هر تقسيم با خارج ۀندما باقیتقسيم كنيم،  ۲۱و  ۱۵كه اگر آن را بر  aترين عدد طبيعی  رقم يكان بزرگ  - 857

٧) ٤  ٥) ٣  ٦) ٢  ٢ )١  
گر   - 858 aماندۀ تقسيم عددی اول و دورقمی باشد، باقی aا a 4 24   كدام است؟ ، ۶بر  5

٥) ٤  ٤) ٣  ٣) ٢  ٢ )١  
گر  - 859 m,m)ا ) 2 aو 1 | m aتقسيم ۀماند ، باقی2 m 2 2   كدام است؟ ،۸بر  3

٧) ٤  ٦) ٣  ٥) ٢  ٤ )١  
گر  - 860 m,m)ا ) (n,n )  1 mو 2 | n mتقسيم ۀماند ، باقی4 n2   كدام است؟ ۸بر  2

  ٧) ٤  ٤) ٣  ١) ٢  صفر )١
گر   - 861   كدام است؟ ۱۳۰بر  aتقسيم  ۀماند باقیباشد،  ۴و  ۵يب برابر با به ترت ۱۰و  ۱۳بر  aتقسيم  ۀماند باقیا

٤٤) ٤  ٣٢) ٣  ٢٠) ٢  ٣ )١  
گر   - 862 a4تقسيم عدد ۀماند باقیا a2تقسيم عدد ۀماند باقیواحد از  b ،۷بر  7 كدام  bبر  a۴تقسيم  ۀماند باقیبيشتر باشد،  bبر  4

  باشد؟ تواند می
٢٠) ٤  ١٦) ٣  ١٢) ٢  ٨ )١  

  كدام است؟ bباشند. مجموع ارقام عدد  می ۹و  ۵ها به ترتيب  مانده باقی، bرقمی بر عدد دو ١٠٠و  ١٤٨تقسيم اعداد در   - 863
٧) ٤  ٦) ٣  ٥) ٢  ٤ )١  
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گر   - 864 در اين دو تقسيم برابر نيز قسمت  خارجبوده و مقدار  ۲۰برابر با  ۲۳بر  a۲تقسيم  ۀماند باقیو  ۸برابر با  ۱۲ بر aتقسيم  ۀماند باقیا
  كدام است؟ ۱۱بر  aتقسيم  ۀماند باقیباشد، 

٧) ٤  ٥) ٣  ٣) ٢  ١ )١  
گر   - 865   كدام است؟ bبر  ۴۱تقسيم عدد  ۀماند باقیباشد،  ۹و  ۱۳با برابر  به ترتيب bبر  a۲و  aتقسيم اعداد  ۀماند باقیا

٩) ٤  ٧) ٣  ٥) ٢  ٣ )١  
گر   - 866   است؟ كدام bترين مقدار  ترين و كوچک بزرگ اختلافباشد،  ۴و  ۶به ترتيب  bبر  a۳و  aتقسيم  ۀماند باقیا

٢) ٤  ١٢) ٣  ٧) ٢  ١٣ )١  
  است؟كدام آن  مقدار ترين  به كوچک bترين مقدار  است. نسبت بزرگ ۱و  ۵به ترتيب برابر  bبر عدد طبيعی  ٢٤١و  ٦٢٩تقسيم دو عدد  ۀماند باقی  - 867

٢٤) ٤  ١٦) ٣  ٨) ٢  ٤ )١  
xۀداد نقاط با مختصات صحيح كه در معادلتع  - 868 y 2 2   كدام است؟ ،كنند صدق می 1398

  ١٦) ٤  ٨) ٣  ٤) ٢  صفر )١
گر   - 869 a)ترين عددی كه عبارت عددی زوج باشد، بزرگ aا )(a )(a )(a )   2 4 6   ؟باشد میكدام  ،پذير است همواره بر آن بخش 8

٨٦٤) ٤  ٥٧٦) ٣  ٣٨٤) ٢  ٢٥٦ )١  
a)، عبارتbيک از مقادير زير برای  ه ازای كدامب  - 870 )(a )(a b)  17   پذير است؟ بخش ۳بر aازای تمامی مقادير طبيعی   به 45

١١٤) ٤  ٩٥) ٣  ٨٣) ٢  ٧٣ )١  
  پذير است؟ يک از اعداد زير بخش مجموع مكعبات سه عدد متوالی همواره بر كدام  - 871

٢٤) ٤  ١٨) ٣  ١٢) ٢  ٩ )١  
kدو عددضرب  حاصلتوان به صورت  اد زير را میيک از اعد كدام  - 872 6 kو 3 6   نوشت؟ 5

٦٦٧) ٤  ٦٦٥) ٣  ٦٦٣) ٢  ٦٦١ )١  
  ؟ندارداعداد صحيح جواب  ۀدر مجموع ،يک از معادلات زير كدام  - 873

١(x y k 2 2 4  ٢(x y k  2 2 4 1  ٣(x y k  2 2 4 2  ٤(x y k  2 2 4 3  
  اعداد صحيح دارای جواب است؟ ۀدر مجموع ،يک از معادلات زير كدام  - 874

١(n n 3 14360  ٢(n n 3 24360  ٣(n n 3 34360  ٤(n n 3 44360  
  است؟ ، درستزير های گيری يک از نتيجه كدام  - 875

١(|(a b ) | ab 2 27 49  ٢(| a b | ab 2 28 64  ٣(| a b | ab 2 29 81  ٤(| a b | ab 2 210 100  

  ب م م ـ ك م م 
گر  - 876 [a,b]اعداد طبيعی باشند، cو  a ،bا b و(b ,c) b  ،است؟ نادرستهای زير  يک از گزينه كدامباشد  

١((a ,b) a   ۲([a ,c] c  ۳((a ,c) a  ۴([b,c] b  
گر به ازای برخی از اعداد طبيعی   - 877 n12، دو عددnا nو 7 5 عليه مشترک اين  ترين مقسوم گاه بزرگ آن ،نسبت به هم اول نباشند 2

    ؟دو عدد كدام است
٢  ٥٩) ١( ۶۷  ۳ (۸۳  ۴ (۸۹  

گر   - 878 nطبيعی و دو عدد یعدد nا 9 nو 5   كدام است؟ nتعداد اعداد دو رقمی  ،عليه مشترک غيريک باشند دارای مقسوم 4
٢) ٢  ١) ١   ۳ (۳  ۴ (۴  

گر  - 879 aا k 11 |و 2 a3750گاه حاصل ، آن(a,   با مربع كدام گزينه بيشترين اختلاف را دارد؟ 660(
٧) ٢  ٥) ١   ۳ (۴  ۴ (۶  

گر  - 880 ,x)ا ) 10 y)و 5 , ) 10 x)حاصل تقسيمباشد،  5 y , )  5 y)بر 10 ,   كدام است؟ 10(
  ۲) ۴  ) صفر۳  ۵ )٢  ١) ١
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0D1>K «Â﹆Fh﹞:  كنيم. ايم، درستی حكم را ثابت می ها را پذيرفته فرض مسأله و مفاهيم و قضايايی كه درستی آن كمکبا  

  عموماً به صورت يک حكم شرطی هستند.  ،كنيم مسائلی كه به اين روش حل می 
k رمفضرب دو عدد به  حاصل   6 kو 1 6   به كدام صورت است؟ 5

١(k 36 1  ٢(k 6 1  ٣(k 6 1  ٤(k 6 2  
kاعداد به فرم  6 kتوان به شكل را می 5 6   نيز فرض كرد: 1

( k )( k ) ( k )( k ) kk k k k             6 1 6 5 6 1 6 1 36 6 6 1 6 1  
  صحيح است.  )٢(بنابراين گزينۀ 

s﹆± 1لJ﹞:  كند.  در حالت كلی رد میرا مثالی است كه درستی يک حكم  
گر احكام مطرح   گيريم.  از مثال نقض برای رد آن حكم كمک می ،شده با سور عمومی نادرست به نظر بيايند ا

  ؟نيستكدام گزينه دارای مثال نقض   
  است. ٢برابر  ،١٣بر  ٧و  ٥اعداد اول غير از تقسيم  اندۀم باقی) ١
  . تر است از مكعب آن كوچک مربع هر عدد حقيقی) ٢
گر برای دو عدد حقيقی۳ aداشته باشيمbو a) ا b ،گاه آنb(a )

a
 0 1  

   است. ۱برابر  ،۴بر  ۳و  ۲اعداد اول غير از مربع تقسيم  ماندۀ باقی )۴
  : )۳( ) و۲(، )۱(های  مثال نقض برای گزينه 

  a b
ab

 
    

1
2 1

2
 )۳  x x x   3 21 1 1

2 8 4
( ))۲  a     1 17 17 13 1 4)  

pبه فرم  ٣و  ٢اعداد اول غير از  :)٤(اثبات گزينۀ  k 6 p  پس: باشند. می 1 k k k    2 236 12 1 4 1  
    ) صحيح است.٤بنابراين گزينۀ (

¬½ ¯F﹁a﹎ a|± `\ 1? D1>K0» E©1W 1½: موارد ممكن در مورد مسأله را در نظر بگيريم.  ۀگاهی برای اثبات يک گزاره لازم است هم  
  ها وجود دارد.  حالت  ۀها متناهی است و امكان بررسی هم ممكن برای اثبات آن های حالتروش منحصر به اثبات مسائلی است كه تعداد اين 
  اين روش اثبات است:درستی ارزی منطقی زير دليلی برای  هم

( p q ) r (p r) (q r)

¸§μ¶ ÁIÀïS²Ie¾â μÀ

     
   

  توان گفت: دلخواه نيز می ۀبرای هر تعداد متناهی گزارچنين  هم
n n(p p p ) r (p r) (p r) (p r)

¸§μ¶ ÁIÀïS²Ie ¾μÀ

         1 2 1 2
 

 
  

  دهد.  را نتيجه می r ۀگزار ها حالت ۀبرقراری همدهيم كه  در طرف دوم نشان میدر واقع    
گر      به كدام صورت است؟ a2،نباشد ۳مضرب  aا

١(q 3 1  ٢(q 3 2  ٣(q3  ٤(q 9 1  
kهای پس به يكی از صورت ،نيست ۳مضرب  aچون   3 kيا 1 3 q  باشد: می2

a k a k k q       

3
2 23 1 9 6 1 3 1


  

q

a k a k k k k q



           2 2 2

3
3 2 9 12 4 9 12 3 1 3 1  

q3به فرمa2پس qيا همان 1 3   .) صحيح است٢بنابراين گزينۀ (است.  2
(︿.¨[ ®1½a?) «Â﹆Fh﹞aÂ︾ D1>K0:  هايی منطقی و مبتنی بر فـرض بـه يـک  با استدلال ، سپسخلف) فرضكنيم حكم نادرست است ( فرض میابتدا

  رسيم.  غيرممكن يا خلاف فرض (تناقض) می ۀنتيج
p(توجه كنيد كهكنيم.  ثابت می جای اثبات درستی قضيه، نادرست بودن نقيض آن راه ب q ~ q ~ p  (  

  كنيد:  توجهبه اين الگو 
  حكم مسأله درست است.پس  رسيم  به يک تناقض می كنيم حكم نادرست است فرض می

½kºI¶ïÂ¤IM

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است. 3! عدد متوالی مضرب۳حاصل ضرب 

  ؟نداردن خلف اثبات كدام گزينه احتياج به استدلال به روش برها   
  گنگ است.  5عدد) ١
  توان رسم كرد. خط مفروض میبا يک خط موازی  فقطخارج يک خط نقطه ) از يک ٢
  توان رسم كرد. میعمود بر آن از هر نقطه روی يک خط يا خارج آن فقط يک خط ) ٣
گر) ٤   گنگ است. 2گاه آن ،گويا باشد گنگ باشند و و ا

  .) صحيح است٢پس نيازی به اثبات ندارد، بنابراين گزينۀ ( ،ه نيستاصل توازی اقليدس است و قضي )٢(گزينۀ   
¿Fl﹎b1? D1>K0 ¶`0c﹎) «½ ¾1½ (b`0: ه دو گزاره معادل) تر را  ساده ۀها گزار گاه دارای ارزش يكسان باشند. برای اثبات درستی يكی از آن)، هرندم ارزاند

  رساند.  ای بديهی می اين روند ما را به گزاره ۀكنيم و ادام تر معادل تبديل می های ساده به گزاره
p q زمانی دارای ارزش درست است كهp وq ها ديگری را اثبات كنيم. جای اثبات يكی از آنه توانيم ب پس می ،باشند معادل  

xرابطۀدرستی در اثبات    y z xy xz yz    2 2   رسيم؟ به كدام رابطۀ بديهی می 2
١((xy xz) (x y) (y z)     2 2 2 0  ٢((x y) (x z) z    2 2 2 0  
٣((x y) (x z) (y z)     2 2 2 0  ٤((z x) (z y) (z x y)      2 2 2 0  

  كنيم: می ضرب ٢طرفين رابطه را در  
x y z xy xz yz x y z xy xz yz x y z xy xz yz                 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 0  

(x xy y ) (x xz z ) (y yz z ) (x y) (x z) (y z)                2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 0 0  
  ) صحيح است.٣بنابراين گزينۀ (

گر در ميان  فرد باشد. بايد تعداد اعداد فرد، ،عددی فرد استپنج عدد   چون مجموع ضـرب  فرد و حاصل ،تا فرد باشند، مجموع اين اعداد ٣تا زوج و  ٢د طبيعی، عد ٥ا
گر  (ها زوج خواهد بود.  آن   .ها نيست يكی فرد هم قابل قبول است كه در گزينهو تا زوج   ۴ البته حالت )فرد خواهد شد.ها عددی  آنضرب  حاصل ،تا فرد باشند ٥ا

   گيريم: ر میبه صورت زير در نظمتوالی را زوج سه عدد   2 790
a k , b k , c k , (k )     2 2 2 2 4 0  

   پس داريم:

q

abc k( k )( k ) k(k )(k ) q

A abc a b c q q ( q q )

a b c k k k k (k ) q

      
          
            

6
2 2 2 2 4 8 1 2 48

48 6 6 8
2 2 2 2 4 6 6 6 1 6




  

791 3    
a k , b k ab k k ( k )         2 21 4 1 4 4 1 2 1  

( k ) 22   پس: ،است c2برابر 1
a,b

c ( k ) c k k (k ) a b


         2 1 2 1 1n'''''''"  
792 4    

a a b b (a b) ( b a)        2 3 2 2 4 2 2 3 4a( ) b( )    2 1 3 2 2 4  
  يعنی: ،تا سمت چپ هم گويا شود باشدبرابر صفر  2ضريببايد پس هستند و سمت راست تساوی عددی گويا است، گويا  aو  bچون 

a b
b , a a b ( )

b a

 
         

2 0
4 8 3 3 8 4 20

3 4
  

  :)٣(و  )٢( )،١(های  گزينهبرای مثال نقض   4 793
a b c) joÎ     1 1 1 8 9 :  
a b c) joÎ     2 1 8 27 35 :  
a , b , c ( ) ( )) Î           3 1 2 2 2 4 5 3 3 5 40 45 85 : jo  

  گيريم: حالت زير را در نظر می ٢ :)٤بررسی گزينۀ (
گر الف)    :گاه آن ،زوج باشند cيا  a ،bاعداد يكی از حداقل ا

(a )(b )(c ) (a )(b )(c )
Z»p Z»p

Z»p       2 4 6 2 4 6   

گر هر سه فرد باشندب)    گاه:  آن ،ا
 (aزوج   )(b )(c ) (a )(b )(c )

joÎ joÎ

      2 4 6 2 4 6    
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a  :)٤(و  )٣(  ، ) ٢( های گزينه برایمثال نقض   1 794 , b a b)        2 6 2 7 2 1  

a a)   23 6 6  
a , c ac)    4 2 0 0  

aتوان اثبات كرد كه ، با استفاده از برهان خلف می) ١( ۀاما در گزين c  گنگ استهمواره. 

795 1    

a

a , b a b

a , b a b

a , b b ( )

IÄ¼¬

IÄ¼¬

IÄ¼¬

    

    

    

2

0

0 2 0
1 2 3
0 2 2 1

  

aتوان نشان داد كه به كمک برهان خلف می b  يعنی:گنگ استهمواره ،  
  a b c b c a



     
qq

q: پس ،كه اين تناقض است  فرض خلفa b  باشد میگنگ.  
  :)٤( و )٢(، )١(های  گزينه برایمثال نقض   3 796

)            2 2 3 131 3 1 3 1 0 2  
گر بنابراين ا   3 13

،باشد (―ه عددی گنگ است) 2  2   شود. می ١برابر با  3

(| | ) (| | ) ( ) ( ))              2 2 2 22 11 2 2 11 2 2 11 2 2 11 11  

)            


22 2 124 2 2 2 0 1 32  
گر بنابراين ا  1 باشد، 3 


  شود.  می ٢برابر با  2

  :)٣( ۀبررسی گزين


( )



       
  

2 1 32 1 321 1 1
q

q  

nبرای  2 797    داريم:42
k , k , k ,..., k k k

       41 421 2 41 42 42 21 412''"  
  باشد. پذير نمی بخش ٤٢و عبارت بالا بر 

  باشند.  شده می داده ۀگزاربرای مثال نقض  ،تمام اعداد زوج   
  داريم: )٤( ۀشده همواره فرد هستند. اما در گزين داده های عبارت )٣(و  )٢(های  شده همواره زوج است و در گزينه عبارت داده  ،) ١(ۀ يندر گز  4 798

   n : n n
Z»p Z»p

Z»p Z»p   26 5 10   n : n n
Z»p joÎ

joÎ joÎ   26 5 10  

  گيريم: را در نظر می nهای ممكن برای  تمام حالت  1 799

  k
n k n n


        

0 2 25 1 4 9 1 4 1 9 6 ''''"  k
n k n n


       

0 2 25 4 9 0 4 0 9 9 ''''"  

  k
n k n n


        

0 2 25 3 4 9 3 4 3 9 6 ''''"  k
n k n n


        

0 2 25 2 4 9 2 4 2 9 5 ''''"  
k

n k n n


        
0 2 25 4 4 9 4 4 4 9 9 ''''"  

nبنابراين k 5 n  باشد و داريم: می 2 ( k ) k ( k )       2 1 2 5 2 1 10 5 5 2 1  
nپس 2   پذير است. بخش ٥بر 1

n  داريم: ۴بر  n ماندۀ تقسيم باقیجه به با تو  4 800 (n ) k ( k )
n k k ( k ) Z»p     

2 2 2 2
2 21 16 4 14 4 4 14 4 :   

( k ) ( k )( k ) ( k )
n k ( k ) ( k ) joÎ          

2 22 2 2 24 1 4 2 14 1 4 24 1 4 1 2 14 4 :   

( k ) ( k )( k ) ( k )
n k ( k ) ( k ) joÎ        

2 22 2 2 24 2 1 4 34 2 4 34 2 2 1 4 34 4 :   

( k )( k ) ( k ) (k )
n k ( k ) (k ) Z»p           

2 2 2 2 24 3 4 4 4 3 16 14 3 4 4 3 14 4 :   

nپس برای k n k»  4 4   :عبارتند از A ۀدر مجموعشود كه اين عضوها  زوج میشده  عبارت داده 3
{ , , , , , , , , , , , , } IU3 4 7 8 11 12 15 16 19 20 23 24 27 13  
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 با استفاده از اثبات مستقيم داريم: )١(حكم اثبات برای   2 801
a c ad bc mA B
b d bd n

     q  

aتوان از مثال نقض می  ،)٣(حكم رد كردن شود و برای  از روش برهان خلف استفاده می )٢(برای حكم   3 b و 2  6   ه كرد.استفاد 2
گر  2 802 nا n(a b )(a b ) (a b )  1 1 2 2  (فرض خلف) تمام . بنابراين پس عددی فرد است ،زوج نباشدn عاملa b1 1،n na b a b, , 2 2  هم

گر  nbكه با توجه به ايناما  .شود عددی فرد  ،تا عدد فردجمع فرد حاصلبايد  ،فرد باشد nفرد هستند. حال ا b b, , ,2 1  همـان اعـدادna a a, , ,2 1 بـا
  داريم:پس  ،ترتيبی متفاوت هستند

n n n n(a b ) (a b ) (a b ) (a a a ) (b b b )              1 1 2 2 1 2 1 2 0    
  زوج باشد. nو بايد است پس فرض خلف باطل  ،است در تناقض است »جمع فردتا عدد فرد، عددی فردی حاصل«شود كه با  مجموع زوج میبنابراين 

گرال  3 803 xف) ا y2   . داريم:هر دو زوج هستند يا هر دو فرديا  yو  x گاه آنزوج باشد،  2

x k , y k x y k k (k k ) q          2 2 2 2 22 2 4 4 4 4   
x k , y k x y k k k k (k k k k ) q                    2 2 2 2 2 22 1 2 1 4 4 1 4 4 1 4 4   

گر  kعددی اول باشد، به صورت pب) ا 6 kيا1 6 k6،kاداست (چرا كه اعد 5 6 kو 2 6 kزوج بوده و 4 6 بنـابراين  ،اسـت) ۳همواره مضرب  3
  خواهد بود و اثبات آن به شكل زير است: ۱برابر با  ،۶بر p2تقسيم ماندۀ باقی

q

q

( k ) k k q

( k ) k

( k k)

k ( k k ) q


        


        



 

2 2

2

2

2 2

6 1 36 12 1 6 1 6 1

6 5 36 60 25 6 6 1 1

6

0 4 6

6

1





   

گرمثال نقض:  )پ aا  aباشد، 2  1   نيز عددی اول است.  3
  اند. صحيح )ب(و  )الف(های  پس گزاره

گر)٤( ۀدر گزين  4 804 a: ا  bو 8  aباشد،4 b2   باشند. فرد نمی bو  aپذير بوده اما  بخش ٨بر  2
گر   4 805 p)ارز باشند هم qو  p ۀگزاردو ا q)های هر دو گزاره ؛p q وq p  .درست خواهند بود  

گر «، )٤( ۀدر گزين aفرد باشد، abا b گر« ۀاما گزار ،ای درست است گزارهكه » زوج خواهد بود aا b  ،زوج باشدab اسـت. ای نادرسـت گـزاره» فرد است 
a: (مثال نقض  bو 8  6(  

xۀگزار  3 806 y
xy

 2 با شرط ،ای درست گزارهx y» 0    :باشد و برای اثبات آن با استفاده از اثبات بازگشتی داريم می 0

x y (x y)
xy xy x y xy xy (x y)

           
2 2 2 22 4 0 02 4  

807 1    
a b ab ( a b) (a b)       2 2 2 210 5 14 0 3 2 0aba b a b ab b a ab

a b
     
10 2 24 5 4 5 10 1010 '''''"  

  شود. ، علامت نامساوی عوض نمیab10درنامساوی ضرب طرفين  با ،bو  aبودن  توجه كنيد با توجه به مثبت

xبا ضرب طرفين در  1 808 y2 yx  داريم:2 x y xy yx (x y)(x y xy) xy(x y)
x yy x

             3 3 2 2 2 2
2 2

1 1 0  

(x y)(x y xy xy) (x y)(x y)         2 2 20 0  
yبا توجه به مثبت بودن x» عبارت ،x y همواره مثبت است و(x y)   پس عبارت حاصل همواره برقرار است. ،باشد می نامنفیكه همواره  هم 2

809 3    
(a b )(c d ) (ac bd) a c    2 2 2 2 2 2 2 a d b c b d  2 2 2 2 2 2 a c 2 2 b d 2 2 abcd 2  

a d b c abcd (ad bc)      2 2 2 2 22 0   داريم: ٢با ضرب طرفين در  1 810  0
x y xy x y x x y y x y xy (x ) (y ) (x y)                     2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 1 2 1 2 0 1 1 0  

  داريم: ٢رفين در طبا ضرب   1 811

x y z xy xz yz x xy y x xz z z yz y (x y) (x z) (y z)                     2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 0 0  
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812 1    a a b b c c A      2 2 22 4 12 3 6a b c A a b c      2 2 24 3 2 12 6  
(a ) ( b ) (c ) A       2 2 21 2 3 3 1 13a a b b c c A             2 2 22 1 4 12 9 3 6 3 1 9 3  

A  شده همواره صحيح باشد، بايد داشته باشيم:  برای اين كه عبارت داده A   13 0 13  
  .است ۱۳برابر با ، Aبنابراين حداقل مقدار قابل قبول برای 

  عدد داريم:دو حسابی و هندسی  با توجه به ميانگين  2 813
aba b a b a b ababa b | ab | ab

a b a b

         
 

2 2 2 2 2 202 2
2 2 2 2

51 5
2 2 2 2 2''''"  

814 3    
a a b b c c a b a c b cA (a b c)

a b c b c a c a b b a c a c b
  

                    

2 2 2

1 1 1 1 1 1 3
  

( )  

Aبنابراين     3 2 2 2   باشد. می 9
815 4    

a b a b a b
a b a b

a b

      
4 4 4 4 4 4

4 4 2 2
2 2 22 2

a b a b a b
a b ab

ab
       

2 2 2 2 2 2
2 2 22 2  

( a b )( a b ) (a b ) (a b )

(ab) ab (a b )

 

    


2 2
2 2 4 4 2 2 4 4

3 2 2
2 2 3 3 2 3  

مساویتر يا  شده بزرگ بنابراين عبارت داده   2 3 2 2 aدهد كه باشد و حالت تساوی زمانی رخ می می ٢٤وده و حداقل مقدار آن ب 24 b .باشد  
گر فرض كنيم  2 816 ا  و 2   گاه ، آن2     ا است. اما:شود كه عددی گوي می 0

( ) ( )( ) ( )             2 2 2 23 2 2 3 2 2 2 2 2 6 4 0 q  شده نادرست است. پس عبارت داده  
817 4   

  
kZ? ¾aÃ_C:  عدد صحيحa عدد ۀ(مخالف صفر) را شمارندb گوييم، هرگاه عددی صحيح چونq طوری كه: وجود داشته باشد به  b aq  

aتوانيم بنويسيم می  | b و بخوانيمa،b كند. را عاد می  
گر     شمارد. را می a  ،bگوييم  پذير باشد، می بخش aبر  bدر واقع ا
0|شمارد:  كنيم كه صفر، عدد صفر را می قرارداد می  0  

 ¿﹎eÃ²  ¾1½ »x?0`\1︻ ®\a﹋  
   داريم: aبرای عدد صحيح  

a | a | a a |

a a |

a | a

, , (þ²H
½I¬·A , o¬H (J
½I¬·A , o¬H (N

  
  
 

1 0
1 1
0 0

  

  كند. كنند اما صفر هيچ عدد غيرصفری را عاد نمی همۀ اعداد صفر را عاد می 
n داريم:، nطبيعی  عددبه ازای چند    n | 22 2   ؟1

١) ٤  ٢) ٣  ٣) ٢  ٤) ١  
P(n)جايی كه  از آن   P(n)پس 1|  1:در نتيجه داريم ،  

n
P(n) n n n n cn

a

 KÄHoò Ì¼μ\¶

.SwH oÿÅ ¡ï¡ïù

            
2 2

1
1 2 2 1 2 3 0 3

2
'''''''''''''" n  

n n
P(n) n n n n ( n )(n )

n n

¡ï¡ïù

¡ï¡ïù

                    
     

2 2
12 1 0 21 2 2 1 2 1 0 2 1 1 0

1 0 1

n
n

  

nپس فقط برای    ) درست است.٤اين رابطه برقرار است. بنابراين گزينۀ ( 1
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گر  aا | b گاه: آن

a | b a | b a | b

(m ) a | mb ma | mb

| a | | b | b

(m ) a | b ma

| a | | b | b | a

, , (þ²H
, (J

:½I¬ï·A k{IM o¬H (N
(R

: ½I¬ï·A , o¬H (V

    
   
  
 

0
z

z
گر    aا | b وb | cگاه: ، آنa | c.  

گر  aا | b وc | dگاه: ، آنac | bd.   گر abا | cگاه: ، آنa | c وb | c.  

گر  aا | b وa | cگاه: ، آنa | am bn.          (m,n )z   
گر   aا | b وa | c؟نيستكدام گزينه درست  گاه ، آن  

١(a | b c  ٢(a | b c2  ٣(a | b c2  ٤(a | bc2  

  ها: بررسی گزينه  
  a | b

a | bc
a | c

)





24 '''"  a | b
a | b a | b c

a | c
)

  


2
22  a | b

a | b c
a | c


 


 )۱  

  ):٣( ۀگزينبرای مثال نقض 

) جواب است.٣پس گزينۀ (
|

a
b a , b c
c


    


92
3
6 9 15
9

''''''" a |
15 2 b c

  


  

گر   d عددی صحيح و aا | a  dو 4 | a a 2 7   كدام است؟ dمجموع مقادير طبيعی ممكن برایگاه  آن، 25
١٧) ٤  ١٦) ٣  ١٥) ٢  ١٤ )١  

     a
d | a d | a a

d | a
d | a a

.´Ã¹ ï̈Â¶ ´¨ ´À pH

ÂÎoö pH :


   

  

2

2

4 4
3 25

7 25

''"
''''''''''''''"  

dحال مجدداً از رابطۀ | a    گيريم: كمک می 4

d | a
d | a (a ) d | d ,

d | a


         


4

3 25 3 4 13 1 13
3 25

  

:برابر است با dپس مجموع مقادير طبيعی ممكن برای 13 1    ) صحيح است.۱پس گزينۀ ( .14
xyچند نقطه با مختصات صحيح بر روی منحنی به معادلۀ   x y y   2 2   وجود دارد؟ 0

  ) صفر٤  ١) ٣  ٢) ٢  ٣ )١
  نويسيم: يكی از متغيرها را برحسب ديگری می ابتداهايی  در چنين مثال روش اول:  

(y y)
xy x y y x( y) (y y) x

y
 

           


2
2 2 22 0 1 2 1 z  

yكه برای آنحال  y
y

 


2 2
yباشد، بايدصحيح  1 | y y  21 2.  

گر٢( طبق ويژگی a) قسمت (د) (ا | b، گاه آنa | b am(، :داريم  
y | y y y | y y y( y) y | y           2 21 2 1 2 1 1   

  كنيم: ه از همين ويژگی استفاده میدوبار
y | y y | y (y ) y | y           1 1 1 1 1 1 1 1   

  در نتيجه داريم:
y y

y y

   
      

1 1 0
1 1 2

   
  ) درست است.٢دو مقدار صحيح دارد، در نتيجه دو نقطه با مختصات صحيح داريم. پس گزينۀ ( yپس

fای چندجمله   (n) يد. برای يافتن با ضرايب صحيح را در نظر بگيرnهايی كهn a | f (n)تـوانيم  ، میnهـايی را بيـابيم كـهn a | f (a). 
  كنيم: حل ديگری برای مثال بالا ارائه می حال راه

yپيدا كنيم كه yطور كه در روش اول ديديم بايد مقاديری برای همان روش دوم: | y y  21 2   
yf ( ) y y y

y y y | f ( ) y | y
y

¯IM ¾â T§º   
               

2 2 0
1 0 1 1 1 1 1 1 1

2
'''''''" ''''''''''''''''"   

  وجود دارد. yپس دو مقدار صحيح برای 
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  توانيم به شكل زير عمل كنيم: برای به توان رساندن طرفين رابطه عاد كردن يا حذف توان می   

  n mn ma | b a | b
'''''"   n m n ma | b a | b

'''''"  n n na | b a | b
n''''"    

  2007   پذير است؟ يک از اعداد زير بخش بر كدام 1
١٨) ٤  ٢١) ٣  ١٤) ٢  ١٢ )١  

دانيم می    200 1007 1 49   داريم: nnو همواره برای هر 1
|an n

b ,n
a b | a b | | |



 
      

12 4849 100 100 100
1 100

49 1 49 1 48 49 1 12 49 1''''''''''" '''''"   
2007بنابراين   ) درست است.١پذير است. پس گزينۀ ( بخش ١٢بر 1

  داريم: mو  nو برای اعداد طبيعی  bو  aبا فرض صحيح بودن اعداد    
n n m m n na b | a b (n ) a b | a b (. m n)

½sÄ» n¼ö ¾M
SwH Joñ¶    ''''''''''"n   

n n m m n na b | a b ( n) a b | a b (. m n)
½sÄ» n¼ö ¾M

Z»p SwH Z»pJoñ¶   ''''''''''"   
n n m m n na b | a b ( n) a b | a b (. m n)

½sÄ» n¼ö ¾M
joÎ SwH joÎJoñ¶   ''''''''''"   

  ها: بررسی گزينه
  ) |  3 4 3 5 | , |4 3 4 5  ) | 42 8 2 |8 2  ) |  1 4 6 10 | , |4 6 4 10  

  داريم: )٤( ۀاما در گزين
ac | b b acq b a(cq) b aq a | b        

  صورت آن را عاد كند: ،بايد مخرج كسر ،دارای طول و عرض صحيح باشدای  نقطهكه  برای آن  2 818
.

x

x | x a

x | a
x | (x )

´Ã¹ ï̈Â¶ ´¨ ´À pH



 


 
 

7 21

3 7
3 21

3 7 3
''''''''''''''"   

  اول باشد. a21عليه را داشته باشد يا به عبارتی ترين تعداد مقسوم كمها  بين گزينه a21بايد ،تری نقطه داشته باشيم كه تعداد كم برای آن
aشود اما به ازای مركب می a21، عبارتaبرای  ٦و  ٥، ٣ مقاديربه ازای   4،a 21   است. )٢( ۀپس جواب گزين ،شود كه اول است می 17

گر می  :روش اول  3 819 aدانيم ا | b، گاه آنa b .است  
n | n n n n n n           2 2 21 6 1 1 6 1 6 0 0 6   

  داريم: nحال با آزمايش مقادير 
n | ( )   26 6 1 6 6 1    

  است.  ۲برابر  ،۴بر  ۶ قسيمۀ تماند باقیكه 
n  : روش دوم

( n )
n | n n | ( n )( n )

n | n ,
n | n n | n

´À pH.´Ã¹ ï̈Â¶ ´¨


 



     
      
    

236 1
6 12 2

2 2
362 2 2 2

1 6 1 1 6 1 6 1
1 37 1 1 37

1 1 1 36 36


''''''''"

'''''''''''''"
''''"

   

n 2   پس: ،عددی مثبت است 1
n

n n n


    2 21 37 36 6n''''''"   
  است. ۲برابر  ،۴بر  ۶ ۀ تقسيمماند باقیكه 

yمخرج كسر بايد صورت آن را عاد كند تا  1 820 x» ختصات صحيح باشنددارای م:  

x x

x | x x | ( ) x | x |

   

          3 3

5 0 5

5 12 5 5 12 5 113 5 113   

  داريم: ،xnكه اين پس با توجه به ،عددی اول است ١١٣
x x     5 1 4 n   
x x   5 113 108   
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x  كند: را عادكسر لازم است مخرج كسر، صورت  ،عدد صحيح شود شده، دادهكه كسر  رای آنب  1 821 | x , , , , ,         2 12 2 1 2 3 4 6 12  
y  بايد منفی باشند. پس: yو  xدر نتيجه  ،منحنی بايد از ربع سوم بگذرد

y
x x

y
y

     
               
      

12 10 1
6 4 22 4 2 3
3 1 4

   

  نقطه در ربع سوم داريم. ۴پس 
c  ها: ررسی گزينهب  4 822

)a | c a | c a | c



3

7 4 7 71 ''''"    

a | b
) a | c

b | c

nj Ák÷U

·jo¨ jIø
2 ''''''''''"   

a |ab
)ab | c a | c3 ''''"    

a(صحيح است. )۴( ۀپس گزين | bc4
a

a | c b | |
c

Ç£º ÏIX¶ : I H
   

 

6
3 6 3 8 6
8

¶ |»3 6 8   

823 2    
| b | b min(b)

min(a b)
| a | a min(a)

         
     

3 4 3 2

2 3 2 2
112 2 7 2 7 28 73
135 5 3 5 3 45

   

824 3    a | b
a | (b )(c ) a | bc b c

a | c

Joò ´À nj

.´Ã¹ ï̈Â¶
      


4 4 3 3 4 123 '''''''''''"   

aاز طرفی طبق فرض | b aپس ،4 | b3    :. بنابراين12 .a | bc b c
a | bc c

a | b

´Ã¹ ï̈Â¶ Íμ] ´À IM   


3 4 12 43 12 '''''''''''''''''"   

aاز طرفی | c  aپس ،3 | c 4   :بنابراين 12

 
k

a | bc c
a | bc

a | c

.´Ã¹¨ïÂ¶ ´¨ ´À pH 
4 124 12 ''''''''''''''"   

kپس برای  bcعبارت 12 k  برa پذير است. بخش    
825 2    


| x y | x y

| x y x y | x y
| x y

| y| x y | x y

.´Ã¹¨ïÂ¶ ´¨ ´À pH .´Ã¹ ï̈Â¶ ´¨ ´À pH

ÂÎoö pH :





         

5

5

13 11 7 13 55 35
13 65 65 55 35 13 10 30 13 10 413 2613 13 13 13 65 65

''"
''''''''''''''" ''''''''''''''"

''"
   

|چون x ky13 kپس ،10    قبول است. قابل 4
826 3    d | ax b d | aa x ba

d | ab ba
d | a x b d | aa x ab

             
  

گر abحال ا ba   1 گاه آن ،باشدd |1 شود كه از آن نتيجه میd  1 لذا بايد .له استأكه همان مطلوب مسab ba   1 .باشد  
827 2   

a | k a | k
a | b

a | k b a | k b







  




  

7

9

9 7 63 49
9 49

7 63 9

''" ''"
''"

 

  پردازيم: ها می حال به بررسی هريک از گزينه
  )b a | a | a     2 8 72 49 23 23  a

)b a | a | a aIÄ


     
1

1 7 63 49 14 2 7''''" 

  )b a | a | a ,a ,...      4 11 99 49 50 2 5  )b a | a | a ,a ,...      3 9 81 49 32 2 4  
bبه دست آيد، aكه تنها يک مقدار برای  در واقع برای اين 9   بايد عددی اول باشد. 49

گر  3 828 |ا x y2:يكی از دو حالت زير را خواهيم داشت ،  
x k , y k | k k | (k k ) | x y

x k , y k | k k k k | (k k k k) | x y

          


                   

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 4 4 4 4 4 4
2 1 2 1 4 4 4 1 4 4 1 4 4 4




  

  كنيم: مثال نقض ارائه می) ٤و ( )٢(و  )١( های درست است. حال برای گزينه )٣( ۀپس گزين
  |)  4 3 2 1 | 9 4 1  |)  2 3 5 2 | 9 25 4  |)  1 4 5 1 | 16 25 1   
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829 2    
x y

x y | x y
x y | y (I)x y | (x y)

.´Ã¹ ï̈Â¶ ´¨ ´À pH



 
 

3 3

3 11
143

''''''''''''''"   

  توان گفت كه: طور هم می علاوه اين به .

x y

x y | x y
x y | x(II)

x y | (x y)

´Ã¹ ï̈Â¶ Íμ] ´À IM



  
 

11 11

3 11 1411
''''''''''''''''"  

(I) (II) x y | x y
x y | x y

x y | x y

.´Ã¹¨ïÂ¶ ´¨ ´À pH

ÂÎoö pH :
   

 
 

14 14 11 33 11 ''''''''''''''"   

830 3  a  ۶مضرب ،a2  و ۴۲مضربa3  پس داريم: ،است ۵۴۰مضرب  
| a | a ( )

| a | a | a ( )

| a | a | a ( )

 
      
      

2 2

3 2 3 3

6 2 3 1
42 2 3 7 2 3 7 2
540 2 3 5 2 3 5 3

   

   2 1 0 جمع ارقام3
q( ), ( ) , ( )

| a | a a q min(a)


       
13 2 1

2 3 5 7 210 210 210'''''''''''" '''''"   

mدانيم می  2 831 m n na b | a b .  گر   پس: ،باشد mمضرب فرد  nا
|

| ( ) ( ) | |    
241 4822 2 2 33 2 33 66 66 66 6611 19 11 19 482 11 19 241 11 19'''''''''"   

nداريم nرای هر عدد طبيعی ب  2 832 na b | a b . :پس داريم  
|

| | |    
1318288 88 88 88 88 882025 1843 2025 1843 182 2025 1843 13 2025 1843'''''''"   

88پس 882025   ذير است.پ بخش ١٣بر  1843
mدانيم كه می  4 833 m n na b | a b   برای)nمضرب  هایmجايی كه ). از آن 4 465 3 گر ،2 |پس ا n4، گاه آنn n| a b65.   

  برابر است با: ٤مضرب  دورقمیحال تعداد اعداد   96 12 1 224   

گر   3 834 m:گاه آن ،باشد mمضرب  nا m n na b | a b    
m |

m |

      


     

3 3 36 36

4 4 36 36
3 3 2 19 19 3 2
4 3 2 65 65 3 2

  

گر  همين m:گاه آن ،باشد mمضرب زوج  nطور ا m n na b | a b    m |     3 3 36 363 3 2 35 35 3 2  
  پذير نيست. بخش ۴۲شده تنها به  عدد دادهپس 

گر  3 835 mا | n، گاه آنm m n na b | a b . از طرفی| 439 5 |nكه پس برای آن ،1 39 5 |بايد ،1 n4از: ندشرط عبارتبا اين  دورقمیاعداد  . حال  
A { , , ,..., } 12 16 20 96   

گر كه دانيم  طور می همين m:گاه آن ،باشد mمضرب زوج  nا m n na b | a b . از طرفی| 328 3 |nكه پس برای آن ،1 28 3  ۳مضرب زوج  nبايد  ،1
B  از:ارتند با اين شرط عب اعداد دو رقمیباشد كه  { , , ,..., } 12 18 24 96  

ک A  داريم: Bو  A از اشترا B { , , ,..., } jHk÷U     96 1212 24 36 96 1 812   

836 4    

  
Ât﹇» «Âh﹆G:  گر شـوند  می يافـت rو  qفرد مانند  ) اعدادی صحيح و منحصربهbبر  aصورت (با تقسيم  عددی طبيعی باشد، در اين bعددی صحيح و  aا

rسمی كه:قبه  b 0 وa bq r

¾Ã±øï³¼v£¶ ½kºI¶ïÂ¤IM

³¼v£¶ Sμv¤ïZnIi

 

 
   

bتواند داشته باشد، می rبيشترين مقداری كه      است. 1



  298 

  ؟است ۴برابر  ،۷ها بر  آن ۀ تقسيمماند باقیرقمی داريم كه  چند عدد طبيعی سه  
۱( ۱۲۷  ۲ (۱۲۸  ۳ (۱۲۹  ۴ (۱۳۰  

  تقسيم داريم: قضيۀطبق   
b a

r
a bq r a q q q q

  


            

7 100 999
4

7 4 100 7 4 999 96 7 995 14 142''''" '''''''''''''"  
پس  142 14 1   ) درست است.٣بنابراين گزينۀ ( عدد داريم. 129

  كدام است؟ ،باشدقسمت  توان دوم خارج ،آن ماندۀ باقی ،۴۷ترين عددی كه در تقسيم بر  مجموع ارقام بزرگ  
۱( ۱۶  ۲ (۱۱  ۳ (۱۲  ۴ (۱۴  

r)قسمت است برابر توان دوم خارجمانده  باقی   q )   تقسيم داريم: قضيۀپس طبق  ،2
r bb

max
r q

a bq r a q q q q
 


       2

047 2 247 0 47 6'''''" ''''''''"  
  برابر است با: aپس بيشترين مقدار برای 

maxa)۳گزينۀ ( ( ) ( ) ³I¤nH Íμ]        247 6 6 318 3 1 8 12  

گر در يک تقسيم     ۶مانـده  بـاقیعليه تغيير نكـرده و  قسمت كم شده، مقسوم واحد از خارج ۳واحد از مقسوم كم كنيم،  ۵۴ا
  عليه در اين تقسيم كدام است؟ يابد. مقدار مقسوم واحد افزايش می

۱( ۱۶  ۲ (۱۸  ۳ (۲۰  ۴ (۲۴  
aتقسيم قضيۀدر    bq r  ،واحد از مقسوم  ٥٤(a) قسمت  واحد از خارج ۳ و(q) مانده  باقیواحد به  ۶و   كم كرده(r) پس  ،ايم اضافه كرده

  ود:ش تبديل می به صورت زير قضيه
)۳گزينۀ (

a

a b(q ) (r ) a bq r b b b b                    54 3 6 54 3 6 54 3 6 3 60 20  

كثر مقدار خود است. در اين تقسـيممانده  باقیو مانده  باقیبرابر  ۱۸در يک تقسيم، مقسوم    مجمـوع مقسـوم و  ،برابر با حدا
  عليه كدام است؟ مقسوم
۱( ۲۷۵  ۲ (۲۸۵  ۳ (۲۹۵  ۴ (۳۰۵  

aتقسيم قضيۀدر    bq r كثر مقدار باقی bمانده ، حدا    است. داريم:مانده  باقیبرابر ١٨جايی كه مقسوم  است. از آن 1
a bq r

r b
a r (b ) (b ) bq (b ) b bq b b bq b( q)

 
 

                 118 18 1 18 1 1 18 18 1 17 17 17 17''''''''''"  

b  پس دو حالت داريم: ،عددی اول است ١٧جايی كه  از آن
q

a b
r b

a r


         
    

17
16

288 17 305
1 16

18 18 16 288

b

q
)


  

17
1

17 1
  

b

b q
a b

q r b
a r

)


          
  

1
1 0

2 1
17 17 1 0

18 0

  

  ) درست است.٤پس گزينۀ ( ها وجود دارد. در گزينه ٣٠٥كه فقط 
گر    aتقسيم ۀماند باقیباشد،  ۵و  ۷به ترتيب برابر با  ۷و  ۸بر  aتقسيم ۀماند باقیا 22   كدام است؟ ۵۶بر  5

۱( ۱  ۲ (۴  ۳ (۵۵  ۴ (۵۲  
a  تقسيم داريم: قضيۀطبق    q a q

a (q q)
a q a q

.´Ã¹¨ïÂ¶ ´¨ ´À pH




    
        

7

8

8 7 7 56 49
56 9

7 5 8 56 40

''"
''''''''''''''"

''"
  

aتقسيم ماندۀ باقی بنابرايناست.  ۴۷يا  9برابر ۵۶بر  a ۀ تقسيمماند باقیپس  22   برابر است با: ۵۶بر  5
( ) ( )      22 9 5 162 5 167 56 2 55  

aپس q  22 5 56   است. درست) ۳ينۀ (بنابراين گز .55
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UÂVq \0]︻0 b0a﹁0 «Âh﹆G »Ât﹇ ﹉¬﹋ ·?:  شان بر  تقسيم ۀماند باقیاعداد صحيح بر اساسb  به يكی ازb قابل نوشتن هستند: ،صورت زير  

bk , bk , bk , ... , bk (b )
 nHk£¶ ¸ÄoTzÃM½kºI¶ïÂ¤IMÁHoM ¸§μ¶

   1 2 1  

kتوان به يكی از دو صورت هر عدد صحيح را می  2   (زوج يا فرد) نوشت. k2يا 1

pهر عدد اول   pتوان به يكی از دو صورت را می 3 k 6 pيا 1 k 6   نوشت. 5
kتوان به يكی از دو صورت هر عدد صحيح و فرد را می  4 kيا 1 4   نوشت. 3
kمربع هر عدد صحيح فرد به فرم  8   است. 1

225عدد     پذير است؟ بخشهمواره از اعداد زير يک  بر كدام 7
۱( ۸  ۲ (۱۱  ۳ (۱۶  ۴ (۱۳  

kعددی فرد است و مربع هر عدد فرد به صورت 115  8   پس داريم: ،باشد می 1
( ) k

( ) k k (k )
         

11 25 8 122 11 25 7 5 7 8 1 7 8 8 8 1  
225پس   ) درست است.١بنابراين گزينۀ ( پذير است. بخش ٨بر  7

  ها: بررسی گزينه
a bq r nk nk q r r n(k k q) r nk              )١  

a bq r nk b nk r r n(k k b) r nk              )٢  

a bq r a nkq nk a n(kq k ) a nk             )٣  

a ,b ,q , r b ,q k , k         101 7 14 3 7 101 7 14 3   ٤: مثال نقض (7
aتقسيم قضيۀ طبق  1 837 bq r  :داريم  

a bq  96  
bجايی كه و از آن ۱برابر  ،qپس حداقل  ،اند تمام عوامل اعداد طبيعی  ترين مقـدار مقسـوم  پس كم ،است ۹۷برابر  bمقدار ممكن برای  حداقل ،است 96

  برابر است با:
min

min

q

minb
a bq a




     

1

97
96 97 1 96 193''''''''''"  

  باشد. ۱۹۰تواند برابر  نمی aپس 
838 4    m q m q

m n t t
n k n k

           
     

2
217 3 17 9

2 17 1 17 16
17 5 2 17 10

  
  روش اول:   4 839

ba k
min mina b (b ) k b ( ) ( k ) (b ) b b a2 Joñ¶


               

17625 17 17 6 25 25 8 2 3 4 25 1 1 19 492'''''" '''''"  
r),تقسيم قضيۀبق ط: دوم روش q )a bq r   17   داريم: 25

a
a b b b b b k

6 Joñ¶ 
           

11 6 6 625 17 25 17 0 1 0 1 6 1'''''''''"  
bتقسيم قضيۀدانيم در  از طرفی می    پس:، 17

mink k min k min b a a·I«Àj              166 1 17 3 19 25 19 17 492 96  

rتقسيم: ۀدانيم طبق قضي می  2 840 b 0 وa bq r ،  برابر بامانده  باقیبنابراين بيشترين مقدارb    پس: .آن برابر صفر استمقدار ن تري و كم 1

maxr b  1  


r b

q

a bq r a bq b a b(q ) a bq b | a
 



             
1

1 1 1 1 1''''''''"  

bb | a
, , , , ,b | b { } b

b | a

.´Ã¹ ï̈Â¶ ´¨ ´À pH 
   

11
6 1 2 3 6 2 3 6

7
''''''''''''''" ''''"  

  مقدار است. ۳دارای  bدر نتيجه 
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aتقسيم قضيۀطبق   2 841 bq r ,(a b r )  800   داريم: 62
b bq b(q )     800 62 738 1  

rدارای حداقل مقدار ممكن باشد. از طرفی bدارای بيشترين مقدار ممكن باشد، بايد  qكه  اينبرای  b، پسb  ترين عـددی  كوچک bاست. يعنی  62
  داريم: ۷۳۸ ۀباشد. با تجزي نيز می ۷۳۸عليه  تر بوده و مقسوم بزرگ ۶۲است كه از   2738 2 3 41  

bبرابر با ۷۳۸عدد  برای ۶۲تر از  عليه بزرگ ترين مقسوم كوچک   2 41   باشد. بنابراين: می 82
b (q )      2738 2 3 41 1 2  23 41 2  41 (q ) q q      1 1 9 10  

aقضيۀ تقسيمطبق   4 842 bq r  :داريم  a q 13 10  
q):فرد باشد بايد qرو  بايد عددی فرد باشد، از اين q۱۳عددی زوج است،  ۱۰و  عددی فرد aكه  با توجه به اين k ) 2 1  

a ( k ) a k a k         13 2 1 10 26 13 10 26 23  
  است. ۲۳برابر با  ۲۶بر  aتقسيم  ۀماند باقیبنابراين 

aتقسيم قضيۀطبق   4 843 bq r  :داريم,(b r ) 44 32  a q 44 32  
  است، چرا كه در آن صورت خواهيم داشت: ۴۴تغيير نكند مانده  باقیتوان به مقسوم اضافه كرد تا  ترين عدد طبيعی كه می ) كوچک۱

a q (q )      44 44 44 32 44 1 32  
گر به مقسوم است ۱۱قسمت تغيير نكند  توان به مقسوم اضافه كرد تا خارج ترين عدد طبيعی كه می ) بزرگ۲  ۴۳برابر مانده  باقیواحد اضافه كنيم،  ۱۱، چرا كه ا

كثر مقدار ممكن باقی می گر باز هم  شود (يعنی حدا قسمت اضافه  كاهش يافته و به جای آن يک واحد به خارجمانده  باقیاضافه شود، به مقسوم مانده). حال ا
a  شود. در واقع: می q  11 44 43  

a q (q )    12 44 44 44 1  
  بنابراين نسبت اين دو مقدار برابر است با:

44 411  
aتقسيم قضيۀطبق   3 844 bq r  :داريم,(b r q )  247 2 3  

a q q  247 2 3  
كثر مقدار ممكن برای  bبرابر بامانده  باقیحدا  1   :پس داريماست.  46

maxq q q     2 2 492 3 46 42  
  در نتيجه:

maxa      47 4 2 16 3 217  
aتقسيمقضيۀ طبق   4 845 bq r ,(b r q) 41 ، داريم:پس  

a q q q  41 42  
كثر bبرابر با r مقدار و حدا  1   ت، پس:اس 40

q r a    40 42 40  
  حال برای يافتن عدد ديگر داريم:

a q r , q r a q          39 40  
گر qا  q. بنابراينيستطبيعی ن aگاه آن باشد، 0  aو 1  a  خواهيم داشت: خواهد بود. حال 40

a
 

42 40 4240  
aتقسيمقضيۀ طبق   3 846 bq r ، :داريم  

a b( ) b   7 60 7 60  
گر به مقسوم   قسمت داريم: واحد اضافه كنيم با فرض ثابت ماندن مقسوم و خارج xعليه  حال ا

a b
a (b x) r b

 
   

7 60
7 7'''''''''''" b 60 7 r

x r r x x x x


           
07 60 7 0 60 7 7 60 8'''''"  

aتقسيمقضيۀ طبق   4 847 bq r ، با هم برابرندمانده  باقیقسمت و  چون خارج(q r) :داريم  a bq q   
  قسمت اضافه كنيم) داريم: واحد به خارج ۵عليه كم كنيم و  واحد از مقسوم ۳شده ( از طرفی با تغييرات اعمال

a (b )(q ) bq q b      3 5 3 5   ا برابر قرار دادن اين دو عبارت داريم:ب  15
bq q bq q b q b       3 5 15 4 5 15  

bعبارتبه ازای آن كه  bترين مقدار  كم 5 ))است ۷باشد برابر  ۴مضرب  15 ) )  7 5 15   برابر است با: qترين مقدار  پس كم ،20

minq q    4 35 15 20 5  
  در نتيجه:

min

min

b

minq
a bq q a




    

7

5
35 5 40''''''''''"  
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rپس ،تر است واحد كم ۲قسمت  از مربع خارجمانده  باقی  4 848 q 2   تقسيم داريم: قضيۀ. طبق 2
r

max maxa q (q ) q q q a ( )
 

                
0 372 2 237 2 0 2 37 2 39 6 37 6 36 2 256''''''''"  

  است. ۱۶مضرب  ۲۵۶كه 
849 2  q r   تقسيم داريم: قضيۀپس طبق ، 2

br r r(br )      2165 3 5 11 1  
rجايی كه از آن b پس داريم: ،است  

  r b b     3 165 9 3 18   r b b     1 165 1 164   
  r b b      11 165 121 11 1 2 z/  r b b      5 165 25 5 6 4 z/  

  پس فقط دو مقدار قابل قبول است.
b),قضيۀ تقسيمطبق   4 850 r ) a bq r   41 a  :داريم ،17 q 41 17  

گر عدد نوشته   خواهيم داشت: ،اضافه كنيم aها را به  شده در هر يک از گزينه ا
  a q q q       93 41 17 93 41 110 41 28 )۲  a q q q       83 41 17 83 41 100 41 18 )۱  
  a q q q       113 41 17 113 41 130 41 7 )۴  a q q q       103 41 17 103 41 120 41 38 )۳  

  باشد. تر می كم ۱۷شده كه از  ۷برابر با مانده  باقی، aواحد به  ۱۱۳بنابراين در صورت اضافه كردن 
aتقسيم قضيۀطبق   1 851 bq r  :داريم(b , r ) 63 17  

a q a q a q q (q )


               
60

63 17 60 63 17 60 60 63 77 63 63 14 63 1 14''''"  

  .شود میاضافه واحد  ۱قسمت  واحد كم شده و به خارج ۳مانده  باقیاز 
852 3  x x3 23   پس داريم: ،مربع كامل است 9

x x k x (x ) k    3 2 2 2 23 9 3 3  
x2 وk2 پس ،اند مربع كامل(x )3 xنيز مربع كامل است يا 3 q  23   پس: ،3

q x
x (q ) x

.SwH ÁHpH ¾M Âμ¤n »j nHk£¶ ¸ÄoTzÃM
  

523 1 72''''''''''''''''''''''''''''''''''''"  
  برابر است با: ۵بر  ۷۲ ۀ تقسيماندم باقیپس 

½kºI¶ïÂ¤IM    72 5 14 2 2  
گر خارج  2 853 qبرابرمانده  باقی گاه آن ،باشد qقسمت  ا 5   تقسيم داريم: قضيۀباشد. طبق  می 27

r q
a bq r a q q

 
    

5 27 518 27'''''''''''"  
  اريم:د و q7|پس ،عددی طبيعی استمانده  باقی

q a     7 18 7 7 133 )۱  
q a     14 18 14 12 264 )۲  

كثر مقدار  qاست. ۳۹۵حدا a      21 18 21 17 395 )۳  
qق  ق ) غ.) بيشتر است۱۸از مقسوم ( )۲۲( مانده (باقی a    28 18 28 22 )۴  

aتقسيم قضيۀطبق   1 854 bq r   يم:داراست، پس(r , b ) 17 24  

A q A (q ) A q          24 17 24 2 2 24 17 24 65  
  خواهد بود. بنابراين: ۵نيز مضرب  qپس هستند، ۵هر دو مضرب  ۶۵و  Aاز طرفی 

qA AA q q
        
5

24 65 24 13 24 135 5 5'''" ( )  

A A Aq ( q ) k            12 2 12 1 12 2 1 1 12 15 5 5  
Aتقسيم ۀماند باقیبنابراين 

  باشد. می ۱با برابر  ۱۲بر  5
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  در بين گزينه هاست.۱۷كه فقط

  تقسيم داريم: قضيۀطبق   1 855
.b q r

bq r bq ( b q) bq b q bq b q
´Ã¹ ï̈Â¶ 1 ½â »°ø¾M Hn ¸ÃÎoö  

             
29

171 171 29 142 143 1''''''''''''" '''''''''''''''''''''''''"  

b(q ) (q ) (b )(q )      1 1 1 1  
جايی كه از آن 143 13   داريم:زير را دو حالت  ،11

b q r

b q r

b b q r

b b q r

  

  

       

        

29

29

1 13 14 29 14 15

1 11 12 29 12 17

''''''''''''"

''''''''''''"
   

كثر مقدار باقی  3 856 bمانده حدا    پس داريم: ،استمانده  باقیبرابر  ۱۴است و از طرفی هم مقسوم  1
a r r b

a bq r r bq r r bq (b ) bq b bq b( q)
  

             
14 114 13 13 1 13 13 13 13''''''" '''''''''"  

  داريم:زير را عددی اول است دو حالت  ۱۳جايی كه  از آن

  b
) b q

q q


        

13
2 13 12 25

13 1 12
  b

b q
q q


      

1
1 1

13 13 0
)   

  ها وجود دارد. در گزينه ۲۵كه 
857 2    


r q

maxr q

q k k k
a q q q q

q q k k
a q q q q

q k k k

 

  

                           

15

21

11 11 15 115 16 22 1116 22 1 121 22 16 8 8 8 21 2


'''''''''"

'''"
''''''''''"

  

max(a)است.  ۶رقم يكان   بنابراين:       15 11 11 165 11 176  
kهر عدد اول به صورت  3 858 6 kيا 1 6 kيا به اختصار 5 6   باشد) داريم: است (توجه كنيد كه عكس اين قضيه صحيح نمی 1

a k a k ,a k a k a a k k q q                           4 2 2 4 26 1 6 1 6 1 4 6 4 4 5 6 1 6 4 5 6 10 6 4  
گـر  mدانيم كه دو عدد فرد متوالی نسبت به هم اول هستند، بنابراين  می  2 859 m,m)زوج باشـد، mعددی فرد است (توجـه كنيـد كـه ا ) 2 2 

m،mخواهد بود.) حال با توجه به فرد بودن  aكه نيز فرد بوده و با توجه به اين 2 | m 2 ،a توان نتيجه گرفت كـه  مقسوم عليه عددی فرد بوده و میa 
kكه مربع هر عدد فرد به صورت  نيز فرد است. با توجه به اين 8 aماندۀ تقسيم است، باقی 1 m 2 2 برابر با ۸بر  3  1 1 3   باشد. می 5

m,m)انيم كهد می  1 860 ) 1 n)، بنابراين1 ,n ) 2 گر  nگيريم كه  جا نتيجه می و از آن 1 n)زوج باشد، nفرد است (ا ,n ) 2 خواهد بود.) حال  2
n،nبا توجه به فرد بودن   mجايی كه نيز فرد بوده و از آن 4 | n  عليه زوج نـدارد.) بنـابراين  نيز يک عدد فرد است (عدد فرد مقسوم mتوان نتيجه گرفت كه  می 4

m  وn ها به صورت فرد بوده و مربع آنk 8 k8و 1 mو است 1 n2   برابر خواهد بود با: 2
m n k k (k k ) k         2 2 8 1 8 1 8 8  

  تقسيم داريم: قضيۀطبق   4 861


k

a q a q
a (q q)

a q a q

              

13 5 10 130 50
3 130 2

10 4 13 130 52
  

  پس داريم:


k

a k (k ) a k


        3 130 2 130 1 130 2 3 130 132  
  تقسيم كنيم: ۳بر آن را توانيم  است و می ۳نيز مضرب  kپس ،باشند می ۳مضرب  ۱۳۲و  a3چون


k

k

ka

.  uQ SwH 3 Joñ¶  ·¼a  

 

3

130 443
z

( )
  

  است. ۴۴برابر  ،۱۳۰بر  a ۀ تقسيمماند باقیپس 
  تقسيم داريم: قضيۀطبق   1 862

q

r

a bq r a b( q) r a bq ( r )

.SwH oTzÃM  pH keH» 7 ÏHâ¼w Rn¼Å ¢Lö,




          
22 4 4 8 2 2 4 7 2 1''"  

  در نتيجه:
r r r a bq a bq a b( q)


             

2
2 1 7 8 2 4 8 2 4 4 2 8''"  

  است. ۸برابر  bبر a4ۀ تقسيمماند پس باقی
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aتقسيم قضيۀطبق   1 863 bq r  :داريم  

  bq bq    100 9 91  bq bq   148 5 143  

كه  با توجه به اينباشد.  می ۹۱و  ۱۴۳ مشترک عليه مقسومكه است  دورقمیعددی  bبنابراين  143 11 و 13 91 7 تنها عدد با ايـن ويژگـی لذا  ،13
bين. بنابرااست ۱۳عدد     باشد. می ۴و جمع ارقام آن  13

aتقسيم قضيۀطبق   1 864 bq r  :داريم  
(b , r ) a q a q       12 8 12 8 2 24 16  

a q
q q q a

a q

  
         

2 24 16
24 16 23 20 4 56

2 23 20
  

aحال كه مقدار     داريم: ،دست آمده به 56  56 5 11 1  
  باشد. می ۱برابر با  ۱۱بر  aتقسيم  ۀماند باقیبراين بنا

865 3    a bq a b( q) ; (b )     13 2 2 26 13  
  داريم: بنابراينشده است.  ۹ حاصل، برابر كم شده و bمضربی از  ۲۶پس از  ،است ۹برابر  bبر  a۲ تقسيم ماندۀ باقی ،اما طبق فرض

b b
kb kb

k

 
     

14 17
26 9 17

1
''''''"  

kºI¶ïÂ¤IM½  در نتيجه داريم:    41 17 2 7 7  
  تقسيم داريم: قضيۀطبق   2 866

b|a bq , , ,(bq ) bq bq bq b(q q) b { }
a bq

                 

146
3 6 4 3 18 4 3 14 1 2 7 14

3 4
'''''"  

rباشند و همواره می ۶و  ۴ها برابر مانده جايی كه باقی از آن b، :پس  
, , ,b { } min

max min
max

b
b b b

b

 
    

1 2 7 14 7
7 7

14
'''''''''''''''"  

  تقسيم داريم: قضيۀطبق   2 867
,b|( ) b| b|   4624 240 2 3 48

bq bq b| b|

bq bq b| b|

        

        

4
1 1

4
2 2

629 5 624 624 3 13 2

241 1 240 240 3 5 2
  

, , , , , , , , ,b { }  1 2 3 4 6 8 12 16 24 48  
  پس: تر است. عليه كوچک همواره از مقسوممانده  باقی

max
max min

min

b, , , , ,b , b b b { } b , b
b

          481 5 6 6 8 12 16 24 48 48 6 86
''"  

  آيد: پيش میز دو حالت زير يكی ا yو  xبرای  .عددی زوج است ۱۳۹۸  1 868
۱ (x  وy .هر دو زوج باشند  

  اعداد صحيح ندارد. ۀحالت معادله پاسخی در مجموعاين بنابراين در  ،باشد نمی ۴مضرب  ۱۳۹۸بوده اما  ۴هر دو مضرب  y2و x2در اين صورت
۲ (x  وy .هر دو فرد باشند  

kهر دو به صورت y2و x2در اين صورت 8 xتقسيم ۀماند باقیو  بوده 1 y2  ۶برابـر بـا  ۸بـر  ۱۳۹۸تقسـيم  ۀمانـد باقیاما  ،باشد می ۲برابر با  ۸بر  2
  معادله جوابی ندارد. پس ،است

  دهيم: را قرار می k2عبارت aعددی زوج است، به جای  aكه  با توجه به اين  2 869
(a )(a )(a )(a ) ( k )( k )( k )( k ) (k )(k )(k )(k )             2 4 6 8 2 2 2 4 2 6 2 8 16 1 2 3 4  

kكه اعداد 1،k  2،k  kو 3  همواره شده  ترين عددی كه عبارت داده بزرگ پسپذير است  بخش 4!ها بر ضرب آن چهار عدد متوالی بوده و حاصل 4
!برابر با ،پذير است بر آن بخش 16 4   باشد. می 384
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  كنيم: ، به صورت زير ساده می۳تقسيم بر  ۀماند باقیشده را برحسب  عبارت داده  1 870
(a )(a )(a b) (a )(a )(a b)      17 45 2 0  

گر    به صورت زير خواهد بود: ۳ه در تقسيم بر شد عبارت داده ،باشد ۱ ماندۀ باقیدارای  ۳عددی باشد كه در تقسيم بر  bبنابراين ا
(a )(a)(a ) a (a )(a )    2 1 1 2  

a،(aاعداد  چون ) a)و 1 ) bپس بايد ،پذير خواهد بود بخش ۳ها بر  ، سه عدد متوالی هستند، يكی از آن2 k 3   باشد. 1
  ها: بررسی گزينه

  ( ) 114 3 38 0 )۴  ( ) 95 3 31 2 )۳  ( ) 83 3 27 2 )۲  ( ) 73 3 24 1 )۱  
kاين سه عدد متوالی را  1 871  1 ،k وk    گيريم: در نظر می 1

(k ) k (k ) k k     3 3 3 3 21 1 3 k 3 1 k k k  3 3 23 k 3 1 k k k(k )   3 23 6 3 2 

  دارد. ۳ين اين عدد حداقل يک عامل بنابرا
گر  گر  ۳باشد، اين عدد يک عامل  ۳مضرب  kحال ا گر  ۳نباشد نيز دارای يک عامل  ۳مضرب  kديگر دارد و ا kنباشد، ۳مضرب  kاست (ا 2  ۳همواره بر  2

kنقض: زومی ندارد كه همواره زوج باشد. (مثالاما ل ،باشد میپذير  بخش ۹ين عدد همواره بر بنابراين ا .پذير است) بخش  5(  
kضرب دو عدد به صورت حاصل روش اول:  2 872 6 kو 3 6   برابر خواهد بود با: ،5

( k )( k ) kk k k ( kk k k ) ( kk k k ) k                        6 3 6 5 36 30 18 15 6 6 5 3 15 6 6 5 3 2 3 6 3   
  دارای اين ويژگی است. )۲( ۀتنها گزين

گر  روش دوم:  ۱۵خواهد بود كـه عـدد  ۳يا  ۱۵برابر با  ۶بر  abتقسيم  ماندۀ باقی ،باشد ۵برابر  ۶بر  bتقسيم  ۀماند باقیو  ۳برابر  ۶بر  aتقسيم  ۀماند باقیا
  غيرقابل قبول است. 

kضرب دو عدد به صورت بنابراين حاصل 6 kو 3 6 kبه صورت 5 6   باشد. دارای اين ويژگی می )۲( ۀشده تنها گزين های داده خواهد بود و در ميان گزينه 3
  باشد: ۱يا  ۰تواند  می ۴مربع اعداد طبيعی بر  ۀ تقسيمماند باقی  3 873

  x k x k    24 3 4 xو       1 k x k   24 2 xو      4 k x k    24 1 4 xو         1 k x k  24 4  
  داريم:حال 

k k

( k ) k
x y

( k ) ( k )

k ( k )

1) ¹Äq¬
2) 

1) 
4) 

    
               
           

2 2

4 4 4
4 1 4 4 1
4 1 4 1 4

4 4 1 4 1 4 3

( ¾
( ¾¹Äq¬
( ¾¹Äq¬

( ¾¹Äq¬

  

xبنابراين حاصل y2 4،4به صورت 2 4و 1   اعداد صحيح جواب ندارد. ۀموعدر مج )٣( ۀبنابراين گزين .تواند باشد می 3
nاسـت پـس: ۳عـدد متـوالی مضـرب  ۳ضرب  حاصل دانيم می  2 874 n (n )n(n ) k    3 1 1 | بنـابراين: ،3 n n33. گـر معادلـ  ۀبنـابراين ا

n n k 3 دارای جواب باشد، k  كه  توجه كنيد اين(باشد  ۳بايد مضربk ۴(و  )۳(، )۱(های  در گزينـه ).كافی نيست اماشرط لازم است  ،باشد ۳ب بايد مضر( 
  اما برای اين گزينه نيز داريم: ،صحيح است )۲( ۀتوان گفت كه گزين می )،۴) و (۳) و (۱ی (ها بنابراين با رد گزينه ،نيستند ۳شده مضرب  اعداد داده

n n n   3 24360 29  
  كنيم: را محاسبه می ۷مربع اعداد صحيح بر  مۀ تقسيماند باقیابتدا   1 875

x k x k    27 3 7 x  و  2 k x k    27 2 7 x    و   4 k x k    27 1 7 x   و  1 k x k  27 7  

 x k x k    27 6 7 x  و   1 k x k    27 5 7 x و   4 k x k    27 4 7 2  
گر جمع مربعات  ،است ۴، ۲، ۱، ۰ برابر با ۷مربع اعداد صحيح بر  ۀ تقسيمماند باقیشود  طور كه ملاحظه می همان پـذير  بخش ۷عدد صحيح بـر  دوبنابراين ا
  است.  ۴۹مضرب  abتوان نتيجه گرفت كه  میاند و  بوده ۷اً هر دو عدد مضرب حتم ،باشد

  :)۴(و  )۳(، )۲(های  گزينهبرای مثال نقض 

  | | 2 210 1 13 100 13 )۴  | | 2 29 3 12 81 36 )۳  | | 2 28 4 12 64 48 )۲  
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 :ª ª < عدد طبيعیd  را ب م م دو عدد صحيحa  وb ناميم  می)a  وb نويسيم و می )هر دو باهم صفر نيستند(a ,b) d، ط زير باشندهرگاه دارای دو شر:  

 d| a ,d | b    m m | a ,m | b m d;   0   
ª ª < D1﹊±:  

 (a ,b) ( a ,b) (a , b) ( a , b)          a | b (a ,b) | a |    

گر   ka)طبيعی باشد: یعدد kا ,kb) k(a ,b)   گر n:طبيعی باشد یعدد n ا n n(a ,b ) (a ,b)   

گر  aا bq r گاه ، آن(a ,b) (b, r)    

گر عدد طبيعی    nعليه مشترک دو عدد ترين مقسوم بزرگ ،نباشد ٧مضرب  nا n 2 9 nو 21   ؟كدام است  7
  ٧) ٤  ٥و  ١) ٣  ٣و  ١) ٢  ١) ١

  مطابق تعريف ب م م داريم: .باشد dب م م دو عبارت  فرض كنيم 

n

d | n n
d | n

d | n d | n n





   
   

2

2

9 21
2 21

7 7
''"

'''"
   

d | n
d | d

d | n d | n
IÄ 7

ÂÎoö pH :




   
  

2

2 21
7 1

7 2 14
''"

''"
   

nچون k dپس ،باشد ۷تواند  نمی dپس  7    صحيح است. )۱ۀ (پس گزين .1

  
ª ª عدد طبيعی : کc  دو عدد صحيح و ناصفر  )ک م م(راa  وb نويسيم میو ناميم  می[a ,b] cهرگاه دو شرط زير را داشته باشند ،:  

 a | c,b | c    m a | m,b | m c m;   0   
ª ª ک D1﹊±:  

 [a ,b] [b,a] [ a ,b] [a , b] [ a , b]           a | b [a ,b] | b |    

 [a ,b](a ,b) | ab |    گر ka] :طبيعی باشد یعدد k ا ,k b] k[a ,b]   

گر  n، عددی طبيعی باشد: n ا n n[a ,b ] [a ,b]     (a ,[a ,b]) | a | , [a , (a ,b)] | a |    

گر   b«ا aحاصل ،اعداد صحيح باشند[(a ,a) ,(a ,b)]2 كدام است؟  
١ (| a |   ٢(a   ٣( b   ۴(ab   

   
 

) صحيح است.١بنابراين گزينۀ (
   

d

d|| a |
(a ,a) | a | [| a |,(a ,b)] | a | 2  

  

[a ,b] b a | b
a | c (a ,c) a , [a ,c] c

(b,c) b b | c

  
     

 
[b,c]،)٤( ۀتوجه كنيد كه در گزين c .خواهد بود  

877 1    



d | n d | n

( n , n ) d d | d d

d | n d | n
¡¡ù

IÄ 59







         

  

12

5

5 2 60 24
12 7 5 2 59 1 59

12 7 60 35
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''"
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