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درس اول

ص 26 تا 38 کتاب آمار و ...

 آشنایی با منطق ریاضی
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کار برده  که در ریاضی به  گفته می شود، دستور زبان ریاضی یا مطالعه در ساختار جمله هایی است  که به آن منطق نمادین نیز   منطق ریاضی 
می شود. این شاخه از ریاضی به بررسی دقیق استدلال ها می پردازد و اعتبار یک استدلال را مشخص می کند.

گزاره می نامند. که در حال حاضر یا آینده، دارای ارزش درست یا ارزش نادرست باشد را   هر جملۀ خبری 
2 عددی اول است. 1101−  مجموع هر دو عدد فرد، همواره عددی زوج است.                                                                               عدد

گزاره محسوب نمی شوند.  جملات امری، پرسشی، عاطفی، احساسی، تعجبی و دعایی 
 کتاب ها را روی میز بگذارید. ]امری[                   آیا 997 عددی اول است؟ ]پرسشی[                  بیا و کشتی ما در شط شراب انداز. ]احساسی[            

 چه هوای دل انگیزی! ]تعجبی[                            ای کاش نرفته بودی! ]دعایی[                             تو را من چشم در راهم ]عاطفی[

گزاره محسوب می شوند. که هنوز درستی آن ها اثبات یا رد نشده است،   حدس های ریاضی 
 هر عدد زوج بزرگ تر از 2 را می توان به صورت مجموع دو عدد اول نوشت. ]حدس گلدباخ[

هم اول باشد. p +2  بی نهایت عدد اول مانند p وجود دارد که

گزاره محسوب نمی شوند. کنیم،   جمله های خبری  که نتوانیم ارزش آن هار ا تعیین 
 درس ریاضی از فیزیک آسان تر است.                عربی دشوارترین درس است.

 کنکور امسال خیلی مفهومی بود.                        روزبه قد بلند است.

گزاره است؟ گزینه های زیر یک  کدام  یک از   

2( علی	قد	بلند	است.	 	 1(	قد	علی	از	رضا	بلند	تر	است.	

4(	علی	خوشگل	است. 	 3(	علی	از	رضا	خوشگل	تر	است.	

1 یک	جملۀ	خبری	با	ارزش	درست	یا	نادرست	است. گزینۀ	 4 همگی	به	سلیقۀ	افراد	مرتبط	هستند	و	تنها	 3 و	 	، 2 گزینه	های	  1

2 
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ره 
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ش 
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ل 
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ج  

گزاره مانند p و q را در نظر بگیرید،  گر دو  گزاره همواره دارای یکی از دو ارزش درست یا نادرست است. بنابراین ا  هر 

که دارای 4 حالت است. آن گاه برای ارزش آن ها می توان یک جدول به شکل مقابل تشکیل داد 

گر ارزش آن همواره نادرست باشد با F نشان می دهند. ] این  گزاره همواره درست باشد آن را با T و ا گر ارزش یک   ا

کلمات True و False هستند.[ دو حرف، حروف اول 

qp
دد
دن

ند
نن سطر است.  2

n گزاره داشته باشیم، جدول ارزش آن ها دارای  n گر کلی ا  به طور 

کدام است؟ گزاره های اولیه  کم می شود، تعداد  گزاره ها 8 سطر  کنیم از تعداد سطرهای جدول ارزش  گزاره را حذف  گزاره، یک  گر از میان تعدادی   ا

6 )4  4 )3  5 )2  3 )1

سطر	خواهد	بود	و	در	نتیجه: 2
n 	ابتدا	برابر	n	باشد،	در	این	صورت	جدول	ارزش	آن	ها	دارای گزاره	ها	در کنیم	تعداد	 3 فرض	

2 8 2 2 2 8 2 2 1 8 2 2 1 3 41 1 1 1 3n n n n n n n n− = ⇒ − = ⇒ × − = ⇒ = ⇒ − = ⇒ =− − − −( )

چند بار حرف »ن« به معنای نادرست نوشته می شود؟ p q r s, , , گزاره های  در جدول ارزش 

64 )4  32 )3  8 )2  16 )1

	این	تعداد	نصفی	حرف	»ن«	و	نصفی	 بار	حرف	»ن«	و	»د«	نوشته	می	شود	که	از n n×2 سطر	و	n	ستون	وجود	دارد.	یعنی	در	مجموع 2
n،گزاره		n	ارزش	جدول	3 در

	است. 4 2 323× = 	است،	بنابراین	جواب n = 4 	اینجا 	است	که	در n n× −2 1 دیگر	حرف	»د«	هستند،	بنابراین	تعداد»ن«ها	برابر	با
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درس دوم

ص 19 تا 25 کتاب آمار و ...

مجموعه - زیر مجموعه

21 
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 مجموعه را دسته ای از اشیای متمایز و خوش تعریف در نظر می گیرند.]خوش تعریف به معنی آن است که بدون تردید و به یقین بتوان گفت که 
شیء معینی در مجموعه هست یا نه[.

 دانش آموزان پایۀ یازدهم تهران مجموعه است.                دانش آموزان قدبلند تهران مجموعه نیست. چون قدبلند خوش تعریف نیست.

انواع نمایش مجموعه ها

نمایش هندسینمایش با نماد ریاضینمایش با اعضاء

 اعضای مجموعه را به صورت مرتب یا نامرتب 

کولاد نمایش می دهیم. درون یک جفت آ

گی  مشترک بین  به جای نوشتن اعضاء، ویژ

آن ها را می نویسیم.

اعضای مجموعه را درون یک خم بسته در صفحه مانندمستطیل، 

گفته می شود. که به آن نمودار وِن  دایره و ... قرار می دهیم 

A={ , , , , }1 3 5 7 9A k k k= − ∈ ≤ ≤{ : , }2 1 1 5

{ , , } { , , } { , , }12 3 312 21 3= =  ترتیب عضوها در مجموعه اهمیتی ندارد. یعنی جابه  جایی عضوها مجموعه را تغییر نمی دهند. 

{ , , , , , , , , } { , , }1112 2 3 3 3 3 12 3=  عضوهای تکراری در مجموعه شمرده نمی شوند. 

      مجموعه های مهم اعداد                                                                                                              

اعداد طبیعی � …={ , , , }1 2 3 

� � � �⊆ ⊆ ⊆ ⊆

� �= ∈ ≠{ , , }
m
n
m n n 0 گویا اعداد 

اعداد حسابی  ={ , , , ,...}012 3 ′ = ∉ { }x x گنگ اعداد 

اعداد صحیح � … …= − −{ , , , , , , , }2 1 0 1 2 3 � �∪�= ′ اعداد حقیقی

گنگ است، بنابراین روابط زیر برقرار است: گویا و  نمایش می دهند و شامل همۀ اعداد  مجموعۀ اعداد حقیقی را با
� �∪�= ′               � � �− = ′               � � �− ′ =

گر شمردن تعداد اعضای آن سخت و زمان گیر  ا نام دارد؛ حتی  آید، مجموعۀ متناهی  با شمردن به دست  که تعداد اعضای آن   مجموعه ای 
باشد. به بیان دیگر تعداد اعضای مجموعۀ متناهی، عددی حسابی است.

}است که یک مجموعۀ متناهی است. , , , }2 4 6 8  مجموعۀ اعداد طبیعی زوج یک رقمی به صورت

نباشد، مجموعۀ  کافی هم قابل شمردن  امکانات  و  زیاد  با صرف زمان خیلی  نباشد، یعنی تعداد اعضای آن حتی  که متناهی   مجموعه ای 
که در نظر بگیریم، بزرگ تر است. نامتناهی نام دارد. در واقع تعداد اعضای مجموعۀ نامتناهی، با یک عدد حسابی قابل بیان نیست و از هر عددی 

} است که یک مجموعۀ نامتناهی است. , , ,...}5 1015  مضارب طبیعی عدد 5، به صورت

)داخل _ 96( چند عضو دارد؟  ( )A A A8 4 1−−  Aباشد، مجموعۀ m m n nn
m== ∈∈ >> −− ≤≤{ : , } 2 2 و n∈∈ گر  ا

8 )4  7 )3  6 )2  5 )1
A m m m
1 1 2 2 0 1= ∈ > − ≤ ={ | , } { , } 					 Aرا	با	اعضا	مشخص	می	کنیم:	 A A1 4 8, , 3 ابتدا

 A m m m
4 4 2 8 3 2 1 0 1 2 3= ∈ > − ≤ = − − −{ | , } { , , , , , , }

A m m m
8 8 2 16 7 6 5 0 1 2 3 4= ∈ > − ≤ = − − −{ | , } { , , , ... , , , , , }

( )A A A8 4 1− =
{ , , , , } { , }− − − −7 6 5 4 4 0 1 = − − − −{ , , , , , , }7 6 5 4 0 1 4 7	عضو
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 {x|x x}∅ = ≠ } نشان داده می شود.  } ∅ یا  مجموعه  ای که هیچ عضوی نداشته باشد، مجموعۀ تهی نامیده می شود و با نماد

{ } { }∅ = { } ∅ متفاوت است.  } یک مجموعۀ تک عضوی است و با مجموعۀ }∅  مجموعۀ

کهxها از درون آن انتخاب می شوند،مجموعۀ    U Aمعرفی می شود. به مجموعۀ   x x U x= ∈{ : , هر مجموعه معمولًا به صورت{شرطی دربارۀ  

گفته می شود. مرجع 

A را با A نباشد. متمم  که متعلق به مجموعۀ  U است  A برابر با اعضایی از  U باشد، متمم مجموعۀ  A مجموعه ای با مرجع  کنید   فرض 

A′ نشان می دهند.                                 
′= ∈ ∉A {x U: x A}

A A ′=∅ 

   

A A U ′=

 ′∅ = U       ′ = ∅U

( )′ ′ =A A     

Aچند عضوی است؟ x== ∈∈ << ++{x : x } 2 12 گر مجموعۀ مرجع، اعداد طبیعی یک رقمی باشد، آنگاه متمم  ا

3 )4  4 )3  6)2  5 )1

 A Ax= ∈ < + = ⇒ ′ ={x : x } { , , } { , , , , , } 2 1 2 3 4 1 5 6 7 8 92 2 ابتدا	اعضای	A	را	مشخص	می	کنیم:	

23 
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∋A  باید خود  عیناً درون مجموعه باشد.  نماد∋ به معنی تعلق داشتن و عضو بودن می باشد. وقتی می نویسیم

A a b a A b A a A b A= { }⇒ ∈ ∈ ∉ ∉, { } , { } , { } ,  
⊇ به معنی زیرمجموعه است. مجموعۀ A را زیرمجموعۀ B می نامند، هرگاه هر عضو دلخواه از مجموعۀ A درون مجموعۀ B باشد.   نماد

 A B⊆ در این صورت می نویسیم:
A B x ; (x A x B)⊆ ⇔∀ ∈ ⇒ ∈

کولاد، تمام عضوهای درون آن یعنی  ،  ،  و ... تک تک درون  } باید با حذف آ , , ,...}⊆A  وقتی نوشته می شود 

 A a b a A b A= { }⇒ ⊆ ⊆, { } { } , { } مجموعۀ A باشند. 

چند قانون مقدماتی در زیر مجموعه

3 A U⊆2 A A⊆1 ∅⊆A

        6 ( )A B B− ⊆ ′   

 

       5 ( )A B A− ⊆           4 ( )A B A ⊆  

Aاست: B⊆ که گرفت  کدام از موارد زیر می توان نتیجه  Aاست، هرکدام از موارد زیر برقرار است و برعکس از هر  B⊆ گر بدانیم  ا

 1 A B B =                             2 A B A =                               3 ′⊆ ′B A                                  4 A B− = ∅                           

)خارج- 97( کدام بیان در مورد این مجموعه ها نادرست است؟  Aباشند،  B C== =={{ }} == {{ }}{{ }}{ , }, , ,{ , } , , ,{ , }1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 گر  ا

B C∈ )4  A B⊆ )3  A B∈ )2  B C⊆ )1

1 مجموعۀ	B	متعلق	به	مجموعۀ	C	است	و	زیرمجموعۀ	آن	نیست.
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درس صفرم

ص 142 تا 152 کتاب دهم

 احتمال کتاب دهم

کهقبلازرخدادنتیجهاشمعلومنباشد،ولیمجموعۀنتایجممکنآنمشخصباشد،آزمایشتصادفیمیگوییم. بهپدیدهای

 پرتاب تاس، پرتاب سکه، انتخاب مهره از جعبه، تولد فرزندان و ... همگی آزمایش های تصادفی هستند.

بهمجموعۀهمۀنتایجممکنبراییکآزمایشتصادفی،فضاینمونۀآنآزمایشتصادفیمیگویندوآنراباSنشانمیدهند.

 اگر یک وجه تاسی سفید و روی وجوه دیگر  آن، اعداد 1 , 3,2، 4و 5 حک شده باشد، چون فضای نمونه، مجموعۀ همۀ نتایج ممکن است و 

}=S می باشد که دارای 6 عضو است. , , , , ,12 3 4 5 »سفید آمدن« نیز یکی از این نتایج است، بنابراین فضای نمونه به صورت{سفید

عضواست]فضاینمونۀتولدnفرزندنیزبههمینصورتاست[. 2 2 2 2× × × =...

n

n
� �� �� فضاینمونۀپرتابnسکه،دارای

)}=S   فضای نمونۀ پرتاب سه سکه ر , ر , ر ),( پ , ر , ر ),( ر , پ , ر ),( ر , ر , پ ),( ر , پ , پ ),( پ , ر , پ ),( پ , پ , ر ),( پ , پ , پ )}

عضواست. 6 6 6 6× × × =...

n

n
� �� �� فضاینمونۀپرتابnتاس،دارای

)}=S    فضای نمونۀ پرتاب دو تاس , ),( , ),( , ), ( , ) ,( , ),( , ),( , ),( , ),...,( ,11 12 1 3 1 4 15 16 21 2 2 611 6 2 66),( , ),...,( , )}  

کهمهرههایرنگیدرآنوجودداشتهباشد،چهمهرههامتمایزباشندوچهمشابه،برایحلمسئلههایاحتمالبایدآنهارا درجعبهای

کنیموبرایناساستعدادعضوهایفضاینمونهرابهدستآوریم. متمایزفرض

 اگر در جعبه ای 3 مهرۀ قرمز مشابه و 2 مهرۀ آبی مشابه وجود داشته باشد یک مهره به تصادف از ظرف خارج کنیم، فضای نمونه دارای 5 عضو است.
S R R R B B={ }, , , ,1 2 3 1 2

 در خانواده ای با 3 فرزند، می دانیم فرزند اول و دوم دو قلو هستند، فضای نمونه جنسیت فرزندان خانواده چند عضو دارد؟
3 )4  8 )3  6 )2  4 )1

2عضو دارد. 83= 3 دوقلو بودن فرزندان در جنسیت آن ها تأثیری ندارد. از طرفی جنسیت هر فرزند دو حالت دارد؛ بنابراین فضای نمونۀ جنسیت فرزندان این خانواده 

41 
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Aنشانمیدهند. B C, , , ... با هرزیرمجموعهازفضاینمونهرایکپیشامدوهریکازاعضاییکپیشامدرابرآمدمینامند.پیشامدهارامعمولًا

Aو در پرتاب سه سکه، پیشامد »دقیقاً دو بار رو« آمدن مجموعه ای 3 عضوی  ={ , }3 6  در پرتاب یک تاس، پیشامد مضرب 3 آمدن به صورت 

Aاست. ={( پ , ر , ر ),( ر , ر , پ ),( ر , پ , ر به صورت{(

راپیشامدغیرممکنمینامند. ∅ درهرفضاینمونهمانندS،خودSپیشامدقطعیو

گرفت،چونهرعضوازفضاینمونهمیتوانددرپیشامدحضورداشتهباشدیانه. پیشامددرنظر 2n گرفضاینمونهدارایnعضوباشدبرایآنمیتوان ا

)TobeORnottobe...(

 دو سکه را با هم پرتاب می کنیم. چند پیشامد ناتهی در این آزمایش تصادفی ممکن است به وجود آید؟
 15 )2   16 )1
3 )4   4 )3

2 هر پیشامد زیر مجموعه ای از فضای نمونه است. از طرفی فضای نمونۀ پرتاب دو سکه به صورت})ر , ر( , )پ , پ( , )ر ,پ( , )پ , ر({=S است.حال این 

کدام یک پیشامد محسوب می شود. زیر مجموعه است که یکی از آن ها تهی است. بنابراین 15 زیر مجموعۀ ناتهی دارد، که هر  مجموعۀ 4عضوی دارای24
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کهنتیجۀآزمایش،یکیازعضوهایآنپیشامدباشد]یعنیبعدازانجامآزمایش،یکیازاعضای هنگامیمیگوییمیکپیشامدرخدادهاست

آنپیشامددیدهشود[.

 وقتی گفته می شود در پرتاب یک تاس پیشامد زوج بودن رُخ داده است، یعنی بعد از پرتاب تاس یا 2 آمده یا 4 آمده یا 6 آمده است.

هرگزامکانندارددوبرآمدمختلفازیکفضاینمونهباهمدیدهشوند.امّاامکانرخدادندوپیشامدمختلفباهموجوددارد.

 امکان ندارد در پرتاب یک تاس برآمد 2 و برآمد 4 با هم رخ دهند، اما ممکن است پیشامد زوج آمدن و پیشامد عدد اول آمدن با هم رخ دهند و 

آن هم زمانی است که 2 بیاید.

Aیک پیشامد و نتیجۀ آزمایش b باشد، آنگاه: b=={ , }1 S یک فضای نمونه ای و a b=={ , , , }1 5 گر   ا
خ نداده است. A )2 ر خ داده است.   A )1 ر

}یک پیشامد ناممکن است. }1 )4 } یک پیشامد مطمئن است.   }b )3

خ داده است. 1 چون یکی از اعضای پیشامد A به عنوان نتیجۀ آزمایش رو شده است بنابراین A ر
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باسهتیپمسئلهممکناستمواجهشویم: درمسائلمربوطبهپیشامدهادرپرتابچندسکهمعمولًا

کنند،تعدادحالات گروضعیتبعضیازپرتابها]جنسیتبعضیازفرزندان[رامعلوم درپرتابچندسکه]یاتولدچندفرزنددریکخانواده[ا 1

آنهارابرابر1درنظرمیگیریموسایرپرتابها]سایرفرزندان[همچنان2حالتخواهندداشت،سپسطبقاصلضربتعدادعضوهایپیشامد

راپیدامیکنیم.

 در خانواده ای با 5 فرزند، پیشامد A که در آن»فرزند بزرگ تر، پسر و فرزند کوچک تر، دختر باشد«، چند عضو دارد؟   

کدامدوحالتدارند؛بنابراینتعداداعضایاینپیشامدبرابراستبا: کدامیکحالتدارندوبقیهفرزندانهر کوچکهر فرزندبزرگوفرزند

 n A( )= × × × × =1 2 2 2 1 8 

گرصحبتازتعداد»رو«هاو»پشت«ها]تعدادپسرهاودخترها[بهمیانآمدهبود،از»انتخاب«استفادهمیکنیم. درپرتابچندسکه]تولدچندفرزند[ا 2

 در یک خانوادۀ چهار فرزندی هر یک از پیشامدهای زیر چند عضو دارد؟

 n B( )=



 =4 41 n                  • پیشامد دقیقاً یک فرزند دختر  A( )= 



 =4 43 • پیشامد دقیقاً سه فرزند پسر                                 

n D( )=



 +



 +



 =4 4 4 110 1 2 n                 • پیشامد حداکثر دو فرزند دختر   C( )= 



 +



 =4 4 53 4 • پیشامد حداقل سه فرزند پسر                  

3دربعضیموارددرپرتابسکهیاتولدفرزندانمجبوربهنوشتنتمامحالاتممکنبرایپیشامدخواستهشدههستیم؛دراینحالتباید

کهترتیبدارایاهمیتاست. کرد دقت
 در پرتاب 5 سکه، پیشامد »یک در میان پشت و رو« چند عضو دارد؟

A ={( ر , پ , ر , پ , ر ),( پ , ر , پ , ر , پ )} ⇒ =n A( ) 2

A که »خانواده دارای 3 دختر بوده ولی بزرگ ترین و کوچک ترین فرزندان خانواده پسر باشد«،    در یک خانواده با 6 فرزند، تعداد عضوهای پیشامد 

چند عضو دارد؟
 8 )2   16 )1

12 )4   4 )3

که انگار در یک خانواده با  کنون حالتی پیش می آید  کنار می گذاریم، ا که پسر هستند 1 حالت دارند بنابراین آن ها را  کوچک ترین فرزندان  3 بزرگ ترین و 

که تعداد حالات برابر است با:  4 فرزند می خواهیم 3 دختر داشته باشیم 
n A( )= 



 =43 4
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علمآماردرپیشناختجامعۀنامعلومبااستفادهازنمونههایجمعآوریشدۀمعلوماست.

کهبا»شمارش«و»تعداد«سروکاردارند،مربوطبهعلمآمارهستند. پدیدههایی

علماحتمالدرپیبررسییکنمونۀنامعلومازیکجامعۀمعلوماستوبهنوعیدرجهتعکسعلمآماراست.

کنیم،مربوطبهعلماحتمالهستند. کهمیخواهیم»امکان«و»شانس«آنهارابررسی پدیدههایی

بوط به علم احتمال است؟  کدام یک از موارد زیر مر

2( تعداد رأی دهندگان در انتخابات مجلس نمایندگان طی دهه های پیش گذشته   1( میزان بارش باران در سال 

4( امکان افزایش دست مزد و حقوق در سال آینده خ تورم طی یک دوره ریاست جمهوری  3( درصد رشد نر

که به علم  4 صحبت از امکان است  کار دارند، پس به علم آمار مربوط  هستند. اما در  گزینۀ  3 همگی با شمارش و تعداد سر و   , 2  , 1 گزینه های   4

احتمال مربوط  است.

بوط به علم آمار است؟     کدام یک از موارد زیر مر

که 30 درصد آن ها به بیماری مبتلا هستند. گروهی  2( شانس درمان 5 نفر از  1( امکان بازگشت سرمایۀ شرکت بعد از تبلیغات 

که در اثر افزایش قیمت دلار ورشکست شده اند. کارخانه هایی  4( تعداد  3( امکان افزایش قیمت دلار در فصل تابستان 

4 صحبت از تعداد است که به علم آمار  3 همگی امکان و شانس را بیان می کنند، پس به علم احتمال مربوط هستند. اما در  گزینۀ   , 2  , 1 گزینه های    4
بوط است. مر

65 
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تشکیلشدهباشدوایندوآزمایشتوأمباهمانجامشودیایکیپساز S
2

و S
1
گریکآزمایشتصادفیازدوآزمایشمجزابافضاینمونۀ ا

دیگریانجامشود،فضاینمونۀاینآزمایشمرکب،برابرباضربدکارتیدوفضاینمونۀاولیهاست.

S S S= ×1 2

 فضای نمونۀ پرتاب یک سکه{ر , پ}=S است. حال اگر دو سکه را با هم پرتاب کنیم، فضای نمونه به صورت زیر خواهد بود:

S S= × =1 2S {)پ , پ(، )ر , پ(، )پ , ر(، )ر , ر(}

کثر 8 مسافر  سوار کند. البته ممکن است با حداقل 3 مسافر هم حرکت کند. در مسیر   یک رانندۀ وَن خطی در ایستگاه منتظر مسافر می ماند تا حدا
گر فقط تعداد مسافرها برای ما مهم باشد، چند عضو دارد؟ کمتر از 5 مسافر  برنمی گردد. فضای نمونه برای توصیف چنین پدیده ای ا برگشت با 

 18 )2   20 )1
16 )4   24 )3

S2 5 6 7 8={ , , , } از اعداد مجموعۀ S1و تعداد مسافرها در مسیر برگشت یکی  3 4 5 6 7 8={ , , , , , } تعداد مسافرها در مسیر رفت یکی از اعداد مجموعۀ  3

است. بنابراین تعداد عضوهای فضای نمونه برابر است با:
n S n S( ) ( ) n(S )= × = × =1 2 6 4 24
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کهمطلوبماستپیروزیو آزمایشهایتصادفیدوحالتهمانندپرتابسکه،تولدبچهو...راامتحانمینامیم.درهرامتحان،پیشامدی

دوتیپعمدهدارند: کهمطلوبمانیستومسألهآنرانمیخواهد،شکستنامیدهمیشود.اینمسائلمعمولًا آنچیزی

با اولیه،همگی آزمایش n−1که محاصلشود،بدانمعنیاست
ُ
ا n آزمایش اولینپیروزیدر تا تکرارکنیم راپیدرپی امتحان گریک ا  1

ماولینپیروزیحاصلشدهاست.بنابرایناحتمالآنبرابراستبا:]pاحتمالپیروزیدریک
ُ
شکستمواجهشدهاستودرآزمایشnا

آزمایشوqاحتمالشکستدریکآزمایشاست[

م
ُ
اولینپیروزیدرآزمایشnا = × × × × = ×−( )q q q qp pn�� �� �� �

1

بار شکست n−1 پیروزی 
 وقتی می گوییم تاسی را آنقدر پرتاب می کنیم تا برای اولین بار در پرتاب پنجم عدد »2« بیاید، یعنی 4 بار اول نباید »2« بیاید و بار پنجم باید »2« بیاید:

P= × × × × =( ) ( ) ( )
5
6
5
6
5
6
5
6

1
6

5
6

1
6

4

� ��� ��� �
 

گر»2آمدن«مطلوباست،»2آمدن«پیروزیو»2نیامدن«شکست کرد،مثلًادرپرتابتاسا فضاهاینمونۀبیشازدوعضویرانیزمیتوانامتحانتلقی

محسوبمیشود.

کنیموبخواهیمkبارپیروزشویم، کهاحتمالپیروزیآنpواحتمالشکستآنqاستراnبارتکرار گریکآزمایشتصادفیدوحالته ا 2

کنیموجوابرادرجایگشتاینشکستهاو شکستدرآزمایشهایبعدیراحساب n k− بایداحتمالkپیروزیدرآزمایشهایاولو

کنیم،چونجایشکستهاوپیروزیهامهمنیستوفقطتعدادآنهااهمیتدارد: پیروزیهاضرب

احتمالkپیروزیدرnآزمایش = × × × × × × × × =−






−p p p pq q q q
n

k n k

n

k
k n k� �� �� �� � �� ��

!
!( )!

بار شکست n k−بار پیروزی k 

است. اگر این عمل جراحی روی 6 نفر انجام شود احتمال آن که فقط یک عمل با شکست  4
5

  در یک بیمارستان شانس موفقیّت در یک عمل جراحی
همراه باشد چقدر است؟

است. از طرفی دیگر یک شکست در 6 عمل متناظر  q= − =1 4
5
1
5

p باشد آنگاه احتمال شکست برابر با = 45
 اگر احتمال موفقیّت در عمل برابر با

با 5 موفقیّت است و با توجه به فرمول فوق، احتمال مطلوب به صورت زیر محاسبه می شود:

P= × × × × × × = 





4
5
4
5
4
5
4
5
4
5
1
5
6
5 1

6
5
4
5

1
5

5!
! !

( ) ( )

)داخل - 91( کثر در 3 پرتاب نتیجه حاصل می شود؟   دو تاس سالم را با هم پرتاب می کنیم تا برای اولین بار، هر دو زوج بیایند، با کدام احتمال حدا

 3964 )4   1932 )3   37
64

)2   2764 )1

کثر در 3 پرتاب  نتیجه حاصل شود  است. بنابراین حدا 3
6
3
6
1
4× = که هر دو عدد روشده زوج باشد برابر 2 می دانیم در پرتاب دو تاس، احتمال این 

یعنی یا بار اول هر دو زوج بیاید یا بار اول نیاید و بار دوم بیاید یا بار اول و دوم نیاید و بار سوم بیاید:

P A( ) ( ) )(= = + + =+ +× × ×1
4

1
4

1
4

3
4

3
4
3
4

16 12 9
64

37
64 

کدام است؟   تاسی را سه بار پرتاب می کنیم، احتمال آن که دو بار عدد بزرگتر از 4 حاصل شود، 

 29 )4   136 )3   19 )2   172 )1

گرفت: 4 چون قرار است دو بار از سه بار موفق شویم جایگشت پیروزی ها و شکست ها را نیز باید در نظر 
P = × × × =2
6
2
6
4
6
3
2
2
9

!
!

4 شکستپیروزی
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ازفضاینمونهراافشامیکند.دراین کهقسمتی گفتهمیشود کهبهاحتمالشرطیمشهوراست،جملهای ازمسائلاحتمال دربعضی
کوچکمیکنیمواحتمالخواستهشده کنارمیگذاریموفضاینمونهرا کهپوچشدهاستازفضاینمونه مواردقسمتهاییازفضاینمونهرا

کلیاحتمالهایشرطیبهصورتزیراست: کوچکتربهدستمیآوریم.بنابراینساختار رارویاینفضاینمونۀ

 Bپیشامد  

چقدر است؟رخ داده است

 Aاحتمال رخداد

کنیم: بنابراینبرایحلاینمدلازمسائلاحتمال،میتوانیمبهترتیبزیرعمل
باتوجهبهشرطیااطلاعیکهازنتیجۀآزمایشبهمادادهشده،فضاینمونۀجدیدی)پیشامدB(ایجاد 2 فضاینمونۀاصلیرادرنظرمیگیریم. 1

3احتمالپیشامدمطلوب)پیشامدA(رادر میکنیم.بهاینفضاینمونۀجدید،»فضاینمونۀمحدودشده«یا»فضاینمونۀکاهشیافته«میگویند.

فضاینمونۀجدیدحسابمیکنیم.

کارمیروند کهدراحتمالهایشرطیبه کلیجملاتی ساختار

؟ احتمالآنکه گر ا  ؟1 احتمالآنکه  مشاهدهشده 5

؟ احتمالآنکه میدانیم  ؟2 احتمالآنکه  دیدیم 6

؟ احتمالآنکه  مشروطبرآنکه ؟3 که  احتمالآنکه درصورتی 7

؟ احتمالآنکه ملاحظهشدهاستکه ؟4 بهشرطآنکه احتمالآنکه 8

کهبدانیم،مشروط گر،میدانیم،درصورتی کاربردنواژههاییمانند»ا دربرخیازمسائلدراحتمالهایشرطیممکناستطراحازبه

کهبهوسیلۀآنقسمتیاز کند؛یعنیخیلیریلکسوعادیخبریرااعلاممیکند کندوآنهارادرمفهوممسألهپنهان برآنکهو...«خودداری

فضاینمونهافشامیشود.سپسبلافاصلهبعدازآنسؤالیمطرحمیکند.اینمسئلههاکمیفنیترودقیقترازحالتقبلهستندوبایدخوببه

کنید. جملهبندیاینگونهمسائلدقت
 تاسی را پرتاب کردیم مضرب 3 نیامده است احتمال آمدن عدد اول کدام است؟

 S S A P A
new

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ={ , , , , , } { , , , } { , } ( )12 4 5 12 4 5 2 5 2
4
1
23 6  

گر این مهره قرمز نباشد احتمال آن که  کیسه برمی داریم. ا کیسه ای 2 مهرۀ قرمز، 3 مهرۀ سفید و 4 مهرۀ سبز هست. یک مهره به تصادف از این    در 
سفید باشد چقدر است؟  

1 )4   3
7

)3   3
9

)2  1
7

)1

3  چون می دانیم این مهره قرمز نیست، پس مهرۀ انتخابی از میان 3مهرۀ سفید و 4 مهرۀ سبز  است. بنابراین فضای نمونۀ جدید دارای 7 عضو بوده و 

است. P A( )= 37 ج شدن مهرۀ سفید درا ین فضای نمونه برابر با احتمال خار

کدام است؟ که شمارۀ ظاهر شده 2 باشد،   یک تاس همگن را انداختیم، برآمد حاصل مضرب 3 نیست. احتمال آن 

 1
3

)4   1
4

)3   1
5

)2   1
6

)1

S A P A
new

= = ⇒ ={ , , , }, { } ( )1 2 4 5 2 1
4 کنار می گذاریم:  3 برآمد حاصل مضرب 3 نیست، پس 3 و 6 را از فضای نمونه 

احتمال خواسته شده که ریلکس و عادی اعلام شد. خبری 
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گرازرخدادنیکیاز گاهیازرخدادنیکیازآنها،احتمالرخدادندیگریراتغییرندهد؛یعنیا دوپیشامدرامستقلمیگویندهرگاهآ

پیشامدهاخبردارشویماحتمالرخدادنپیشامددیگر،برایماتغییرنکند.بهعبارتدیگر:

P B A P B( | ) ( )= ⇔ AوBمستقلاند

کهرویهمتأثیرینداشتهباشند. کهدوپیشامدوقتیمستقلاند بیانسادۀاینحرفآناست

است. حالا خانواده ای را فرض کنید که دو فرزند دختر دارد. اگر این خانواده در انتظار  12  می دانیم که شانس دختر بودن )یا پسر بودن( یک فرزند برابر با

است. یعنی آگاهی از جنسیت فرزندان اول و دوم، شانس دختر  12 تولد فرزند دیگری باشد احتمال آن که این فرزند نیز دختر )یا پسر( باشد همچنان برابر

بودن )یا پسر بودن( فرزند سوم را تغییر نمی دهد بنابراین این پیشامدها نسبت به هم مستقل هستند.

کآنهابرابرباحاصلضرباحتمالآنهاباشد: کهاحتمالاشترا گرAوBدوپیشامدناتهیباشندآنگاهAوBدرصورتیمستقلاند ا

 P A B P A P B( ) ( ) ( ) = × ⇔ AوBمستقلاند

گردوپیشامدوابستهباشندرابطۀفوقبینآنهابرقرارنیست. گردوپیشامدمستقلنباشندآنهاراوابستهمینامند.ا ا

و A و B  دو پیشامد مستقل باشند آن گاه احتمال آن که حداقل یکی از پیشامدهای A یا B رخ دهد چقدر است؟ P B( )= 13 و  P A( )= 35  اگر

P است و در نتیجه احتمال اجتماع آن ها برابر است با : A B P A P B( ) ( ) ( ) = × چون A  و B مستقل اند بنابراین

 P A B P A P A P B( ) ( ) P(B) ( ) ( ) = + − × = + − × = + − =3
5
1
3

3
5
1
3

9 5
15

3
15

11
15( )

گرAوBدوپیشامدمستقلباشند،متممهرکدامنسبتبهدیگریوهمچنینمتممهایآنهانیزمستقلاند ا

مستقلاند. ′′B و A مستقلاند.   B و ′′A.مستقلاند ′′B و ′′A

P A B P A P B( ) ( ) ( )

′ = × ′P A B P A P B( ) ( ) ( )′ = ′ ×P A B P A P B( ) ( ) ( )′ ′ = ′ × ′


 پیشامد »6« آمدن در پرتاب یک تاس به »رو« آمدن در پرتاب سکه هیچ ربطی ندارد و مستقل از هم محسوب می شوند، »6« نیامدن در پرتاب 
تاس هم به »رو« آمدن سکه ربطی ندارد و مستقل محسوب می شود و ... 

. احتمال آن که فقط B رخ دهد را حساب کنید. P B( ) /=0 8 P و  A( ) /=0  A و B دو پیشامد مستقل اند به طوری که3

P B A P B A P B P A( ) ( ) ( ) ( ) / / /− = ′ = ′ = × = 0 8 0 7 0 56 نیز مستقل اند. بنابراین:  ′B  A و B مستقل اند پس A و

است. احتمال  7
9

از آن دو،  برابر احتمال موفقیت دوست وی است. احتمال موفقیت لااقل یکی    احتمال موفقیت فردی، در یک آزمون مستقل، دو 
)خارج - 98( کدام است؟  موفقیت این فرد 

2
3 )4  49 )3  13 )2  16 )1

Pخواهد شد و داریم: A x( )=2 P فرض شود، B x( )= گر 4 احتمال موفقیت شخص A دو برابر B است. ا

P A B P A P B P A P B x x x x x x x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) = + − × ⇒ = + − ⇒ − + = ⇒7
9 2 2 2 3 7

9 0 182 22

27 4 18 7 225
27 7 0 27 15

2 18
7
6
1
32

− + = ⇒ = ±
× ⇒ =

= − × × =
x x x

∆

,

است. 2 13
2
3× = بوده و در نتیجه احتمال موفقیتAبرابر P B( )= 13 بنابراین
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کنیموسؤالدربارۀسرنوشتتکتکآنهابهطور گرچندتاسراپرتاب کلیپرتابچندتاسمستقلازهماستوا پرتابدوتاسوبهطور

کنیم. کنیموحاصلهارادرهمضرب کدامراحساب کافیاستاحتمالهر گانهمطرحشدهباشد، جدا

کدامازآنهابه کنیموسؤالدربارۀسرنوشتهر گرچندسکهراپرتاب کلیپرتابچندسکهمستقلازهماستوا پرتابدوسکهوبهطور

گانهحسابمیکنیموحاصلاحتمالهارادرهمضربمیکنیم. کدامازاحتمالهاراجدا گانهمطرحشدهباشد،هر طورجدا

گردربارۀسرنوشتیکیاچندسکه)یاتاس(سؤالینشد]یعنیهرچهپیشآید،خوشآید![احتمالآنرابرابریکفرضمیکنیم. درایننوعاحتمالهایمستقل،ا

1 است به عبارت دیگر 
6
1
6
1
36× =  یک تاس را 10 بار پرتاب می کنیم احتمال آن که در پرتاب سوم عدد 5 و در پرتاب هشتم عدد 6 رو شود برابر با 

وقتی دربارۀ پرتاب های دیگر چیزی پرسیده نشده آن ها را نادیده می گیریم یعنی در محاسبه، احتمال آن ها را برابر یک فرض می کنیم.

کدام احتمال هر دو سکه »رو« یا تاس 6 ظاهر می شود؟                                                  )داخل - 96(  دو سکه و یک تاس را با هم پرتاب می کنیم، با 

 712 )4   512 )3   58 )2   38 )1

1 پیشامد »ظاهر شدن دو رو« در پرتاب دو سکه و »ظاهر شدن عدد 6« در تاس، مستقل اند، بنابراین احتمال اجتماع آن ها برابر است با:

P P= (هر دو سکه رو) (+P (تاس6 بیاید (−P هر دو سکه رو ⇒( تاس 6 بیاید = + − × = + − = =P
1
4

1
4

1
6

1
6
6 4 1
24

9
24

3
8
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کنیم، گردربارۀپسرودختربودنفرزنداول،دوم،سومو...بخواهیمبحث فرزندانیکخانوادهازلحاظجنسیتمستقلازهمهستندوا

است[. 12 کدام کردهودرهمضربمیکنیم]البتهدرحالتعادیاحتمالپسربودنودختربودنهر گانهحساب کدامراجدا احتمالهر

P= × × =1
2
1
2
1
2
1
8

 خانواده ای هفت فرزند دارد. احتمال آن که سه فرزند اول این خانواده دختر باشند برابر است با: 

کهدوسکه گرفرزنداندوقلویاچندقلوهمباشندبازهمهیچتفاوتیدراصلماجرانخواهدداشت.درواقعدوقلوبودندرفرزندانخانوادهمثلایناست ا

کنیم. راباهمپرتاب
که دو فرزند اول، دوقلو هستند. احتمال آن که دوقلوها هم جنس نباشند و فرزند سوم پسر باشد، چقدر است؟  خانواده ای سه فرزند دارد 

3
8 )4  12 )3  14 )2  18 )1

دو قلو بودن فرزند اول و دوم تأثیری در روش محاسبۀ احتمال ندارد بنابراین احتمال مطلوب برابر است با: 2
                       پ     د     پ        پ     پ    د

P ( ) ( )= × × + × × = + =1
2

1
2

1
2
1
2

1
2

1
2

1
8
1
8
1
4
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کنیمبایداحتمال گانهمهرهانتخاب کدامازجعبههاجدا گرازهر انتخابمهرهازجعبههایمختلفپیشامدهاییمستقلازهممیباشندوا

کنیم. کنیموحاصلهارادرهمضرب کدامازجعبههارابرایخودشحساب هر

کهسؤالدربارۀمهرۀ انتخابچندمهرهازیکجعبهوقتیمهرههاباجایگذاریانتخابشوند،پیشامدهاییمستقلازهماستوهنگامی

گانهمطرحشدهباشد،احتمالهریکراحسابمیکنیموحاصلهارادرهمضربمیکنیم. اولومهرۀدومبهطورجدا

ج کنیم، احتمال آن که بار اول مضرب 3 و بار دوم فرد بیاید؟ گر دو مهره یکی پس از دیگری و با جایگذاری خار  جعبه ای دارای 6 مهره با شماره های 1 تا 6 است. ا

1
9

)4  2
9

)3  1
3

)2  1
6

)1

P= × =2
6
3
6
1
6 ج می شوند، برداشت اول و دوم مستقل از هم هستند:   1 چون مهره ها با جایگذاری خار
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که شامل جمع آوری اعداد و ارقام، سازماندهی   مجموعه ای از اعداد، ارقام و اطلاعات، آمار نامیده می شود. علم آمار مجموعه روش هایی است 
و نمایش، تحلیل و تفسیر داده ها و در نهایت نتیجه گیری، قضاوت و پیش بینی مناسب در مورد پدیده ها و آزمایش های تصادفی است، به عبارت 

دیگر مراحل علم آمار به صورت زیر است:

کار می روند، داده نام دارد. که در محاسبه، برنامه ریزی و پیش بینی به   واقعیت هایی دربارۀ یک شیء یا فرد 
که در اعضای جامعه یکسان نیستند و معمولًا از یک عضو به عضو دیگر تغییر می کنند، متغیّر نامیده می شود. گی از اشیاء یا افراد   هر ویژ

گیِ یک عضو از جامعه، نسبت داده می شود مقدار متغیّر یا به اصطلاح مشاهده می گویند. که به آن ویژ  عددی 
گفته می شود و به تعداد اعضای یک  کنیم، جامعۀ آماری  گردآوری  که می خواهیم در مورد آن ها داده ها را   به مجموعۀ تمام افراد یا اشیایی 

جامعۀ آماری، اندازۀ جامعه می گوییم.
 به هر زیرمجموعه از جامعۀ آماری که به روشی مشخص انتخاب شده باشد، نمونه می گویند و به تعداد عضوهای یک نمونه، اندازۀ نمونه گفته می شود.

 می خواهیم وزن افراد یک کلاس 20نفره را بررسی کنیم. برای این منظور 5 نفر از آن ها را به عنوان نمونه انتخاب می کنیم و وزن آن ها را اندازه 
می گیریم. در این حالت »وزن دانش آموزان« یک متغیر تصادفی است زیرا از یک عضو به عضو دیگر می تواند تغییر کند. عدد وزن هر دانش آموز مقدار 

متغیر نام دارد. همچنین 20 دانش آموز جامعۀ آماری و اندازۀ جامعه 20 و 5 دانش آموز یک نمونه است و اندازۀ نمونه 5 است.
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]برای حل تست های  کرد  تقسیم  زیر می توان  نمودار  به صورت  زیرگروه  به دو  نیز  را  آن ها  از  کدام  و هر  کیفی  و  کمّی  به دو دستۀ  را   متغیّرها 
کمّی معلوم شود. سپس به سراغ زیرگروه های  کیفی و  که آیا قابل اندازه گیری است یا نه؟ تا نوع  مربوط به انواع متغیّر، اول به این فکر می کنیم 

آن دسته می رویم.[

لودگی هوا، فشار هوا، زمان، سن و ... نمونه هایی از متغیّر کمّی پیوسته هستند.  وزن، قد، قطر تنۀ درختان، حجم آب، دما، میزان آ
 تعداد طبقات ساختمان، درصد یک درس در کنکور، تعداد مسافران و ... نمونه هایی از متغیّر کمّی گسسته هستند.

لودگی هوا، نژاد و ... نمونه هایی از متغیّر کیفی اسمی هستند.  گروه خونی، رنگ چشم، ملیّت، جنسیت، نوع آ
 مقام های یک ورزشکار، میزان لذت از آشپزی، مراحل رشد، مراحل تحصیل، درجۀ افسران و ... نمونه هایی از متغیّر کیفی ترتیبی هستند.

گل های باغ/انواع حساب های بانکی/انواع مدارس و ...  کیفی هستند. مانند انواع  که فقط نوع آن ها معلوم است   متغیّرهایی 
گرفت  گر نتوان از اعداد مُعدل  کمّی است. اما ا گفت آن متغیر  که اعداد نسبت داده شده به متغیر قابل معدل گیری باشند، می توان   در صورتی 

کیفی است. مانند مقام های ورزشکاران/رتبۀ دانش آموزان و ...  آن متغیر 
کدام یک از متغیرهای زیر با بقیه متفاوت است؟   نوع 

2( مراحل رشد   1( مراحل تحصیلی   

4( درجه سربازان 3( وضعیت تأهل  

3  کیفی اسمی است. 4  کیفی ترتیبی هستند و گزینۀ   , 2  , 1 3 گزینۀ های 
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کم، متوسط،  زیاد  که می تواند  کیفی دارد  کلماتی نظیر رضایت، سختی، لذت، علاقه مندی و ... بیاید، یک مفهوم  کنار  کلمۀ »میزان« در  گر   ا
کیفی ترتیبی است. یا خیلی زیاد و ... باشد، یعنی 

کمّی پیوسته است. کلماتی نظیر بارش، مالیات، درآمد فروش و ... بیاید دقیقاً مفهوم عددی دارد و یک متغیر  کنار  کلمۀ »میزان« در  گر   ا

کمّی دارد. چون امروزه ما می توانیم میزان آلودگی را اندازه بگیریم. اما شاید  کنار آلودگی هوا بیاید، در دنیای امروز مفهوم  کلمۀ »میزان« در  گر   ا
که وسایل اندازه گیری وجود نداشت، می گفتیم میزان آلودگی بالاست یا پایین است، اما امروزه برحسب عدد بیان می شود. گذشته  در 

کیفی است؟ کمّی و میزان چه چیزهای  میزان چه چیزهای 

کیفی ترتیبیکمّی پیوسته

میزان رضایت، سختی، لذت، علاقه مندی و، ...میزان بارش، مالیات، درآمد فروش، آلودگی هوا و ...

کدام یک از متغیرهای زیر با بقیه متفاوت است؟   نوع 
2( میزان رضایت از شرکت بیمه 1( میزان لذت از آشپزی   

4( میزان درآمد شرکت نفت کتاب خوانی   3( میزان علاقه مندی به 
4  کمّی پیوسته است. 3  کیفی ترتیبی هستند و گزینۀ  2 و   ، 1 4 گزینۀ های 
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کل داده ها را با n نمایش می دهیم. در این  گرد آوری شده باشد، آنگاه تعداد  گر برای بررسی یک متغیر خاص از یک جامعۀ آماری، داده هایی   ا
صورت سه نوع فراوانی برای داده ها تعریف می شود:

که هر داده تکرار )مشاهده( می شود، فراوانی آن داده می گوییم و آن را با f نشان می دهیم.  1 به تعداد دفعاتی 

f1 است. 10=  در یک کلاس با 20 نفره، رنگ چشم 10 نفر مشکی، 5 نفر قهوه ای، 3 نفر سبز و 2 نفر آبی باشد، در این صورت فراوانی رنگ چشم مشکی

، فراوانی نسبی به دست می آید. فراوانی نسبی را معمولًا با F نشان می دهند  n کل داده ها یعنی  f به تعداد  2 با تقسیم فراوانی هر داده یعنی

                                             
F
f
n

= که همواره عددی در بازۀ ] 1 ,0[ است.                                             

=F است. =10
20

1
2  در یک کلاس با 20 دانش آموز اگر رنگ چشم 10 نفر مشکی باشد، فراوانی نسبی کسانی که چشم مشکی دارند برابر 

کنیم، درصد داده ها به دست می آید. درصد داده ها را معمولًا با P نشان می دهند و همواره داریم: گر فراوانی نسبی داده ها را در  100 ضرب  3 ا

P F
f
n

= × = ×100 100

رابطۀ انواع فراوانی

رابطۀ فراوانی ها با همرابطۀ فراوانی های نسبی با همرابطۀ درصد داده ها با هم

P P P P
i k
= + + + =∑ 1 2 100F F F F

i k
= + + + =∑ 1 2 1f f f f n

i k
= + + + =∑ 1 2 

fF
¸ 100 ´ n

Pf F
¸ n ´ 100

P

کدام است؟ کنون  گر بدون تغییر در بقیۀ داده ها فراوانی این داده 4 برابر شود، فراوانی نسبی آن ا است، ا 0 4/  فراوانی نسبی داده ای

 813 )4  1

11

)3   713 )2  811  )1

 F f
n

f
n

f n= ⇒ = ⇒ =0 4 0 4/ / کل داده ها را با n نشان دهیم مقدار f برحسب n معلوم می شود:  گر فراوانی این داده را  با  f و تعداد  3 ا

اضافه می شود. در نتیجه:  3 f کل داده ها نیز 4f شده و به تعداد  گر فراوانی این داده 4 برابر شود، فراوانی در حالت جدید حال ا

F
f

n
f

n f

n

n nnew
new

new

= = + = + = = =4
3

4 0 4
3 0 4

1 6
2 2

16
22

8
11

( / )

( / )
/
/
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کرد: کیفی( می توان جدول فراوانی به شکل های زیر رسم   برای همۀ انواع متغیّرها )کمّی و 

جدول درصد داده هاجدول فراوانی نسبیجدول فراوانی

x
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x
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x
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x
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f n
i
=∑F

i∑ =1P
i
=∑ 100

گیرد، به صورت ستونی زیر هم نوشته  در متغیّرهای تصادفی پیوسته به جای این که مقادیر مختلف متغیّر تصادفی به صورت سطری مقابل آن قرار 
می شود. در این حالت می توان انواع فراوانی را به صورت ستونی در یک جدول نوشت. حتی می توان یک ستون هم برای شاخص های عددی در نظر 

کمک می کند. که به رسم نمودارها  گرفت 

درصد داده هافراوانی نسبیفراوانی شاخص عددینام متغیّر تصادفی

x
1

یا مقدار x
1

1fحدود
1

F
1

p
1



x
n

یا مقدار x
n

nfحدود
n

F
nP

n

گر 5 بار اعداد ظاهرشده برابر باشد، در چند حالت اختلاف آن ها مضرب 3 است؟ کرده ایم. ا  یک جفت تاس را 50 بار پرتاب 
 13 )2 012345اختلاف اعداد دو تاس1( 16  

x0/2 0/3y0/08 0/14فراوانی نسبی  12 )4   14 )3

3 وقتی گفته می شود اعداد ظاهرشده برابرند یعنی اختلاف آن ها صفر است بنابراین از روی فراوانی دستۀ اول مقدار x را می توان به دست آورد. چون مجموع 

 F
f

n
x

i
i= ⇒ = =550 0 1/ فراوانی ها برابر 50 است، پس: 

F y y
i∑ = ⇒ + + + + + = ⇒ =1 0 1 0 2 0 3 0 08 0 14 1 0 18/ / / / / / کنون جمع فراوانی های نسبی را »1« قرار می دهیم تا y به دست آید:  ا

∑F است که از روی آن مقدار  = + =0 1 0 18 0 28/ / / 0  یا 3(  است برابر با که اختلاف اعداد رو شده مضرب 3 )یعنی  حال جمع فراوانی های نسبی حالاتی 
فراوانی قابل محاسبه است: 

F
f
n

f
f= =⇒ = ⇒0 28 50 14/

گزینه درست است؟ کدام  ) در چند روز متوالی در سال 95 است،  )AQI کیفیت هوای تهران  بوط به فراوانی و درصد داده های شاخص   جدول زیر مر
  z y x= = =15 40 10, , )1

 z y x= = =20 50 12, , )2

 z y x= = =15 50 10, , )3

 z y x= = =20 40 12, , )4

کیفیتوضیعت هوا درصد داده هافراوانیشاخص 

ک یا سالم 0 پا 100≤ ≤AQI735

100نا سالم 200< ≤AQIxy

ک 200خطرنا 300< ≤AQI3z

ک یا سالم« است، تعداد کل روزهای مورد بررسی برابر است با: 3 با توجه به مشخص بودن فراوانی و فراوانی نسبی روزهایی که وضعیت هوا »پا

 P
f

n n
n

i
i= × ⇒ = × ⇒ =100 35 7 100 20

 7 3 20 10+ + = ⇒ =x x با معلوم شدن n می توان x را نیز به دست آورد: 

P
f

n
y

i
i= × == × = ⇒100 5010

20 100 50 کنیم:  با مشخص شدن مقدار x، می توانیم درصد داده های هوای ناسالم یعنی y را محاسبه 

35 50 100 15+ + = ⇒ =z z از طرفی جمع درصد داده ها همیشه 100 است. بنابراین مقدار z هم به دست می آید: 

3 درست است. گزینۀ  بنابراین تنها 
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گر همۀ داده ها دچار تغییرات یکسانی شوند، میانه در 3 حالت زیر برای داده های جدید قابل محاسبه است:  ا

کم خواهد شد. کم شود، همان عدد عیناً به میانه اضافه و یا از آن  گر عددی به همۀ داده ها اضافه یا از همۀ داده ها  1  ا

7 خواهد بود. 3 4− = a برابر  b e− − −3 3 3, , ...,  اگر میانۀ a, b, c, d, e برابر 7 باشد، میانۀ

گر عددی در همۀ داده ها ضرب یا همۀ داده ها بر آن تقسیم شود، همان عدد عیناً در میانه ضرب و یا تقسیم خواهد شد. 2 ا

2  خواهد شد. 3 6× = 3 برابر 3 3 3a b c d, , ,   اگر میانۀ داده های a , b , c , d برابر 2 باشد، میانۀ داده های 

aQ خواهد شد. b
2
+ a برابر  a ax x xb b b

n1 2+ + +, , ... , Q باشد، در این صورت میانۀ داده های
2
x برابر  x x

n1 2, , ... , گر میانۀ داده های 3  ا

) خواهد بود. )2 3 1 5× − = 2 برابر 1 2 1 2 1 2 1a b c d− − − −, , ,  اگر میانۀ داده های a , b , c , d برابر 3 باشد، آنگاه میانۀ
کم تر از میانه و همان تعداد دادۀ بزرگ تر از میانه به داده ها اضافه یا از میان داده ها حذف شود، میانه تغییری نمی کند. گر k دادۀ  ا

کدام است؟ 2 11 2 11 2 11a e f−− −− −−, ..., , aبرابر 27 باشد، میانۀ داده های b c d e, , , , , f گر میانۀ داده های  ا
45 )4  44 )3  42 )2  43 )1

′ = − = × − =Q Q2 22 11 2 27 11 43  1

116 

ها
ک 

چار
بۀ 

اس
مح

نشان می دهند. همچنین میانۀ  Q
1

گر در داده های کوچک تر از میانه مجدداً میانه را حساب کنیم، عدد حاصل را چارک اول می نامند و با  ا

Q نشان می دهند. میانه، خودش چارک دوم محسوب می شود.
3

داده های بزرگ تر از میانه را چارک سوم می نامند و با

                             نیمه اول                                نیمه دوم

            

1 1 3 3 5 7 17 191 3 4 11 17

1
1 3
2

2 2 4

, , , , , , , , , , , ,
� �� �� � ��� ���

↓ ↓ ↓
=

+
=

=
Q

Q
Q33

11 17
2

9=
+

=
                    

                                          نیمه اول                                نیمه دوم

2 3 3 4 4 5 6 7 7 9 9 104 6 8

1 2 34 6

, , , , , , , , , , , , , ,
� ��� ��� � ��� ���

↓ ↓ ↓
= = =Q Q Q 88

را از ابتدا و انتهای  Q
3

Q و
1

 برای پیدا کردن سریع تر چارک اول و سوم، اولین عدد زوج بعد از تعداد داده ها را بر 4 تقسیم می کنیم. عدد به دست آمده، جایگاه

داده ها معلوم می کند.
Q است.

3

Q و دادۀ پنجم از انتها
1

20 می رسیم، یعنی دادۀ پنجم از ابتدا
4 5=  اگر تعداد داده ها 18 باشد، به عدد

را به ما می دهد. Q
3

و از انتها Q
1

18 می رسیم، یعنی میانگین داده های چهارم و پنجم، از ابتدا
4 4 5= /  اگر تعداد داده ها 17 باشد، به عدد

گر این عدد مضرب 4 نباشد، چارک اول و سوم جزء داده ها  هستند ولی ا Q
3

و Q
1

گر عدد زوج بعد از n بر 4 بخش پذیر باشد، دو تا از داده ها ا
نیستند و از میانگین دو داده به دست می آیند.

کدام است؟   )داخل - 98( Q Q Q
Q Q
1 3 2

3 1

2++ −−
−−

گذشته به صورت زیر است، مقدار کشور در 10 سال  خ بیکاری یک   نر

 -0/125 )2   -0/225 )111/512/813/511/212/3

10/611/910/630/212/7   0/275 )4   0/175 )3

کوچک به بزرگ مرتب می کنیم:     2 داده ها را از 
                                                                                                                                                                                              نیمۀ دوم داده ها                                                        نیمۀ اول داده ها

10 6 10 6 11 5 12 7 13 5 3011 2 11 9 12 3 12 8/ , / , , / , , , / , , / ,/ / / /
� ����� �����

//2
� ������ ������

Q3 و در نتیجه خواهیم داشت: 12 8= / Q1 و  11 2= / Q2و همچنین
11 9 12 3

2 12 1= + =/ /
/ بنابراین

Q Q Q

Q Q
1 3 2

3 1

2 11 2 12 8 2 12 1
12 8 11 2

24 24 2
1 6 0 1

+ −
− = + − ×

− = − = −( / / ) /

/ /

/

/
/ 225
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نشان داده می شود. جذر مثبت واریانس را انحراف  σ2 کندگی داده ها واریانس است.که با نماد  کارآمد در تشخیص پرا  یکی از شاخص های مهم و 
σ نشان می دهند. بنابراین واریانس و انحراف معیار همواره اعداد حقیقی نامنفی ]بزرگتر مساوی صفر[ هستند و نکتۀ بسیار مهم  معیار می نامند و با
کم  کندگی داده ها حول میانگین شان  کوچک تر و به صفر نزدیک تر باشند، پرا کندگی  که هرچه این شاخص های پرا در مورد این شاخص ها این است 

کندگی بیشتری دارند. و در نتیجه داده ها به هم نزدیک ترند و هر چه این شاخص ها بزرگ تر و از صفر دورتر باشند، داده ها از هم دورترند و پرا

کم تر کندگی  کوچک تر، پرا کندگی بیش ترواریانس  واریانس بزرگ تر، پرا

x داده شده باشد، در این صورت واریانس آن ها از رابطۀ زیر به دست می آید: x x
n1 2, , ... , گر چند داده به صورت  ا

σ2
2

1
2

2
2 2

=
−

=
− + − + + −∑ (x ) ( ) ( ) ( )

i n
x

n

x x x x x x

n



کنیم: یعنی برای محاسبۀ واریانس همواره باید دو مرحلۀ زیر را مطابق جدول طی 

11 کدام است؟روش محاسبۀ واریانس 2 8, , ,  واریانس داده های

1x محاسبۀ میانگین داده ها    = + + + =11 2 8
4 3                                                                       

2σ2 تقسیم مجموع مربعات انحراف از میانگین داده ها بر تعداد داده ها
2 2 2 21 1 2 8

4
34
4 8 53 3 3 3= − + − + − + − = =( ) ( ) ( ) ( )

/

کدام است؟ گر میانه، میانگین و مُد برابر باشند، واریانس  ا 1 2 3 6, , , ,a  در داده های 
 2/2 )2   1/8 )1

2/8 )4   2/4 )3

4 چون از هر کدام از داده ها فقط یکی موجود است، پس برای این که مُد داشته باشیم a باید یکی از همین داده ها باشد و خود a هم مُد است، بنابراین:

a a a a a a= + + + + ⇒ = + ⇒ = ⇒ =1 2 3 6
5 5 12 4 12 3  

1هستند و واریانس آن ها به صورت زیر محاسبه می شود:  2 3 3 6, , , , بنابراین داده ها

1 x= + + + + =1 2 3 3 6
5 3                 2 σ2

3 2 22 1 0 0 3
5

14
5 2 8= − + − + + + = =( ) ( )

/

کدام است؟ که مقدار آن ها بین دو مُد قرار دارند،  33واریانس داده هایی  31 29 25 27 26 25 23 31 30, , , , , , , , ,  در داده های آماری

 2 5/  )2    2 25/ )1

3 2/  )4   2 8/  )3

 23 3325 25 26 27 29 30 31 31, , , , , , , , , کوچک به بزرگ مرتب می کنیم:   2 ابتدا داده ها را از 

1 x = + + + = =26 27 29 30
4

112
4 28 کنیم:   بنابراین باید واریانس داده های قرمز رنگ را پیدا 

2 σ2
2 2 2 226 28 27 28 29 28 30 28

4= − + − + − + −( ) ( ) ( ) ( )  σ2 4 1 1 44
10
4 2 5= + + + = = /



 فصل چهارم    آمار استنباطی 

91 90

درس اول

ص 104 تا 117 کتاب آمار و ...

 گردآوری داده ها

134 

ی
مار

ش
سر

و 
ی 

یر
ه گ

ون
نم

کارمیرونددادهنامیدهمیشوند. کهدرمحاسبه،برنامهریزیوپیشبینیبه واقعیتهاییدربارۀیکشیء

مجموعۀتمامافرادیااشیاییکهمیخواهیمدربارۀآنها،دادهراگردآوریکنیمجامعۀآماریوتعداداعضایآنرا،اندازهیاحجمجامعهمینامند.

گفتهمیشود. بههریکازافرادیااشیاییکجامعۀآماری،واحدآماری

کهباروشمشخصیانتخابشدهباشدیکنمونهوتعداداعضایآنرااندازۀنمونهیاحجمنمونهمینامند. هرزیرمجموعهازجامعۀآماری

 فرض کنید می خواهیم میانگین قد دانش آموزان مدرسه ای با 300 دانش آموز را بررسی کنیم چون تعداد دانش آموزان مدرسه زیاد است  با قرعه کشی 

20 نفر از 300 دانش آموز مدرسه را انتخاب می کنیم. در این صورت این 20 نفر یک نمونه و 300 نفر جامعۀ آماری و هر نفر یک واحد آماری و عدد قد تک تک 

دانش آموزان معرف داده های جامعه و روش مشخص قرعه کشی است.

300 دان شآموز= جامعۀ آماري300= اندازة جامعه

برایمطالعۀیکجامعۀآماریدوروشعمدهوجوددارد:

گراندازۀیکجامعهبزرگنباشد،میتوانیمهمۀواحدهایآماریراموردبررسیقراردهیم.اینروشراسرشماریمینامند. ا معمولًا 1

گرانووقتگیرباشدیااینامکانوجودداشتهباشد گراندازۀیکجامعهبزرگباشدیاهمۀاعضایآندردسترسنباشندیادسترسیبهآنها ا 2

غیامیزانخاویاردرماهیاوزونبرون[بهجایسرشماریازنمونهگیری کهدراثرمطالعه،نمونههاازبینبرود]مانندبررسینطفهداربودنتخممر

استفادهمیکنیم.

ورش ماهی را تخمین بزنیم. به  این منظور، 5 ماهی از میان آن ها صید  کرده و وزن آن ها را اندازه  می گیریم،    می خواهیم وزن  ماهی های یک حوضچۀ پر

کل ماهی های درون حوضچه، معرف  و عدد وزن تک تک  در این صورت  این 5 ماهی، معرف یک   و هر ماهی درون حوضچه، یک   و 

ماهی های درون حوضچه،  است.

2(	واحد	آماری	-	داده	-	نمونه	-	داده	های	جامعه	 1( نمونه		-	داده	-	جامعۀ	آماری	-	متغیّر	

4(	واحد	آماری	-	داده	-	جامعۀ	آماری	-	داده	های	جامعه	 3( نمونه	-	واحد	آماری	-	جامعۀ	آماری		-	داده	های	جامعه	

وزن	تک	تک	 و	عدد	 آماری	 درون	حوضچه،	معرف	جامعۀ	 ماهی	های	 کل	 و	 آماری	 واحد	 درون	حوضچه،	یک	 ماهی	 هر	 و	 نمونه	 	 ماهی،	معرف	یک	 	5  3

ماهی	های	درون	حوضچه،	داده	های	جامعه	است.

 چه زمانی از روش نمونه گیری به جای سرشماری استفاده می گردد؟

2(	لیست	افراد	جامعۀ	آماری	موجود		نباشد. 1( جامعه	محدود	و	قابل	شمارش	باشد. 

4( لیست	افراد	جامعۀ	آماری	در	درست	باشد. 3( جامعۀ	آماری	نامحدود	و	غیر	قابل	شمارش	باشد.	

که	جامعه	محدود	و	قابل	شمارش	باشد،	از	روش	سرشماری	استفاده	می	شود	 3 وقتی	جامعه	نامحدود	و	غیرقابل	شمارش	باشد،		از	روش	نمونه	گیری	و	هنگامی	

اما	موجود	بودن	لیست	افراد	جامعه	یا		موجود	نبودن	آن	دلیلی	برای	استفاده	از	نمونه	گیری	به	جای	سرشماری	نیست.

کنیم در این صورت هر سگ   است. گی های سگ های ولگرد تهران را بررسی   می خواهیم برخی ویژ

2(	یک	واحد	آماری		 	 1( یک	نمونه		

4( یک	آماره 	 3( یک	داده		

2 هر	سگ	یک	واحد	آماری	است.		
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گرجامعۀآماریقابلفهرستکردننباشد،جامعهرابهدستههایازیرمجموعههاییتقسیمبندیمیکنیم]تعداداعضایزیرمجموعههالزوماًبرابر ا

نیست.[وهرزیرمجموعهرایکخوشهمینامیم.حالچندخوشهرابهروشنمونهگیریتصادفیسادهانتخابمیکنیمودرهریکسرشماریانجام

میدهیم]یعنیهمۀواحدهایآماریخوشههایانتخابشدهرابهعنواننمونهدرنظرمیگیریم[.اینروشنمونهگیریرانمونهگیریخوشهایمینامند.

 برای محاسبۀ میانگین نمرات حسابان دانش آموزان شهر تهران ، می توان چند مدرسه را انتخاب کرد و دانش آموزان هر مدرسه را سرشماری کرد ]یعنی نمرۀ 

حسابان همۀ دانش آموزان درون مدرسه را بررسی کرد[ در این حالت هر مدرسه یک خوشه محسوب می شود.

درنمونهگیریخوشهای،واحدهایآماری 1

درونهرخوشهازنظرمسافتنزدیکبه

همهستند.

 دانش آموزان درون مدرسه از نظر مسافت 

نزدیک به هم هستند که باعث کاهش هزینه 

در نمونه گیری خواهد شد.

درون بررسی مورد ویژگیهای چقدر هر 3

خوشههاتفاوتبیشتریداشتهباشند،میتوان

کلجامعه گفتخوشههاازتنوعیشبیهتنوع

برخوردارندودقتدرنمونهگیریخوشهایبهتر

خواهدشد.

دقتدرنمونهگیریخوشهایازدقتدرنمونهگیری 2
کمتراست. تصادفیساده،

در نمونه گیری خوشه ای احتمال انتخاب خوشه ها باهم برابر است و چون در همۀ خوشه های انتخاب شده سرشماری انجام می شود، احتمال انتخاب هر یک 

تعداد	خوشه	های	انتخاب	شده                                                                          

کل	خوشه	ها تعداد	
P

n
N

= = از واحدهای آماری نیز با هم برابر بوده و برابر است با:                                                                                              



 در نمونه گیری خوشه ای    

1( جامعه	به	زیرمجموعه	هایی	با	تعداد	عضوهای	برابر	افراز	می	شود.

2( احتمال	انتخاب	خوشه	ها	باهم	برابر	نیست.

3( احتمال	انتخاب	واحدهای	آماری	با	هم	برابر	نیست.

کل	جامعه	برخوردارند. 4( خوشه	ها	از	تنوعی	شبیه	تنوع	

4 بررسی گزینه ها:

	نمونه	گیری	خوشه	ای	جامعه	به	زیرمجموعه	هایی	ناتهی	افراز	می	شود	که	لزوماً	تعداد	عضوهای	زیرمجموعه	ها	برابر	نیست. 1 در

	نمونه	گیری		خوشه	ای	چون	خوشه	ها	بر	اساس	نمونه	گیری	تصادفی	ساده	انتخاب	می	شوند	،	احتمال	انتخاب	خوشه	ها	باهم	برابر	است. 2 در

	انتخاب	سرشماری	می	شود،	احتمال	انتخاب	تمام	واحدهای	آماری	باهم	برابر	خواهد	شد. 	نمونه	گیری	خوشه	ای	چون	هر	خوشه	پس	از در  3

کل	جامعه	برخوردارند. 	تنوعی	شبیه	 	نمونه	گیری	خوشه	ای،	خوشه	ها	از 4 در

دانش آموز هستند، می خواهیم یک نمونه گیری خوشه ای از میان  100 150 200 230 270 300, , , , , Aبه ترتیب دارای B C D E F, , , , ,  هر یک از مدارس

آن ها انجام دهیم . برای این منظور دو مدرسه را به تصادف انتخاب می کنیم. چقدر احتمال دارد دانش آموزی از مدرسۀ A درون نمونۀ انتخاب شده باشد؟

 1
6

)2   1
3

)1

2
125 )4   1125 )3

انتخاب شده باشد ، چون در آن سرشماری انجام می شود ،  A است. حال اگر مدرسۀ  2
6

6 خوشه برابر 2 خوشه از میان  1 می دانیم احتمال انتخاب 

26 خواهد بود. احتمال آن که دانش آموزی از آن مدرسه در نمونه حضور داشته باشد همان
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کنیمجدولزیرراهگشاست: کلیواجمالیانواعنمونهگیریهایاحتمالیراباهممقایسه گربخواهیمدریکنگاه ا

ی
گیر

نه 
مو

ع ن
نو

گی به خصوصمعایبمزایاموارد استفاده ویژ
احتمال انتخاب هر 

واحد آماری

ده
سا

ی 
دف

صا
ت

فهرستواحدهایآماریموجود

باشد.مانندثبتنامکنندگاندر

کنکورسراسری آزمون

همۀواحدهایآماریامکان

حضوردرنمونهرادارندچون

فهرستآنهاموجوداست.

درجوامعبزرگ،زمانبَروهزینهبَردار

است،چوندسترسیبهفهرست

همۀواحدهایآماریسختاست.

شده تشکیل متمایز طبقات از جامعه گر ا

ممکن چون نیست. مناسبی روش باشد

استازبعضیطبقاتواحدآماریدرنمونه

موجودنباشد.


P

n

N
=

n=اندازۀنمونه

N=اندازۀجامعه

ی
ه ا

وش
خ

فهرستواحدهایآماریموجود

گروههای نیستولیفهرست

تشکیلدهندۀجامعهموجود

است.

کمهزینهتروسریعتر سادهتر،

ازنمونهگیریتصادفیسادهو

طبقهایاست.

ازبعضیخوشههانمایندهایدر

نمونهوجودندارد.

واحدهایآماریدرونهرخوشهبایدازنظر

مسافتبههمنزدیکباشد.


P

n

N
=

n=تعدادخوشههای

انتخابشده

کلخوشهها N=تعداد

هرخوشهبهتنهاییازتنوعیشبیهکلجامعه،

برخورداراست.

ی
ه ا

طبق

جامعهازچندگروهباویژگیهای

متمایزتشکیلشدهکهافرادهرگروه

شبیههمولیاختلافبینگروهها

زیاداست.

ازتمامطبقاتتشکیلدهندۀ

جامعه،واحدآماریدرنمونه

وجوددارد.

ازنمونهگیریتصادفیسادهو

خوشهایدقیقترولیزمانبرترو

هزینهبردارتراست.

واحد آن، باجمعیت متناسب طبقه هر از

آماریانتخابمیشود.


P

n

N
=

n=اندازۀنمونه

N=اندازۀجامعه

ک
اتی

تم
س

سی

واحدهایآماریبهطورتصادفی

فهرستشدهباشند،مانندخط

کارخانه،سالنسینماو تولید

تئاترومسابقاتپیامکی

ازتمامطبقههانمایندهدرنمونه

حضوردارد.

گروههاو تقسیمجامعهبه

دستههایمساویممکناست

هزینهبرداروزمانبرباشد.

فقطازدستۀاولیکواحدآماریبهتصادف

انتخابمیشود.


P

n

N
=

n=اندازۀنمونه

N=اندازۀجامعه
اندازۀطبقاتباهمبرابراست.

کدام نوع نمونه گیری، جامعه به چند زیر مجموعه افراز نمی شود؟  در 
2(	سیستماتیک	 	 1( خوشه	ای	

4( تصادفی	ساده 	 3( طبقه	ای	

4 به جز نمونه گیری تصادفی ساده، در سایر نمونه گیری های احتمالی همیشه جامعه را به زیرمجموعه هایی )طبقه هایی( افراز می کنیم اما:

		نمونه	گیری	خوشه	ای	بعضی	از	خوشه	ها	)زیر	مجموعه	ها(	به	تصادف	انتخاب	و	سرشماری	می	شوند. 1  در

2 در	نمونه	گیری	سیستماتیک	هیچ	طبقه	ای	به	تصادف	انتخاب	نمی	شود،	بلکه	یک	نفر	از	طبقۀ	اول	به	تصادف	انتخاب	می	شود	و	بقیۀ	افراد	طبق	رویۀ	به	خصوصی 

انتخاب	می	شوند.

3 در	نمونه	گیری	طبقه	ای	از	همۀ	طبقات	متناسب	با	جمعیت	آن	ها	واحد	آماری	به	تصادف	انتخاب	می	شود.

کن را بررسی می کنیم. این روش نمونه گیری چه  ج 40 طبقه، 5 طبقه را به تصادف انتخاب و سن تک تک افراد سا کنان یک بر برای بررسی سن سا  
نام دارد؟

2(	سامان	مند	 	 1( خوشه	ای	

4( طبقه	ای 	 3( تصادفی	ساده	

طبقه ها تنوعی شبیه تنوع کل جامعه دارند، یعنی این طور نیست که افراد یک طبقه از نظر سنی شبیه هم باشند که در آن صورت  برج  یک  1  درون 

نمونه گیری طبقه ای مناسب بود. از طرف دیگر چون در هر طبقه سرشماری انجام شده ، پس نمونه گیری به یقین خوشه ای است. می دانیم در نمونه گیری 

طبقه ای از هر طبقه ، متناسب با  جمعیت آن واحد آماری به تصادف انتخاب می شود.
گر 200 نفر از افراد شرکت کننده زن و 800 نفر آن ها مرد باشند و ما بخواهیم یک  کنیم . ا  می خواهیم میانگین قد افراد شرکت کننده در المپیک را بررسی 

کدام روش نمونه گیری مناسب تر است؟ کنیم،  نمونۀ 20 نفره انتخاب 

2(	تصادفی	ساده		 	 1( خوشه	ای	

4(	سیستماتیک 	 3( طبقه	ای	
3  نمونه گیری طبقه ای بهتر است چون جامعه از دو طبقۀ مردان و زنان تشکیل شده که از نظر قد با هم تفاوت دارند، ولی افراد هر گروه از نظر قدی شبیه هم هستند .
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گر برای  کرد. ا کردن رویّه ها و الگوریتم ها خواهد   درک و فهم ریاضی بدون توجه به استدلال امکان ندارد و آموزش ریاضیات را محدود به حفظ 

استنتاجی  که درستی آن ها را قبلًا پذیرفته ایم، از نوعی استدلال به نام استدلال  کنیم  گزاره، از حقایقی استفاده  اثبات درستی یا نادرستی یک 

کرده ایم. استدلال استنتاجی دارای انواع و اقسامی است: استفاده 

گزارۀ داده شده را به زبان ریاضی برگردانیم. جدول زیر برای برگرداندن یک  گزاره به روش اثبات مستقیم، ابتدا باید   برای اثبات درستی یک 
کمک مهمی به شما می کند: گزاره به زبان ریاضیات 

نماد ریاضی عبارت  فارسینماد ریاضی عبارت  فارسینماد ریاضی عبارت  فارسی

کامل2kعدد زوج 2دو عدد فرد متوالیk3عدد مکعب  1 2 1k k− +,

2عدد فرد 1k کامل+ )عدد فرد مربع  )2 1 2k+2دو عدد زوج متوالی 2 2k k, +

2 دو عدد فرد3kعدد مضرب 3 1 2 1k k+ ′ kسه عدد متوالی,+ k k− +1 1, ,

کامل 2 دو عدد زوجk2عدد مربع  2k k, گویا′  عدد 
p
q p q q; , ,∈ ≠ 0

 به کمک اثبات مستقیم نشان دهید جمع سه عدد طبیعی متوالی مضرب 3 است.

n n n n n+ + + + = + = +( ) ( ) ( )1 2 3 3 3 1 نشان می دهیم، در این صورت داریم:  n+2 و n+1و n سه عدد طبیعی متوالی را با 
کامل است؟ بع  کدام عبارت مر حاصل ضرب دو عدد صحیح متوالی باشد،  k گر   ا

4 1k + )4  2 1k + )3  8 1k + )2  6 1k +  )1

4 1 4 1 1 4 4 1 2 12 2k n n n n n+ = + + = + + = +( ( )) ( ) کامل�است،�زیرا:�� 4مربع� 1k+ �عبارت 4

k درست است؟ k k k( ) ( ) ( )++ ++ ++ ++1 2 3 1 گزینه دربارۀ عبارت  کدام 

2( مربع�یک�عدد�زوج�است. 1( مکعب�یک�عدد�فرد�است.� 

4( مکعب�یک�عدد�زوج�است. 3( مربع�یک�عدد�فرد�است.� 

که�با�عدد��1جمع�می�شود�فرد�خواهد�شد،�از�طرف�دیگر�داریم: حاصل�ضرب�چهار�عدد�متوالی�زوج�است�و�و�هنگامی� 3

k k k k k k k k x x x x

x x

( )( ) ( ) ( )( ) ( )+ + + + = + + + + = + + = + +1 2 3 1 3 3 2 1 2 1 2 12 2 2
 

== +( )x 1 2
بنابراین�این�عبارت�مربع�یک�عدد�فرد�است.�

کنیم، عدد حاصل : گر به حاصل ضر ب دو عدد فرد متوالی یک واحد اضافه   ا

کامل�است. 4( مکعب� 3( بر��3بخش�پذیر�است.� کامل�است.� 2( مربع� 1( مضرب��8است�.�

( )( ) ( )2 1 2 1 1 4 1 1 4 22 2 2k k k k k− + + = − + = =   2

: n>>1 به ازای  n4 4++ گر n یک عدد طبیعی باشد عبارت  ا

2( قابل�تجزیه�به�حاصل�ضرب�دو�عدد�طبیعی�است. کامل�است.�  1( مربع�

4( یک�عدد�اول�است. 3( همواره�زوج�است.� 

است،�بنابراین�: a b a b ab2 2 2
2+ = + −( ) می�دانیم 2

n n n n n n n n n4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 24 2 2 2 2 2 2 2 2+ = + = + − = + − = + −( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( 22 2 2+ + n)
بنابراین�عبارت�قابل�تجزیه�به�حاصل�ضرب�دو�عدد�طبیعی�است.
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A و مجموعۀ مقسوم علیه های  ={ , , , }1 2 3 6 6 از طرفی مجموعۀ مقسوم علیه های 6 به صورت 12بنابراین می توان گفت12 6 2= ×  می دانیم

کلی خواهیم داشت: A، بنابراین به طور  B⊆ که }=B است و بدیهی است  , , , , , }1 2 3 4 6 12 12 به صورت

                                
a b {aمقسوم علیه های} {⊆ bمقسوم علیه های}

. a b {مقسوم علیه هایa}آنگاه {⊆ bگر}مقسوم علیه های عکسرابطۀفوقنیزدرستاستیعنیا

کوچک تر یا مساوی مجموعۀ مقسوم علیه های b است. بنابراین از   a همواره به نوعی مجموعۀ مقسوم علیه های ، a bدر رابطۀ بخش پذیری 

کردن را لاغر و سمت راست را چاق می نامیم. کتاب سمت چپ رابطه عاد  این به بعد به طور قراردادی در این 

 چاق| لاغر

صفر چاق ترین عدد است چون بر تمام اعداد بخش پذیر است.

لاغرترین اعداد هستند.چون همه اعداد را می شمارند. ±1

. a a هر عددی چاق تر یا لاغرتر از خودش محسوب می شود چون به ازای هر a داریم

 همواره در یک بخش پذیری می توان چاق را چاق تر و همچنین لاغر را لاغرتر کرد. این قضیه را به طور قراردادی در این کتاب قانون لورل - هاردی می نامیم.

a b a b⇒
 

10 5b b⇒− ⇒ −12 36 4 368 24 4 24⇒5 5 2b b⇒ 2 8 2 8 3⇒ × −( )412 412 5⇒ ×

عوامل لاغریعوامل چاقی

1 تقسیم شدن بر یک عدد صحیح1 ضرب شدن در یک عدد صحیح

 a b a b⇒ 4               8 8b ab⇒                 a b a bc⇒ 2b a b a⇒             7 7b a a⇒               bc a b a⇒   

2  کاهش توان2 افزایش توان

   2 6 2 62⇒                   a b a b⇒ 2                  a b a b2 2 5| |⇒a b a b2 ⇒               2 23 2a a⇒              a a3 236 36⇒

درستنیست.
ً
گرلاغر،چاقشودیاچاق،لاغرشودنتایجبهدستآمدهالزاما کها بدیهیاست

کنیم. در تمام موارد زیر لاغر، لاغر تر و در عین حال  که چاق را چاق تر می کنیم می توانیم توأم با آن لاغر را نیز لاغرتر  که همزمان   بدیهی است 

a b a b2 3 6⇒a b a b3 2 2 3⇒2
2a b a b⇒a b a b2 3⇒ چاق، چاق تر شده است:     

کرد: می توان طرفین یک بخش پذیری را با هم چاق یا با هم لاغر 

m ma b a b⇒     m∈ − { }0a b a bm m⇒     m ∈a b a bn n ⇒     n ∈a b a bn n⇒     n ∈

2 5 6 5 2 6× × ⇒2 6 2 5 6 5⇒ × ×2 6 2 62 2⇒2 6 2 62 2⇒

کمشدنیکعددازطرفلاغرباعثلاغریآننمیشود.درواقع که جمعشدنطرفچاقبایکعددصحیحموجبچاقینمیشودهمانطور
کهباعثلاغری کهباعثچاقیمیشودضربشدندرعددصحیحوافزایشتواناستوهمچنینتنهااعمالی درقضیۀلورل-هاردیتنهااعمالی

کاهشتواناست. 510میشودتقسیمشدن]ازدستدادنعامل[و 5 210
3

⇒ −


|                          618 618 4
22

⇒ +
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که در حوالی m باشد، پیدا می کنیم؛  کوچک ترین توان a را  که باقی ماندۀ آن بر m برابر با 1 باشد، ابتدا   a کوچک ترین توان کردن   برای پیدا 
گر عددی غیر از 1 یا1− شد با ضرب طرفین  « شد، طرفین را به توان 2 می رسانیم و ا گر »1− که به نتیجه رسیده ایم، ا گر باقی مانده »1« شد  ا

کنیم. هم نهشتی در a  یا توان های a ، سعی می کنیم طرف دوم را به m نزدیک و سپس ساده 

که باقی ماندۀ تقسیم آن بر 11 برابر » 1« باشد کنیم  کنید می خواهیم توانی از 3 را پیدا  فرض 

1  کوچک ترین توان 3 را که در حوالی )کمی کمتر یا کمی بیشتر( 11 است در پیمانۀ 11 کوچک می کنیم:  3 2211≡ −

نشد، طرفین را در توانی از 3 ضرب می کنیم تا طرف دوم به حوالی 11 برسد: 2 چون باقی مانده 1 یا1−
3 2 3 6 5211 311 113≡ −  → ≡ − ≡×

33 مجدداً این کار را ادامه می دهیم؛ تا اولین توان از 3 که در پیمانۀ 11 برابر 1 شود، به دست آید: 5 3 15 4 3 12 1311 411 11 511 113 3≡  → ≡ ≡  → ≡ ≡× ×

کنید: کردنطرفینهمنهشتی،طرفینرابهتوانبرسانیم.بهمثالزیرومیانبُرآندقت گاهیاوقاتمیتوانیمبهجایضرب 

که باقی ماندۀ آن بر 25 برابر » 1« شود کنیم  کوچک ترین توان از 2 را پیدا  کنید می خواهیم   فرض 

12 کوچک ترین توان 2 را که در حوالی 25 قرار دارد در پیمانه 25 کوچک می کنیم: 7525≡

نشد، طرفین را در توانی از 2 ضرب می کنیم تا طرف دوم به حوالی 25 برسد: 22  چون باقی مانده 1 یا1− 2 7 2 28 35 225 225 25
× ≡ × ≡ ≡

32 مجدداً این کار را ادامه می دهیم تا اولین توان از 2 که در پیمانۀ 25 برابر 1 شود به دست آید: 2 3 2 1 2 1 2 17 325 3 25 1025 2 2025

24
× ≡ × ≡ − ⇒ ≡ − ⇒ ≡


( )

کرد: کوچکترینتوانشایدبتوانمیانبُرهاییهمزدمثلًادرهمینمثالبهصورتزیرهممیشدعمل گاهیدرفرآیندیافتن
2 7 2 7 2 49 1 2 15 25 5 25 2 1025 25 2025≡ ⇒ ≡ ⇒ ≡ ≡ − ⇒ ≡( )

an بر m  باید مراحل زیر را طی  کنیم: کردن باقی ماندۀ تقسیم  برای پیدا 
ab
m
≡1 که باقی ماندۀ آن بر m برابر 1 شود یعنی:  را پیدا می کنیم  abمانند a 1 ابتدا توانی از

a a a a a an bq b qr r r r
m m m

= ≡ × ≡ × ≡+ ( ) 1 [ و n را بر حسب b مرتب می کنیم:  n bq r= + 2 باقی ماندۀ n را بر b پیدا می کنیم ]یعنی

کوچک تر از m برسیم.   کوچک می کنیم تا به عددی صحیح و   m را در پیمانۀ ar 3 در انتها

کنیم.  559را بر 11 پیدا  کنید می خواهیم باقی ماندۀ فرض 

15 ابتدا توانی از 5 را پیدا می کنیم که باقی ماندۀ آن بر 11 برابر 1 شود: 3 5 15 4 5 20 2 5 10 12 11 3 11 11 4 11 11 5 11 115 5 5≡ → ≡ ≡ → ≡ ≡ − → ≡ − ≡× × ×

5 باید باقی ماندۀ 59 را بر 5 را حساب کنیم: 15 11≡ 259 با توجه به  این  که 11 5 4 5 5 5 5 1 559 11 11 1111 115 54 4 4= × + ⇒ ≡ ≡ × ≡ ×× + ( )

را بر 11 پیدا می کنیم: 54 35 باقی ماندۀ 5 5 3 3 94 11 2 2 11 11
≡ × ≡ × ≡

بزرگیحاصل 
ً
کهباقیماندۀnرابرbبهدستمیآوریمعددنسبتا گاهیاوقاتبعدازاین  ab

m
کردن1≡ برmپسازپیدا an درمحاسبۀباقیماندۀ

کردهودرهمضربکنیم. گانهحساب رابهچندقسمتخردکنیموباقیماندههایهرقسمتراجدا ar میشود.دراینمواردبهتراست

می خواهیم باقی ماندۀ تقسیم745 بر 13را به دست آوریم.

1 ابتدا توانی از 7 را پیدا می کنیم که باقی مانده آن بر 13 برابر با 1 باشد:  7 10 7 70 5 7 25 1 7 1213 313 13 6 13 13 12137≡ → ≡ ≡ ⇒ ≡ ≡ − ⇒ ≡×

7باید باقی ماندۀ تقسیم 45 را بر 12 پیدا می کنیم: 11213≡ 245 با توجه به  این که  3 12 9 7 7 7 7 745 13 13 133 312 129 9 9= × + ⇒ ≡ ≡ × ≡× + ( )

79 را در پیمانۀ 13 ساده  کنیم: 37 حال باید 7 7 1 5 5 8913 6 3 13 13 13
≡ × ≡ − × ≡ − ≡( ) ٌ



 فصلدوم    تئوریاعداد 

189 188

270 

ی
گر
طه
حا
دا
عد

کمترینتعدادعضورادارند،مجموعۀاحاطهگرمینیمممینامند. که گرافG،مجموعههایاحاطهگریرا دربینتماممجموعههایاحاطهگر
نمایشمیدهیم. γ( )G گرافGمینامیموبا تعداداعضایچنینمجموعهایراعدداحاطهگری

مجموعه می گویند. −γ گراف G را یک گاهی اوقات برای راحتی، یک مجموعۀ احاطه گر مینیمم از   

Dیک مجموعۀ احاطه گر محسوب می شود اما این  b b b b1 1 2 3 4={ , , ,  گراف شکل مقابل را در نظر بگیرید. مجموعۀ{

مجموعۀ  یک  ′ =D a a2 1 2{ , مجموعۀ{ که  می شویم  متوجه  دقت  کمی  با  نیست.  مینیمم  احاطه گر  مجموعۀ  مجموعه، 

است. γ( )G =2 مجموعه است و در نتیجه −γ احاطه گر مینیمم یا اصطلاحاً یک

Dهر کدام یک مجموعۀ احاطه گر محسوب می شوند. اما 
3
={c,a,y} ,D x y z t

2
={ , , , } ,D b

1
={a, ,c,d}را در نظر بگیرید مجموعه های G گراف 

است. γ( )G =2 مجموعه هستند و در نتیجه −γ D یک مجموعۀ احاطه گر مینیمم یا اصطلاحاً یک c t
5
={ , } Dیا

4
={d,x}مجموعه هایی  مانند

c

b dx

a

y

t
z

    

D
4
={d,x}D

3
={c,a,y}D x y z t

2
={ , , , }D b

1
={a, ,c,d}G


γ( )G p≥ ∆ +





1 عدداحاطهگریگرافGباشد،آنگاه: γ( )G باشدو ∆ کزیممدرجۀ گرGیکگرافpرأسیباما ا

گراف ها و همچنین  گراف های 0- منتظم و 1- منتظم و مکمل تمام این  و تمام  P C
n n
, گراف ها از جمله عدد احاطه گری در بسیاری از   

به دست می آید. γ ( )G P= +




∆ 1

که رأس فول یا نیم فول دارند از رابطۀ گراف های  تمام 

3 2 4 5 5/ , =  = کوچک ترین عددصحیح بزرگ تر و یا مساوی x است. مثلًا:                      به معنای سقف عدد x است و نشان دهندۀ  x   نماد
                                      

. از طرفی به سادگی معلوم است  γ( )G ≥ 





=5
4  گراف مقابل را در نظر بگیرید. با توجه به قضیه فوق می توان گفت که2

D یک مجموعۀ احاطه گر است؛ بنابراین عدد احاطه گری این گراف دقیقاً 2 است و نمی تواند کمتر از 2 باشد. a c= { }, که

بین	 مسافت	 و	 روستا	ها	 آن	 بین	 جاده	های	 و	 روستا	 چند	 شامل	 منطقه	 یک	 نقشۀ	 با	 نظیر	 گراف	 مقابل،	 گراف	   

نزدیک	ترین	 	 از که	فاصلۀ	هر	روستا	 کنیم	به	طوری	 	روستا	ها	احداث	 از 	برخی	 گر	بخواهیم	چند	مدرسه	در ا آن	هاست.	

کرد؟ کیلومتر	نباشد	حداقل	چند	مدرسه	باید	احداث	 	4	 مدرسه	بیش	از

 3 )2    2 )1

 5 )4   4 )3

احداث شود: i d b, , 21 حداقل 3 مدرسه باید در مناطق 
3

2

b d 

i 

2

4
2
1

1 2

3 1

3

 دارد؟ C مجموعۀ	متمایز	فاقد	رأس −−γγ گراف	مقابل	چند 	
3 )2    2 )1

 5 )4   4 )3

D b e D a d D b d1 2 3= = ={ , } { , } { , }, ,
 مجموعه های فاقد رأس C عبارتند از:  −γ گراف  2 در این 
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استوآنرأسبهتنهایییکمجموعۀاحاطهگرمینیمماست. γ ( )G است،عدداحاطهگریبرابربا1= ∆= −p درگرافهاییکهرأسفولوجوددارد،یعنی1

که	رأس	فول	دارند گراف	هایی	 	 نمونه	هایی	از	مجموعۀ	احاطه	گر	مینیمم	در

v1

v2

v3v4

v5

v7

v6

v1

v4

v5

v2

v3

v1

v4

v5 v2

v3

D v={ }
1

D v={ }
1

D v={ }
4

D v={ }
1

کدامازآنرأسهابهتنهایییکمجموعۀاحاطهگرمحسوبمیشوند. گرافدارایچندینرأسفولباشد،هر گر کها بدیهیاست

 در گراف G از مرتبۀ 6 مجموع درجۀ تمام رئوس برابر 30 است، عدد احاطه گری این گراف کدام است؟

degv q q
i
= = ⇒ =∑ 2 30 15  مجموع درجۀ رئوس در هر گراف ساده دو برابر تعداد یال هاست بنابراین:   

حال گرافی با 6 رأس و 15 یال یک گراف کامل است که همۀ رأس های آن فول است. بنابراین عدد احاطه گری آن 1 است.

دو نتیجه از  قبلی

γاست. ( )T
n

]درختستارهای[عدداحاطهگریبرابر1= Tn γاست.1  درگراف ( )kn کامل[،عدداحاطهگریبرابر1= ]گراف k
n
2 درگراف

مجموعۀ احاطه گر هر رأس دلخواه است.مجموعۀ احاطه گر رأس مرکزی است.

است. γ ( )G =2 است،عدداحاطهگریبرابربا ∆ = −p 2 کهرأسفولوجودنداردامارأسنیمهفولوجوددارد.یعنی گرافهایی در

که	رأس	نیمه	فول	دارند گراف	هایی	 	 نمونه	هایی	از	مجموعۀ	احاطه	گر	مینیمم	در

	است. عدد	احاطه	گری	برابر	با	 7 1 1 1 1 1 1 1, , , , , , , گرافی	با	درجۀ	رئوس 	  در

 1 )2   7 )1

5 )4   6 )3

است. γ ( )G =1 گراف یک رأس فول دارد عدد احاطه گری آن برابر  1 چون 

	است.	 گراف	مقابل	برابر	با	 	عدد	احاطه	گری	

3 )2   2 )1

4 )4    1 )3

)γ است. )G =2 گراف  که نیمه فول محسوب می شود، بنابراین عدد احاطه گری  گراف از درجۀ 7 است  گراف برابر 9 است و یکی از رأس های  1 مرتبۀ 
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است γ ( )K nn = گرافهای0-منتظممرتبۀnبرابر است.1  عدداحاطهگریدر γ ( )G n=
2

گرافهای1-منتظممرتبۀnبرابر 2 عدداحاطهگریدر

γ ( )G =5γ ( )G =4γ ( )G =7γ ( )G =4

	داردمجموعۀ	احاطه	گر	مینیمم	یک	مجموعه	شامل	تمام	رأس	هاست. 	هر	دو	رأس	مجاور،	یک	رأس	حضور در	مجموعۀ	احاطه	گر	مینیمم،	از

C
n

استودرحالتیبهدستمیآیدکهگراف2-منتظممرتبۀnبهصورت n
3







کمترینمقداربرایعدداحاطهگرییکگراف2-منتظمبرابر 

گراف2-منتظممرتبۀ9رسمشدهاست: رسمشود.]البتهدربرخیازحالتهایدیگرنیزممکناستبههمینعددبرسیم.[جدولزیربرای

گراف	2-	منتظم	مرتبۀ	9 	 کمترین	عدد	احاطه	گری	در

  
  

γ( )G = 3γ ( )G =4   γ( )G = 3

  γ( )G = 3

وهمچنینبعضیازشکلهایدیگررخمیدهد. C
9

کهدر است   =93 گرافهایفوق3   کمترینمقداربرایعدداحاطهگری

) C
4

بزرگترینمقداربرایعدداحاطهگرییکگراف2-منتظمدرحالتیبهدستمیآیدکهبخشهایازگرافبهشکلچهارضلعییا)یعنی

گراف2-منتظممرتبۀ12رسمشدهاست: ترسیمشدهباشد.]البتهدربرخیازحالتهایدیگرنیزممکناستبههمینعددبرسیم.[جدولزیربرای

گراف	2-	منتظم	مرتبۀ	12 	 بیش	ترین	عدد	احاطه	گری	در

    
C

3

C
3

C
3

C
3

C
4

C
4

C
4

C C C3 4 5C C C3 4 5C C C3 4 5  
C12

 

γ( )G = 4γ( )G = 6γ ( )G =5γ( )G = 4

گرافبهشکلچندچهارضلعیرسمشدهاست،بهدستآمده. که  بیشترینعدداحاطهگریبرابربا6استودرحالتی

گراف دارد و الگوی مشخص و قابل پیش بینی ندارد. گراف های منتظم با درجۀ رئوس بزرگ تر بستگی به شکل  گراف های 3- منتظم و  عدد احاطه گری در   

گراف	های	زیر	در	همۀ	حالات	یکسان	است؟ 	 کدام	یک	از  عدد	احاطه	گری	

2( 2- منتظم مرتبۀ 10  1( 2- منتظم مرتبۀ 9  

4( 2- منتظم مرتبۀ 12 3( 2- منتظم مرتبۀ 8  

که رسم شود برابر با 4 خواهد شد. گراف 2- منتظم مرتبۀ 10 به هر شکلی  2 عدد احاطه گری 
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کهباحذفهریکازرأسهایش]یعنیهررأسدلخواه[دیگراحاطهگرنباشد،احاطهگرمینیمالمینامیم. یکمجموعۀاحاطهگررا

دیگر احاطه گر  D
1

e، مجموعۀ a یاc یا  Dیک مجموعۀ احاطه گر مینیمال است چون با حذف هر کدام از عضوهای  a c e
1
={ , , مجموعۀ{ G1  در گراف

D یک مجموعۀ احاطه گر مینیمم است که یک مجموعۀ احاطه گر مینیمال  a d
2
={ , یک مجموعۀ احاطه گر مینیمم نیست امّا مجموعۀ{ D

1
نخواهد بود. ولی

Dیک مجموعۀ احاطه گر مینیمال است اما یک مجموعۀ احاطه گر  a b c d i
1
={ , , , , نگاه کنید، در این گراف مجموعۀ{ G2نیز محسوب می شود. حال به گراف

است. γ( )G = 3 D یک احاطه گر مینیمم و در عین حال مینیمال است؛ بنابراین در این گراف e i g
2
={ , , مینیمم نیست. اما مجموعه{

G2G1

a

cd

h

b
e

g

f

a

cd

h

be

g

f

a b

e d

f c

a b

e d

f c

D e i g
2
={ , , }D a b c d i

1
={ , , , , }D a d

2
={ , }D a c e

1
={ , , }

 یک مجموعۀ احاطه گر 
ً

 یک مجموعۀ احاطه گر مینیمم نیست اما هر مجموعۀ احاطه گر مینیمم قطعا
ً

 یک مجموعۀ احاطه گر مینیمال الزاما
مینیمال نیز محسوب می شود.

)داخل - 98( گراف	روبه	رو،	یک	مجموعۀ	احاطه	گر	مینیمال	است؟		 کدام	مجموعه	برای	 	 

 { , , , }a d e g )2    { , , , }a c e g )1
a

b 

c 

d 
e 

f 

g 
 { , , , }a d e f )4   { , , , }a b d e )3

مجموعۀ  و  است  آمده  به دست   C
4

گراف و  پترسن  گراف  اتصال  از  گراف  این   2
}یک مجموعۀ احاطه گر مینیمم است که مینیمال نیز محسوب می شود. , , , }a d e g

a

c 

d e g 

)خارج - 98( گراف	روبه	رو،	یک	مجموعۀ	احاطه	گر	مینیمال	است؟		 کدام	مجموعه،	برای	 		

 {b ,c ,e ,d ,g} )2   { , , , , }a b c d h )1
a

b 

c 
d 

e 

f 
g 

h 

 { , , , , }a c e d g )4   {a , , , , }c e d h )3

به دست آمده  C
4

3 این گراف از اتصال یک گراف همیلتنی نوع دوم و یک گراف
که  است  مینیمم  احاطه گر  مجموعۀ  }یک  , , , , }a c e d h مجموعۀ و  است 

مینیمال نیز محسوب می شود.
a

c 

d 

e 

h 

که	مجموعۀ	احاطه	گر	مینیمال	دو	عضوی	غیر	یکتا	داشته	باشد؟ Vوجود	دارد	 a b c=={{ }}, , گراف	با	رئوس 	چند	

 2 )2    6 )1

4 )4   3 )3

گراف مطابق شکل وجود دارد: 3 تنها سه 
b c 

a

a c 

b 

a b

c 
چند	مجموعۀ	احاطه	گر	مینیمال	سه	عضوی	دارد؟ C6 		گراف

 2 )2    1 )1

4( بیش از 3   3 )3

2  این گراف دارای 2 مجموعۀ احاطه گر مینیمال سه عضوی به صورت مقابل است:

a1

a2

a3

a4

a5

a6

a1

a2

a3

a4

a5

a6

        a1

a2

a3

a4

a5

a6

a1

a2

a3

a4

a5

a6
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کنیم، n جای خالی در نظر می گیریم و خانه ها را طبق اصول زیر پُر می کنیم.  گر بخواهیم تعداد اعداد n رقمی با ارقام داده شده را پیدا   ا

اصول عدد نویسی

گر مسئله محدودیت یا شرطی برای یک خانه قائل شده بود، اول آن را پُر می کنیم 1 ا

کم می شود. گر تکرار ارقام مجاز نباشد، در هر مرحله یک واحد از تعداد ارقام   از سمت چپ به راست پر می شوند و ا
ً
2 خانه ها معمولا

که رقم سمت چپ هیچ عددی صفر نیست. 3 واضح است 

کنیم. }استفاده  , , ,..., }0 1 2 9 که مجازیم از هر یک از ارقام گفته نشود با چه رقم هایی باید عدد بنویسیم، بدیهی است  گر  4 ا

گر صحبتی در رابطه با مجاز بودن تکرار ارقام نشد، تکرار ارقام مجاز است. البته گاهی با بیان جملات زیر به  طور غیرمستقیم در مسئله تکرار  ا
را غیرمجاز می کنند:

گرفتن ارقام ...                                                                                  تعداد جایگشت های موجود با ارقام ... کنار هم قرار   با 
که هیچ دو رقم آن شبیه هم نیست ...                                        با ارقام عددِ ... یک عدد می نویسیم ...  تعداد اعدادی 

که برای خانۀ سمت راست محدودیت  گی هایی مانند فرد، زوج و مضرب 5 و ... به میان آمده بود  گر صحبت از ویژ  در سؤالات ساختن عدد، ا

گذشته به سراغ سایر خانه ها می رویم.  ایجاد می کند، ابتدا تکلیف آن را مشخص می کنیم و سپس طبق روال 

 تعداد اعداد فرد سه رقمی کدام است؟ 
 ابتدا خانۀ سمت راست را پر می کنیم سپس به سراغ اولین خانۀ سمت چپ می رویم:

} کدام است؟  , , , , , }0 12 3 4 5  تعداد اعداد سه رقمی مضرب 5 با ارقام

 ابتدا خانۀ سمت راست را پر می کنیم سپس به سراغ اولین خانۀ سمت چپ می رویم:

                                                                                

            

که صفر نیز جزو ارقام داده شده است، مسئله باید به دو قسمت تقسیم        در ساختن تعداد اعداد زوج یا مضرب 5 بدون تکرار ارقام هنگامی 

کنیم، این دو قسمت عبارتند از:  شود و جواب ها را جمع 

که رقم سمت راست آن ها صفر نیست.  2 محاسبۀ تعداد اعدادی  که رقم سمت راست آن ها صفر است.        1 محاسبۀ تعداد اعدادی 

}که ارقام آن متمایز باشند، کدام است؟  , , , , }012 4 5  تعداد اعداد سه رقمی مضرب 5 با ارقام
    

که باید  کنیم، معمولًا روی خانۀ سمت چپ محدودیت هایی به وجود می آید  کوچک تر از عددی را حساب  گر بخواهیم تعداد اعداد بزرگ تر یا   ا

که باید آن ها را در هنگام محاسبه در نظر بگیریم.[ کنیم. ]البته ممکن است ریزه کاری های دیگری نیز وجود داشته باشد  آن ها را لحاظ 

} می توان نوشت کدام است؟  , , , , }012 4 5  تعداد اعداد سه رقمی بزرگ تر از  201 که با ارقام
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گل متفاوت[ گل شامل n شاخه از k نوع  کاملًا مشابه در k ظرف متمایز ]یا ساختن یک دسته  تعداد راه های توزیع n شیء 

گل از نوع دوم و  x شاخه 
2

گل از نوع اول و x شاخه 
1

م ]یا
ُ
x شئ در ظرف k ا

k
x شئ در ظرف دوم و ...

2
x شئ در ظرف اول و

1
کنیم  فرض 

که برابر است با: کنیم  x را پیدا  x x n
k1 2+ + + =... م [ باشد، آن گاه باید تعداد جواب های صحیح و نامنفی معادلۀ 

ُ
گل از نوع k ا xk شاخه  ...

n k

k

+ −
−







1

1

 

 این معادله به آمارۀ اینشتین شهرت دارد و منظور از اعداد صحیح و نامنفی، اعداد صحیح بزرگ تر مساوی صفر است.

 به چند طریق می توان 5 پرتقال را در 3 سبد قرار داد؟
x پرتقال در سبد سوم قرار گیرد. حال جمع این پرتقال ها باید 5 شود؛  ]یکی از 

3
x پرتقال در سبد دوم و

2
x پرتقال در سبد اول،

1
 فرض  کنیم

حالت ها در شکل زیر نمایش داده شده است.[ بنابراین داریم:

   x x x1 2 3 5+ + = = تعداد جواب ها  +



 = 



 = ×

× =5 2
2

7
2

7 6
1 2 21

 به چند طریق می توان یک دسته  گل شامل 6 شاخه از 3 نوع گل مختلف ساخت؟

x شاخه از نوع سوم انتخاب شده باشد. در این صورت باید جمع این شاخه گل ها  
3

x شاخه از نوع دوم و
2

x شاخه از نوع اول،
1

 فرض کنیم 
برابر 6باشد بنابراین: 

 x x x1 2 3 6+ + = = تعداد جواب ها  +



 = 



 = ×

× =6 2
2

8
2

8 7
1 2 28

 به چند طریق می توان 8 کبوتر را در سه لانۀ متمایز قرار داد؟

x کبوتر در لانۀ سوم قرار بگیرد، در این صورت خواهیم داشت:
3

کبوتر در لانۀ دوم x
2

x کبوتر در لانۀ اول و
1

 فرض کنیم

x x x1 2 3 8+ + = تعداد راه ها = +



 =8 2

2 45

گوسفند و ...[ و مواردی نظیر آن ها را مشابه در نظر  گاو،  گنجشک،  کبوتر ،  گلابی، موز و ...[ و همچنین حیوانات ]  میوه ها ]سیب، پرتقال، 

می گیریم، اما انسان ها را همواره متمایز فرض می کنیم.

 x x x nk1 2++ ++ ++ ==...  تعداد جواب های صحیح و مثبت ]جواب های طبیعی[ معادلۀ 

کدام از افراد حداقل یک پرتقال برسد. برای ساده تر  که به هر  کنیم به طوری  که بخواهیم n پرتقال را بین k نفر توزیع   این مسئله معادل با این است 
n پرتقال باقی مانده را طبق روال قبل بین افراد توزیع می کنیم. k− شدن حل معادله، ابتدا به هر یک از افراد یک پرتقال می دهیم و 

  به چند طریق می توان 10 پرتقال را بین 4 نفر توزیع کرد به طوری که به هر یک از افراد حداقل یک پرتقال برسد؟
 ابتدا به هریک از افراد یک پرتقال می دهیم ]که اگر بعداً هیچ پرتقالی به آن ها نرسد هیچ مشکلی پیش نیاید[، حال 6 پرتقال باقی مانده را بین 

افراد توزیع می کنیم: 
 x x x x1 2 3 4 10 1 1 1 1 6

6 3
3

9
3

9 8 7
1 2 3 84+ + + = − − − − = ⇒ +



 = 



 = × ×

× × =

 به چند طریق می توان از میان 3 نوع گل، یک دسته گل شامل 7 شاخه ساخت، به طوری که از همۀ گل ها در دسته گل استفاده شود؟ 
 ابتدا از هر نوع گل یک شاخه برمی داریم، حال باید یه دسته گل شامل 4 شاخه گل بسازیم: 

x x x x x x1 2 3 1 2 37 7 1 1 1 4 4 2
2 15+ + = ⇒ + + = − − − = ⇒ +







 =

n

k

−
−







1

1

x برابر است با:  x x n
k1 2+ + + =...  به طور کلی تعداد جواب های طبیعی ]صحیح و مثبت[معادلۀ
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کدام از افراد درهر  که هر  n زمان مختلف  n مکان مختلف و  n  نفر در  کاربرد مربع لاتین در مسائل برنامه ریزی است، مثلًا برنامه ریزی برای   

مکان و در هر زمان دقیقاً یک بار حضور داشته باشند.

Aدر 3 جلسۀ اول و دوم و سوم در یک روز هفته برنامه ریزی کنیم  به طوری که هر  B C, , در سه کلاس  z y x, ,  اگر بخواهیم برای 3 مدرس 

3 هستند، بعضی از این برنامه ریزی ها  3× مدرس در هر کلاس دقیقاً یک بار تدریس کند12 برنامه ریزی مختلف وجود دارد که هر کدام یک مربع لاتین 

به صورت زیر است:

x y zاول

دوم

سوم

z x y 

x zy 

A B C 

    

 ∨∨

     

y z xاول

دوم

سوم

x y z

yxz

A B C 

    

 ∨∨

     

z y xاول

دوم

سوم

y x z

yzx

A B C 

 ∨∨, ...

گر مربع برنامه ریزی لاتین نباشد، برنامه ریزی اشتباه خواهد بود. که ا طبیعی است 

 به دو مربع زیر نگاه کنید و دلایل اشتباه بودن برنامه ریزی برای مدرسین را توضیح دهید. 

1

  

x y zاول

دوم

سوم

y z x

zyx

A B C 

        
2

   

x y xاول

دوم

سوم

y z y

zxz

A B C 

 

 2 1 معلم z اصلًا به کلاس A نرفته یا معلم y اصلًا به کلاس C نرفته و در مربع   در مربع 
در جلسۀ اول مدرس x هم زمان در کلاس A و C باید حضور داشته باشد و مدرس z نیز 

در جلسۀ سوم هم زمان باید در دو کلاس A و C حضور داشته باشد.

کرد؟    )خارج - 98( کلاس متمایز در 3 جلسه متوالی به چند طریق، می توان برنامۀ تدریس تعیین      در یک روز هفته برای 3 مدرس در 3 

 9 )2   6 )1
18 )4   12 )3

3 وجود دارد بنابراین به 12 طریق می توان برنامۀ تدریس برای  3× که 12 مربع لاتین  است و از آن جا  3 3× 3 برای برنامه ریزی نیاز به یک مربع لاتین 

کرد.  کلاس متمایز در 3 جلسه متوالی تعیین  این 3 مدرس در 3 

x در  Aدر 3 جلسه متوالی برنامه ریزی کرد به طوری که مدرس  B C, , در سه کلاس  x y z, ,  به چند طریق می توان در یک روز هفته برای 3  مدرس 

کند؟   )مشابه خارج - 98( کلاس A تدریس  جلسۀ اول در 
 3 )2   2 )1

6 )4   4 )3

که در 2 تای آن ها اعداد روی قطر اصلی یکسان است  و در 2تای  معلوم باشد، 4 مربع لاتین قابل تصور است،  3 3× گر یک درایه از یک مربع لاتین 3 ا

دیگر اعداد روی قطر فرعی یکسان است.

که برنامۀ  کرد به طوری  A در 3 جلسه متوالی برنامه ریزی  B C, , کلاس  x در سه  y z, ,   به چند طریق می توان در یک روز هفته برای 3 مدرس 

)مشابه خارج - 98( جلسۀ اول برای این 3 مدرس به  صورت زیر باشد؟  

 2 )2   1 )1
x y zجلسۀ اول
A B C 

 4 )4   3 )3

که در یکی از آن ها اعداد روی قطر اصلی یکسان است  و  معلوم باشد، دو مربع لاتین قابل تصور است،  3 3× گر یک سطر یا یک ستون از مربع لاتین 2 ا

در  دیگری اعداد روی قطر فرعی یکسان است.

که برنامۀ  کرد به طوری  A در 3 جلسه متوالی برنامه ریزی  B C, , کلاس  x در سه  y z, ,   به چند طریق می توان در یک روز هفته برای 3 مدرس 

Aمعلوم باشد؟  )مشابه خارج - 98( B C, , کلاس های   برای  x مدرس
 2 )2   1 )1
4 )4   3 )3

با این شرایط قابل تصور است. 3 3× گر جایگاه یکی از اعداد در مربع لاتین مشخص شده باشد )مثلاً بدانیم »1«در کدام خانه ها قرار گرفته است( دو مربع لاتین 2 ا
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 3 3×× تین هم دسته و غیر هم دسته  گی های مربع های لا ویژ

تین با درایه های قطر اصلی  یکسان تین با درایه های قطر فرعی  یکساندستۀ اول مربع های لا دستۀ دوم مربع های لا

                    

2 مربع های هم دسته باهم متعامد نیستند.1 مربع های غیر هم دسته  متعامد هستند.

4 مربع های هم دسته از    اِعمال جایگشت روی اعضای هم به دست می آیند.3 مربع های غیر هم دسته با جایگشت به یکدیگر قابل تبدیل نیستند.

مختلف وجود دارد. 3 3× 3 با 6 مربع لاتین دیگر متعامد است، بنابراین  36 جفت مربع لاتین متعامد 3×  هر مربع لاتین

قضایای تعامد

که با جایگشت روی اعضای B به دست آید با مربع A متعامد است. گر A و B دو مربع لاتین متعامد باشند، هر مربعی  1 ا

[ , , ]1 2 2 1 3 3→ → → با جایگشت B
1

B نیز متعامد است  زیرا  مربع
1
= A با مربع  B متعامدند، بنابراین مربع  = و A =  مربع های

از روی مربع B به دست آمده است.

n باشد، با اعمال هر جایگشت دلخواه روی اعضای A قطعاً مربع لاتینی غیرمتعامد با A به دست می آید. n× گر A یک مربع لاتین 2 ا

A
1

A با می رسیم و معلوم است که A
1
= ] به مربع لاتین , , ]3 1 2 2 1 3→ → → را در نظر بگیرید. با اعمال جایگشت A =  مربع لاتین

متعامد نیست.

گر A یک مربع لاتین از مرتبه 4 یا بیشتر باشد، با   مربعی متعامد با A به دست می آید و ا
ً

3باشد با تعویض جای دو سطر یا دو ستون از A قطعا 3× گر A یک مربع لاتین 3 ا

 مربعی غیر متعامد با A به دست می آید.
ً

تعویض جای دو سطر یا دو ستون از A قطعا

A متعامد هستند.
1

A می رسیم که A و
1

= با تعویض سطر دوم و سوم به مربع A =  در مربع لاتین 

می رسیم که با مربع A غیر متعامد است، زیرا در خانه های رنگ شده  A
1

= با تعویض سطرهای دوم و سوم به مربع  A =  در مربع لاتین 

1 را مشاهده نمی کنیم. 2 3 4, , , ارقام متمایز  A
1

از مربعA رقم 4 قرار دارد و در همین خانه ها از مربع

    تعداد مربع های لاتین متعامد با مربع لاتین مقابل کدام است؟  )داخل - 98(

 3 )2   2 )1

1

1

3

3

2

3

2

1 2

 6 )4   4 )3

که اعداد روی قطر اصلی آن ها یکسان است، متعامد است. 4 مربع لاتین داده شده با 6 مربع لاتین دیگر 

   چند جفت مربع متمایز متعامد به شکل مقابل می توان یافت؟
 4 )2    2 )1

 و 
 12 )4   6 )3

2 می دانیم تعداد مربع های لاتینی که همه اعداد روی قطر اصلی یا قطر فرعی آن ها برابر 3 باشد، دو تا است. که هر مربع لاتینی که اعداد روی قطر اصلی آن 3 است، 

با دو مربع لاتین دیگری که همۀ اعداد روی قطر فرعی آن برابر 3 است، متعامد می باشد. پس 4 جفت مربع لاتین با شکل های گفته شده وجود دارد.
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