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  پیش گفتار
  
  

  موضوع اين كتاب چيست؟
  كنيم. هايي از كتاب رياضيات گسسته سال دوازدهم را به طور دقيق و جامع بررسي مي در اين كتاب، فصل

  اي از رياضيات است؟ رياضيات گسسته چه شاخه
هـاي   شد، رياضيات پيوسته بود؛ يعني مثلاً دامنـة تـابع   اجازه دهيد به چند دهة قبل برگرديم كه بيشتر رياضياتي كه تدريس مي

)هاي اعداد حقيقي بودند. مشـتق تـابعي ماننـد    اجتماع بازه مورد بحث )  f x x  كردنـد كـه دامنـة آن    را حسـاب مـي   21
[ , ]1   گوي ماهيت گسستة كامپيوتر باشد. است. اما با گسترش كامپيوتر، به رياضياتي نياز پيدا كردند كه بتواند پاسخ 1

شود. مثلاً در  طبيعت گسسته داشته باشد، به رياضيات گسسته مربوط مي آن ضيات كه موضوع يك بحثاي از ريا هر شاخه
هاي مهمي از نظرية اعداد، زمينة بحث مجموعة اعداد صحيح يا مجموعة اعداد طبيعـي اسـت؛ پـس ايـن بخـش از       قسمت

انـد؛   ها اكثراً دو مجموعة متنـاهي  عة يالها و مجمو نظرية اعداد قسمتي از رياضيات گسسته است. در گراف، مجموعة رأس
توان درنظر گرفت. پـس، رياضـيات گسسـته شـاخة خاصـي از       به اين دليل، نظرية گراف را در زمرة رياضيات گسسته مي

  رياضيات نيست.

  ها تدريس شود؟  آيا لزومي دارد كه درسي به نام رياضيات گسسته در دبيرستان
مهـم آن اسـت كـه محتـوي      ؛نام كتاب مهم نيستهاي درسي بدهند.  ان دفتر تأليف كتابريز پاسخ اين سؤال را بايد برنامه

آمـوزان سـال آخـر دبيرسـتان قابـل درك باشـد. اسـتدلال، نظريـة اعـداد، گـراف،            كتاب طوري نوشته شود كه براي دانش
  دهند. را تشكيل مي 12ال هاي لاتين محتوي كتاب رياضيات گسستة س گري در گراف، مباني آناليز تركيبي و مربع احاطه

توان دريافت كـه رياضـيات گسسـته     هاي ارائه شده در دبيرستان در چهل سال گذشته نگاه كنيم، مي درس سابقةاگر به 
آمـوزان   شده است. در درس رياضيات جديد سال چهارم نظـام قـديم، دانـش   » رياضيات جديد«جايگزين درسي به نام 

خواندنـد. بـا گـذر ايـام و      ها و تبـديلات را مـي   و ميدان)، نظرية اعداد، ماتريس مباحث منطق، جبر مجرد (گروه، حلقه
هاي دبيرستان  و نام آن تغيير يافت و مباحثي مانند گراف وارد كتاب» درس رياضيات جديد«گسترش كامپيوتر، مباحث 

يعنـي حسـابان، كمتـر اقبـال     رياضيات پيوسته؛ مقايسه با آموزان به درس رياضيات گسسته، در  شد. به طور كلي، دانش
  كنند. دهند و از سخت بودن آن شكايت مي نشان مي

سازي كننـد و بايـد ايـن     هاي جديد كتاب گسسته را براي مخاطبين ساده اند كه بخش تلاش بسياري كردهدرسي مؤلفين كتاب 
گـري در   مبحـث احاطـه   آور اسـت، آوردن  اما چيزي كه در كتاب گسسـته سـال دوازدهـم حيـرت     تلاش آنها را ارج نهاد.

هـا   هاي كارشناسي درس رياضيات گسسته يا نظريـة گـراف دانشـگاه    دبيرستان است. بحثي كه حتي در برنامة درسي دوره
  شود.  تدريس نمي

  ساختار اين كتاب چگونه است؟
. نتيجة كنند آموز در مورد يك موضوع مشخص با هم بحث مي در اين كتاب، دو شخصيت، يكي معلم و ديگري يك دانش

  شود.  ها به اثبات يك قضيه، يا حل يك مسأله ختم مي اين بحث
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هدف اصلي اين كتاب آن است كه با خواندن اين كتاب، خواننـده بتوانـد درك درسـت و عميقـي از مقـدمات رياضـيات       
شود؛  اخته ميايم كه در خلال اين گفتگوها، خواننده متوجه شود كه يك اثبات چگونه س گسسته به دست آورد. سعي كرده
  كرد. را حلتوان مسأله  هايي مي  يا براي حل يك مسأله از چه زاويه

   كار ويراستاران چه بوده است؟
شـود. از ايـن رو، از    تر مـي  كتاب را كه شروع كردم به نوشتن، به نظرم رسيد كه يك كتاب با يك ويراستار متخصص غني

هاي  دم كه ويرايش اين كتاب را به عهده بگيرند. بعد كه به بخشدوست گرامي آقاي دكتر ناصر بروجرديان درخواست كر
گراف رسيديم، تصميم گرفتم كه براي اين بخش هم علاوه بر ويراستار اصلي، از يك متخصص گـراف بـراي ويراسـتاري    

ي كشيدند. ايشان پيشنهاد دادند كه آقـاي  فهاي مربوط به گراف را آقاي دكتر عباس سي استفاده شود. زحمت ويرايش بخش
گري را ويرايش كنند. بخش استدلال اين كتاب را هم آقاي دكتر پيام سراجي  هاي مربوط به احاطه دكتر شهاب حقي بخش

  اند.  ويرايش كرده
هـا و   كه، در بحثاي كه بر دوش ويراستاران محترم بود، اين بود كه كتاب غلط علمي نداشته باشد. دوم اين ترين وظيفه مهم

  هاي بين اين دو شخصيت اشكالات منطقي وجود نداشته باشد. گيري بحث نتيجه

  غلط است؟ خواهيد بگوييد كه اين كتاب بي آيا مي
  را بياوريم. *Concrete Mathematicsاجازه دهيد در پاسخ شما، پاراگراف آخر از مقدمة كتاب 

نيسـتيم. از ايـن رو، از    يهـاي كـامل   يم، ولي مـا نويسـندگان انسـان   نقص بنويس ايم كه كتابي كامل و بي سعي كرده«
كنيم، كه در تصحيح اشتباهات كتاب، ما را ياري كنند. به اولين كسي كه يك غلط تايپي يا يك  خوانندگان تقاضا مي

)سنت 56و  دلار 2 غلط علمي يا يك غلط تاريخي پيدا كند، )82   »دهيم. جايزه مي 256

  ؟ شدآيا واقعاً اين مبلغ به يابندگان غلط در كتاب پرداخت 
، گزارش داده اسـت كـه بـراي    **در مورد اين كتاب خاص، اطلاعاتي نيافتم. اما يكي از نويسندگان اين كتاب، دانلد كنوث

دلار بـود، نوشـته    8چك، كه مبلغ آنها به طور متوسـط   2000، بيش از 2001هايش، تا اكتبر سال  يابندگان اشتباهات كتاب
20,، كنوث به اندازة 2005است. تا سال    دلار چك نوشته بود.  000
هاي خيلي معروف هم اتفاق بيفتد. آنچـه بـراي مـا     هاي تايپي و حتي علمي ممكن است در كتاب كنيد كه غلط ملاحظه مي

  را مشاهده كنند.و تفكر رياضي  نختن يك برهااست كه نحوة سا آماده كردن بستري براي خوانندگانمهم بود 

  هاي مختلف اين كتاب چگونه است؟ محتوي بخش

 بخش استدلال  
د. از اين ند، ثابت كننهاست با آنها آشنايي دار د چرا بايد نتايجي را كه سالنآموزان مشكل است كه بفهم معمولاً براي دانش

a ماننـد  ،هاي بـديهي اعـداد حقيقـي    به اثبات ويژگيرو، در بخش استدلال اين كتاب، سعي شده است كه  0 ، اشـاره  0
شود. بحث برهان خلف و تفاوت آن با اثبات با عكس نقيض در كتاب درسي به طور روشن بيان نشـده اسـت. در كتـاب    

گيرند كـه يـك    آموزان ياد مي نشهاي زياد، در اين مورد بحث شده است. در اين كتاب، دا حاضر، به طور مفصل و با مثال
  اثبات را چگونه بايد نوشت.

 

* Concrete Matematics: A Foundation fo Computer Science by Ronald L. Graham , Donald E. Knuth , Oren Patashnik 
** Donald E.Knuth 



  
 IX    فهرست، پيشگفتار   

 

   بخش نظرية اعداد  
اند كه از حجم مطالب بكاهند؛ ولي  هاي نظرية اعداد كتاب درسي گسسته، مؤلفين كتاب درسي گسسته سعي كرده در بخش
ة خطي (معادلات ديوفانتي) را با معادلات اند. به عنوان نمونه، معادلات سيال رسد كه خيلي در اين راه موفق نبوده به نظر مي

هاي مربوط به وجود جواب يك معادلة سيالة خطي را (حتي بـدون   اند. در صورتي كه، ابتدا بايد قضيه نهشتي حل كرده هم
كردنـد. سـپس، تبـديل معادلـة      هاي معادله سيالة خطي را (بدون اثبات) بيان مي كردند. بعد فرمول جواب اثبات) مطرح مي

  كردند. نهشتي را به عنوان يك روش ديگر مطرح مي لة خطي را به معادلة همسيا
ايم. هـر جـا    ها را به ترتيب منطقي آن آورده هاي كتاب درسي را رفع كنيم و قضيه ما در اين كتاب، سعي كرديم اين كاستي

  ايم.  ، بيان كردهشود، آن قضيه را، ولو بدون اثبات ايم كه جاي خالي يك قضيه احساس مي كه احساس كرده
فرما را،  شود. بحث قضية كوچك نهشتي در حل مسائل نظرية اعداد آشنا مي نهشتي، خواننده به قدرت زبان هم در بخش هم

آمـوزان   ايـم كـه دانـش    چنين قضية ويلسون را به اين كتاب افزوده و هم mوارون يك عدد به پيمانة  ؛اثبات هاي ايدهبا ارائة 
  ي را ببينند.نهشت هاي هم زيبايي

 بخش گراف  
ريخـت   هاي يك تعريف گراف فنيبخش گراف را با يك مقدمة طولاني شروع كرديم. در مقدمات، بدون اينكه وارد نكات 

هاي متعدد براي خواننده قابل فهم كنيم. به علاوه، با يك مثال ملمـوس مفهـوم    شويم، سعي كرديم كه اين مفهوم را با مثال
ا معرفي شده است. مسألة سه خانه و سه چاه كه در كتاب درسي گسسـته اشـاره شـده بـا جزئيـات      ه آميزي در گراف رنگ

هاي فراوان، اين مفهـوم را قابـل درك كنـيم.     ايم كه با آوردن مسأله فراوان بحث شده است. در بحث زيرگراف، سعي كرده
  .ايم ، به طور مشخص، تأكيد داشته» رسم گراف با داشتن دنباله درجات«روي 

 گري بخش احاطه  
گـري   ايم. ابتدا با يك مثال، بدون اينكه خواننده را درگير اصطلاحات احاطـه  گري، خيلي كند پيش رفته در بخش احاطه

گري معرفي شدند.  هاي احاطه گري مطرح شده است. بعد، به آرامي اصطلاحات و تعريف كنيم، انگيزة طرح بحث احاطه
تـرين   يكـي از جالـب   ها تكرار شوند تا خواننده به آنها عادت كند. لف، اين تعريفهاي مخت سعي كرديم كه به مناسبت

هاي اخير معرفي شده  گري است؛ كه در سال اي احاطه گري، موضوع چندجمله هاي كتاب حاضر، در بخش احاطه بحث
گر چنـد گـراف    ي احاطهها گري در يافتن تعداد مجموعه اي احاطه است. در اين كتاب، خواننده با كاربردهاي چندجمله

  شود. مهم آشنا مي

هاي دبيرستاني نيست، چطور شد كه بحث كاربرد جبر بـول   در برنامة درسي كتاب *بولبا توجه به اينكه، جبر 
  گري در اين كتاب مطرح شده است. در احاطه

اه دو عمـل اجتمـاع و   هـا بـه همـر    تنها چيزي كه خواننده لازم است از جبر بول بداند شباهت ساختاري آن با مجموعه
دهد.  هاي مختلف رياضيات را به زيبايي نشان مي اشتراك است. اين بحث را به اين دليل مطرح كرديم كه ارتباط شاخه

جتماع و اشـتراك  اهاي  هاي ب.م.م و ك.م.م با ويژگي هاي ويژگي كه قبلاً، در بخش نظريه اعداد، در مورد شباهت چنان
  مطالبي مطرح شده است.

  
 

* Boolean Algebra 
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  هاي حل نشده ينتمر
هاي اضافي در كتاب آورده شده است تا توان خواننـده را در اثبـات كـردن و     تمرين حل نشده با عنوان تمرين 150حدود 

  ها وجود دارند كه حل آنها سرراست نيست. اند؛ اما تعدادي از تمرين ها ساده تمرين  محاسبه تقويت كند. اغلب

  هاي كتاب درسي؟ چرا حل تمرين
هـاي كتـاب درسـي در     هايي وجود داشت، بر آن شديم كه همة تمـرين  هاي كتاب درسي ابهام برخي از تمرينچون در 

كتاب، به طور كامل حل شود. به عنوان نمونه، در يك مورد از تمرينـات كتـاب، در بخـش    اين موضوعات مورد بحث 
ط بودن گزارة مطرح شده در كتاب درسي حدود سه صفحه از اين كتاب، به اثبات غل ،اشتباهي رخ داده است كهگراف، 

شد، سعي كرديم تا جـايي كـه ممكـن     اي اثبات مي هايي كه در آنها بايد گزاره تمام تمريندر اختصاص داده شده است. 
هاي كتاب درسي را در اين كتاب ملاحظـه   هاي دقيقي براي آنها ارائه شود. به علاوه، تمرينات مشابه تمرين است اثبات
  .خواهيد كرد

  هاي كتاب درسي؟ ها و كار در كلاس چرا بحث در مورد فعاليت
هاي مناسبي مطرح شده اسـت. در كتـاب حاضـر، سـعي      ها و كار در كلاس در كتاب درسي گسستة سال دوازدهم، فعاليت

ي كتـاب  هـا  ها ارائه كنيم. در مواردي هـم، روش  ها و كار در كلاس هاي ديگري براي بررسي اين فعاليت ايم كه روش كرده
  ايم. درسي را نقد كرده

  و تشكر
كـه واقعـاً همكـاري     آقاي مبـين . سپس، از ممدير محترم انتشارات مبتكران تشكر كن آقاي يحيي دهقانيابتدا لازم است كه از 

دد ما هاي متع گيري كه با صبوري غلطآراي كتاب  تايپيست و صفحه آهنگرسميه خانم  ؛ ازاي در توليد اين كتاب داشتند صميمانه
هاي كتاب را بـه عهـده    كه زحمت تصويرسازي و رسم شكل سربندي نرگس خانمو  صفريانرضيه   خانم ؛ ازرا تحمل كردند

هـاي   كه ايـده حميد وطنخواه  آقايو  خانم بيتا سعيدي ؛ ازكه جلد كتاب را طراحي كردند فرد ايمانسمانه خانم از  ؛داشتند
، دادنـد پيشـنهاد  هاي معلم و شـاگرد را   ايدة آيكونكه  خانم فيروزه شاهين زو ا خوبي براي اصلاح كتاب ارائه دادند

 حقي الدين دكتر شهاب، دكتر عباس سيفي، دكتر ناصر بروجرديانآقايـان   ،. از ويراستاران كتابكمال تشكر را دارم
اسـت و   شـده  شان در ويرايش كتاب موجب غني شدن محتوي كتاب نيز سپاسگزارم كه همراهي دكتر پيام سراجيو 

آموزان و آموزشـگران رياضـي    به دليل وجود اين دوستان در كنار مؤلف، ايمان دارم كه اين كتاب مرجعي براي دانش
  خواهد بود.

  
  
  
  

  1398بهار سال 
  سيد حسين سيد موسوي

  
  



 

 

  بخش    
 

  ای بر استدلال مقدمه
  
  
  

 كنيم.  نيازهايي را كه در اين بخش به آن نياز داريم معرفي مي پيش به تدريجكنيم و  مي يك مسأله آغازحل بخش استدلال را با 

  گزارة زير را ثابت كنيد. 
آنگاه معادلة درجة دوماعداد صحيح فردي باشند،  cو  a  ،bاگر     ax bx c2   گويا ندارد.  هاي جواب 0

   
xمـثلاً معادلـة   بهتر است در يك مثال درستي ايـن گـزاره را بررسـي كـنم.     x  23 5 7 . بگيـريم را درنظـر   0

xهاي اين معادله عبارتند از:  جواب       5 595 25 84
6 6 .  

  جواب ندارد.  كه اما اين معادله 
  
  
  

  

گويد، اگر ضرايب يك معادله درجة دوم اعداد صحيح فرد باشـند و ايـن    اين گزاره مي ؛نيدبه محتواي گزاره دقت ك
  ست. نيعدد گويا  جوابه اين اباشد، آنگ جوابمعادله داراي 

  
  

  باشد.   جوابكه معادلة درجة دوم داده شده داراي به طوري اجازه دهيد مثال ديگري مطرح كنم پس 
xمعادلة  x  219 29 547   هاي اين معادله به صورت زير است.   جوابگيريم.  را درنظر مي 0

  x      29 841 41572 29 42413
38 38    

kمربع كامل نيست، زيرا به صورت  42413عدد فرد  8 هـاي   جواب گويا نيست و 42413نيست. بنابراين  1
  اين معادله گويا نيستند.  

  
  

  

هايي از يك روش اثبات اين گزاره را ارائه داديد. اما از چند گزاره استفاده كرديد كه خود آنها  هايتان ايده در توضيح
  ها عبارتند از: بايد ثابت شوند؛ اين گزاره

t) هر عدد صحيح فرد كه به صورت 1 8   نباشد، مربع كامل نيست.  1
  گويا نيست (گنگ است). aمربع كامل نباشد،  a ) اگر عدد صحيح و مثبت2
  ) مجموع يك عدد گويا و يك عدد گنگ، عددي گنگ است. 3
  ) يك عدد گنگ تقسيم بر يك عدد گوياي ناصفر، عددي گنگ است. 4

 
 
  

هـاي   يـك از دانسـته   دانـم كـدام   نمي ام؛ به عبارت ديگر، دانم كجا ايستاده ام كه نمي من الان در موقعيتي قرار گرفته
  يك را بايد ثابت كنيم. توانيم استفاده كنيم و كدام قبلي در مورد اعداد حقيقي، اعداد صحيح و اعداد گويا را مي
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، شما بايد بدانيد مجموعة اعداد طبيعي، اعداد صحيح، اعداد گويا و اعداد حقيقـي چـه   4تا  1هاي  براي اثبات گزاره
هاست، ما بايد روشـن كنـيم كـه از     هاي اين بخش كتاب مربوط به اين مجموعه دارند. چون اكثر اثباتهايي  ويژگي

  ها مجازيم استفاده كنيم.  هاي اين مجموعه كدام ويژگي
  كنيم كه در كتاب گسسته سال دوازدهم به آن نياز داريم.   ها اشاره مي هاي اين مجموعه ما فقط به آن ويژگي

  
  
  

  سي مجموعة اعداد حقيقي با دو عمل جمع و ضربهاي اسا ويژگي
  
  

  .zو  x  ،yهاي زير است. به ازاي هر عدد حقيقي  داراي ويژگي ،همراه با دو عمل جمع و ضرب مجموعة اعداد حقيقي، 

)  پذيري عمل جمع شركت  ) ( )x y z x y z       

x  جايي عمل جمع   جابه  y y x     

x  اثر نسبت به عمل جمع   وجود عضو بي  x 0   

)  وجود عضو قرينه نسبت به عمل جمع    )x x  0   

)  پذيري عمل ضرب شركت  ) ( )xy z x yz   

xy  جايي عمل ضرب جابه  yx   

x  اثر (هماني) نسبت به عمل ضرب بي وجود عضو  x 1   

)  وجود عضو وارون براي اعداد ناصفر  )x x x  1 1 0   

)  خاصيت پخشي ضرب نسبت به جمع  )x y z xy xz     
  هاي زير است: وجود دارد كه داراي ويژگي ، در  » كوچكتري«يك رابطة   

IÄ  درست است. مقابل. فقط يكي از موارد گانگي قانون سه  IÄx y x y y x     

x«  خاصيت تراگذري رابطة كوچكتري  y y z x z      

x  رابطة كوچكتري نسبت بهخاصيت جمع   y x z y z       

x«  رابطة كوچكتري نسبت بهرب خاصيت ض  y z xz yz   0   
  

  

  د؟نخواه ها اثبات نمي آيا اين ويژگي
  

  

  

آن در چنين كتـابي وجـود نـدارد. در     به اين يك سؤال اساسي است كه پاسخ آن داستاني دارد كه فرصت پرداختن
هـا گـزاره و    هـاي اساسـي، ده   ده از اين ويژگـي پذيريم. بعد، با استفا ها را مي سطح اين كتاب، ما درستي اين ويژگي
  شوند.  ثابت مي صفحة بعدهاي  شود. مثلاً تمام ويژگي ويژگي در مورد اعداد حقيقي ثابت مي



  
 

 

 13 اي بر استدلال / مقدمهبخش اول 

   c و a ، bسه عدد حقيقي به ازاي هر 

  a c b c a b       

  a b a b   0   

  a b b a    0   

  ( ) ( ) ( )a b a b        

   0 0   

  ac bc c a b   » 0   

  a 0 0   

  ( )»a b ab a b     1 1 10 0   

  ( )a a  1   

  ( )a b ab     

  ( )a a     

  ( ) 21 1   

  IÄab a b   0 0 0   

  ( )a a a   1 10   

  ( )a a   1 1   

  »a b b a a b      

   »
»

þ²H)
J) 

a b b c a c

a b b c a c

   
    

   

  a b a c b c       

  »a b c d a c b d        

  a a   0 0   

  a a  20 0   

  »a b c ac bc   0   

  »a b c d ac bd     0 0   

  »a b c ac bc   0   

  a a  10 0   

aاگر   0  وb 0 آنگاه ،  
  a b b a a b     1 1 2 2   

  

  
  ساده هم اثبات شود.   هاي گزارهآور است كه بايد اين  اند، تعجب ها خيلي ساده از اين ويژگي بسياري

  

  
كه درستي آنهـا  (خواهيم بگوييم جز تعدادي گزاره  ها نيست. فقط مي هدف اين كتاب، واقعاً، اثبات اين ويژگي

شوند. براي نمونه، تعدادي از اينها  اثبات مي شوند، ياضيات مطرح ميي درستي كه در رها بقيه گزاره ،)پذيريم را مي
  كنيم.   را اثبات مي

داريم aثابت كنيد به ازاي هر عدد حقيقي   a0 0 .  
  
  

  

aتساوي 0 كـردم كـه    تصـور نمـي  وقـت   خواهيد اين تساوي را ثابت كنيد. هيچ كه خيلي واضح است؛ واقعاً مي 0
  اي هم بايد ثابت شود.   بديهي گزارهچنين 

  
  
  

  كنيم.  ما در اعداد حقيقي جز آن چند خاصيت اصلي، همة خواص ديگر را ثابت مي
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انـدازم؛ از خـود    كنم كه چطور بايد شروع كرد. نگاهي به آن چند خاصـيت اصـلي اعـداد حقيقـي مـي      دارم فكر مي
آيا خاصيت پخشي را به كار ببرم. پذيري جمع و ضرب استفاده كنم؛  شركت يا جايي جابههاي  پرسم آيا از ويژگي مي

  رسد كه به نوعي از خاصيت صفر بايد استفاده كنم.   كنم، به نظر مي الان كه خوب حكم را نگاه مي
  

0به صورت 0بله، كليد اثبات اين مسأله، نوشتن  )به صورت a0سپساست.  0 )a 0 حـالا   .شـود  نوشته مي 0
ــريم.       ــار بب ــه ك ــع را ب ــه جم ــبت ب ــرب نس ــي ض ــيت پخش ــد خاص ــيباي ــيم م )دان )a a   0 0 ــابراين 0  ، بن

a a a    0 0 اثبـات  تـوانيم   مياكنون د. شو ، اثبات تمام مينسبت به عمل جمع بعد با توجه به قاعدة حذف. 0
  نويسيم.تر ب دقيقاين گزاره را به صورت 

  

   ( )a a   0 0 0  
    a a a    0 0 0  

a a a     0 0 0 0  
a، نسبت به عمل جمع با استفاده از خاصيت حذف 0 اين بنابر ؛كنيم را از طرفين تساوي حذف ميa 0 0  .  

دو عدد حقيقي باشند، ثابت كنيد:  bو  aاگر      »a b b a a b.*    
  

  ، صحبت شده است.   يعني ،ي اعداد حقيقي، فقط در مورد رابطة كوچكتريسهاي اسا در ويژگي
  
  
  

aرابطه ، مابله b را به صورتa b ياa b كنيم.  تعريف مي  
  

  

  
aاثبات اين گزاره ساده است. چون همزمان امكان ندارد b وb a گيريم بنابراين نتيجه مي ؛اتفاق بيفتدa b  .  

  
  

خواهيم ياد بگيريم  اصلي اثبات است. ما در اين كتاب، مي  كه شما به نام اثبات ارائه داديد، در واقع، ايدهاين چيزي 
  شود.  نوشته ميبه طور صحيح كه چگونه يك اثبات 

  

bدو عدد حقيقي دلخواهي هستند، به طوري كه  bو  aفرض كنيد   a  وa b  با توجه به تعريف .  :داريم  
  »a b b a    

  ( ) ( )a b a b b a a b          
)(زيرا   ) ( ) ( )p q r q q p r               (( ) ( )a b a b b a        
a گزارة گانگي، (بنابر خاصيت سه   b b a   (.نادرست است   ( )a b F     

P(زيرا    F P (   a b    
  
  

  هايي دارند؟ اعداد طبيعي، اعداد صحيح و اعداد گويا چه ويژگي
 

 

)هاي به صورت اسر اين كتاب، در گزارهسردر  * )p q r پرانتزها را ممكن است حذف كنيم و آن را به صورت ،p q r  .بنويسيم  
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عداد طبيعـي، مجموعـة اعـداد صـحيح و     مجموعة ا :دارد، كه عبارتند ازسه زيرمجموعة مهم مجموعة اعداد حقيقي 
  .پردازيم هاي اصلي اين سه مجموعه مي مجموعة اعداد گويا. در اين قسمت، به معرفي ويژگي

  كنيد؟  شما اعداد طبيعي و اعداد صحيح را چگونه توصيف مي
  

  
  

  است.  1برابر با ل حداقدو عدد طبيعي متمايز از هم هر فاصلة  طوري كه به اي گسسته است،  اعداد طبيعي مجموعه
  شوند.  اعداد طبيعي ساخته مي ،با خودش به دفعات دلخواه 1از جمع  در واقع،

  
  
  

  اي گسسته است.  اما مجموعة اعداد صحيح هم، با اين تعبير شما، مجموعه
  
  
  

تفاوت بين مجموعة اعداد صحيح و اعداد طبيعي در آن است كه هر عدد صحيح يـك قرينـه در مجموعـة اعـداد     
)به صورت در آن دهد كه عمل تفريق را  صحيح دارد كه اجازه مي )a b a b       تعريف كنيم؛ در صـورتي كـه

  شود.   تفريق در مجموعة اعداد طبيعي تعريف نميعمل 
  
  

ترين عضو هستند، ولي  تفاوت ديگر، آن است كه مجموعة اعداد طبيعي و هر زيرمجموعة غيرتهي آن داراي كوچك
,...}ترين عضو ندارند؛ مانند مجموعة  هاي بسياري وجود دارند كه كوچك ، زيرمجموعه در , , }3 4 5  .  

     ابراين:دهيم. بن نشان مي و مجموعة اعداد صحيح را با  مجموعة اعداد طبيعي را با 
  { } ( ) {..., , , , , , , ,...}     0 3 2 1 0 1 2 3           و{ , , ,...} 1 2 3  

  

  
  اند؟   چرا مجموعة اعداد طبيعي و مجموعة اعداد صحيح نسبت به عمل جمع و ضرب بسته

  

  
  

انـد؛ يعنـي مجمـوع و     سؤال مهمي است. ديديم كه در مجموعة اعداد حقيقي دو عمل جمع و ضرب تعريف شـده 
ضـرب دو عـدد    ب دو عدد حقيقي عددي حقيقي است. ولي واقعاً بايد ثابت شود كه مجمـوع و حاصـل  ضر حاصل

ها، نياز به  ضرب دو عدد صحيح هم عددي صحيح است. اثبات اين ويژگي طبيعي عددي طبيعي و مجموع و حاصل
  پذيريم.  اثبات ميايم (اصل استقراء)؛ بنابراين آنها را بدون  ابزاري دارد كه ما آنها را معرفي نكرده
شود، بـه   نمايش داده مي پردازيم. مجموعة اعداد گويا كه با نماد هاي آن مي اكنون به معرفي اعداد گويا و ويژگي

  شود.  صورت زير تعريف مي
{ | , , , }    0  a
x x b a b

b
 

aدر نمايش يك عدد گوياي  bو  aداريم كه اعداد توجه 
x

b
  ًمنحصر به فرد نيستند؛ مثلا 


2 4 6

93 6 .  

a، آنگاه aبه علاوه، مجموعة اعداد صحيح زيرمجموعة اعداد گوياست؛ زيرا اگر 
a  1   .  

 
  
  

  تفاوت اساسي اعداد گويا با اعداد صحيح چيست؟
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عـدد   rدارد؛ يعنـي اگـر   گويـا  ناصـفر، وارون   گوياي هاي اين دو مجموعه آن است كه هر عدد ترين تفاوت يكي از مهم

  وارون دارند.  - 1و  1، فقط درحالي كه در عدد گوياست. r1باشد، يگوياي ناصفر
  

  
  اي دارد؟   غيرصفر مجموعة اعداد گويا چه فايده داشتن عناصرگويا اين وارون 

  

  
xاي مانند  در مجموعة اعداد صحيح، معادله 3 جواب ندارد؛ اما همين معادله در مجموعة اعداد گويا جـواب دارد.   4

1يعني 3، طرفين معادله را در وارون  براي حل اين معادله در
xكنيم، جواب ضرب مي 3  4

  آيد.   دست مي به 3
  

  
  

  ) خواسته شده است كه گزارة زير ثابت شود.  3هاي كتاب درسي (صفحة  در يكي از كار در كلاس
  »مجموع هر دو عدد گويا، عددي گوياست.«

  شود؟   اين گزاره چگونه ثابت مي
  
  

  كنيد؟ باتي براي اين گزاره پيشنهاد ميشما چه اث
  

  
aجمع دو عدد گويا بـه صـورت  دانيم  اثبات من براي اين گزاره به صورت زير است. مي c ad bc

b d bd
    تعريـف

adكسرشود. چون  مي bc
bd
 بنابراين مجموع دو عدد گويا عددي گوياست.   ،يك عدد گوياست  

  

  
aتساوي  c ad bc

b d bd
   چرا درست است؟  

  
  

  كنيم.   ها را به صورت زير يكسان مي اثباتش ساده است، مخرج
a c ad bc ad bc
b d bd bd bd

     
  

  

aشما مسأله را تبديل كرديد به خاصيت c a c
b b b

  ها آن  ؛ كه خودش بايد ثابت شود. هدف من از اين پرسش
يازدهم و  يها هاي سال ؛ زيرا در كتاب گسسته و در كتابشد اين سؤال در كتاب نبايد مطرح ميم است كه بگويي
  اند.  جا دليل اين تساوي را بيان نكرده تر، هيچ هاي پايين دهم و كلاس

  
  

  
  

aآيا واقعاً تساوي c ad bc
b d bd

  را به ايـن صـورت    توانيم بگوييم جمع دو عدد گويا خوب، ما مي شود؟ ثابت مي
  كنيم.   تعريف مي
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آيد كه آيا اين تعريف جمع اعداد گويا ارتباطي با جمع اعداد حقيقي دارد يا نه. براي اينكـه ايـن    بعد سؤال پيش مي

aها پيش نيايد، تساوي بحث c ad bc
b d bd

  كنيم.  را ثابت مي  
xدانيم مي

xy
y

 a. بنابراين 1 c
ab cd

b d
   1   :بريم زير به كار ميمخرج كردن را به صورت  اكنون ايدة هم . 1

x(زيرا x  1 1   ( 

( )

( )( )

a c
ab cd ab d d cd b b

b d

ad bc b d

ad bc bd

ad bc
bd

          

  
 



1 1 1 1 1 1

1 1
1

  

adدهيم حالا نشان مي bc
bd
  عددي گوياست. چونa  ،b  ،c  وd ضـرب   انـد و مجمـوع و حاصـل    اعدادي صحيح

adهستند، صحيحاعدادي  صحيحاعداد  bc  وbd  از اينكه  ،اند. به علاوه اعدادي صحيحنيزb  وd    اعـداد صـحيح
bdگيريم كه  ناصفري هستند، نتيجه مي    . بنابراين ما دو مطلب زير را ثابت كرديم. 0

اگر 1 ar
b

و  cs
d

دو عدد گويا باشند، مجموع آنها به صورت    a c ad bcr s
b d bd

  است.  
rدو عدد گويا باشند، sو  rاگر  2 s  .عددي گوياست  

  ضرب دو عدد گويا عددي گوياست. ثابت كنيد حاصل 
  
  

aاگر بنويسيم c ac
b d bd
 پرسيد كه اين تساوي از كجا آمده است.   ، شما مي  

  

  
aبله، اول بايد اين تساوي ثابت شود. ايدة اين اثبات، مانند قبل، استفاده از تعريف

ab
b

   است.  1
  

aدو عدد گوياي دلخواه هستند؛ بنابراين s و r فرض كنيد 
r

b
 وc

s
d

 كه در آن ،a ، b ، c و d و صحيح اعدادي b و d .ناصفرند   

  ( )
a c ac

rs ab cd acb d ac bd
b d bd

          1 1 1 1 1   
acبه علاوه 

bd
bdاعداد صحيح و  bdو  acيك عدد گوياست، زيرا   0.  

  

  هاي با سور عمومي گزاره
  

  
  

)از نوع هاي گزاره )x P x* ها را درك كنم؟   اند. چگونه اين نوع گزاره هميشه براي من اسرارآميز بوده  
  

  
توجه كنيد كه مـا  اند. ابتدا  شوند، از دو قسمت تشكيل يافته هاي با سور عمومي ناميده مي ها كه گزاره اين نوع گزاره

)يك )P x  كند. بعد، قسمت  بيان مي يك مجموعهر مورد عناصر خاصيتي را دداريم كه»x«   گويـد ايـن    كـه مـي
)خاصيت )P x  برقرار است.  )عالم سخنمرجع ( ةمجموعبراي همة عناصر اين  

 

 

در اين كتاب، گزارة * ( )x P x را به طور خلاصه به صورت( )x P x نويسيم.  مي  
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)كه گزارة است ادعاي بزرگي اين )x P x شود كه ت ميكند. چگونه ثاب بيان مي( )P x  به ازاي هرx درست است؟  
  
  

  دهيم.  با يك مثال، سؤال شما را پاسخ مي
  

}مجموعة مافرض كنيد عالم سخن   , , , }A  1 2 3 )و خاصيت 4 )P x به صورتx x 25 ). گزارةباشد 0 )x P x   بـا
xبه شكل تر دقيقتوان به طور  را مي Aعالم سخن  A x x   25 تـك عناصـر عـالم سـخن را در خاصـيت       نوشت. اكنون تـك  0

( )P x كنيم.   امتحان مي 

 
 
 
  

)خن، چون به ازاي هر عضو عالم س )P x براين گزارةدرست است، بناx x x  25 }با عـالم سـخن    0 , , , }A  1 2 3 اي  ، گـزاره 4
  درست است. 

  

)شانس بوديم كه عالم سخن گزارة  در اينجا، ما خوش )x P x اي متناهي با تعداد اعضاي كـم بـود. اگـر     مجموعه
    توان به كار برد. را نميروش  اي نامتناهي باشد، اين عالم سخن مجموعه

  
  

)تك اعضاء عالم سخن در خاصيت  بله، امتحان كردن تك )P x هاي نامتناهي نـاممكن اسـت. امـا     براي عالم سخن
)توان با انتخاب يك عضو نمونه از عالم سخن، درستي گزارة  مي )x P x  .را ثابت كرد  

  

  
)كه توان با انتخاب يك عضو از عالم سخن، نشان داد مي چطور )P x   براي هر عضو عالم سخن درست است؟  

  
  
  

من منظورم اين نبود كه يك عضو خاص از عناصر عالم سخن را انتخاب كنيم. عضوي كه از عـالم سـخن انتخـاب    
  . بايد باشدكنيم، عضوي دلخواه از عالم سخن  مي
  

  

  عضو دلخواه يعني چه؟
  
  
  

  ساده نيست. براي اينكه مفهوم عضو دلخواه را بفهميم، به مثال زير توجه كنيد. » عضو دلخواه«بله درك اين 
  

xگزارة   x x   2 ]با عالم سخنرا  1 , )A  0  .درنظر بگيريد  
  

]شما يك عدد از عالم سخن , )A  0  .را در ذهنتان تجسم كنيد  

1

2

3

4

A

(1): 5-1P �0

(2): 1 -4P 0 0�

(3): 15-9P �0

(3): 2 -16P 0 0�

.SwH Swnj

.SwH Swnj

.SwH Swnj

.SwH Swnj

)پس )P ). است درست 1 ) :P  1 5 1 0  
)پس )P ). است درست 2 ) :P  2 10 4 0  
)پس )P ). است درست 3 ) :P  3 15 9 0  
)پس )P ). است درست 4 ) :P  4 20 16 0  
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  ام.   را در ذهنم تجسم كرده 97من عدد 

  
  

  
  

)فرض كنيد اكنون ) :P x x x  2 )درستي و سپس 1 )P   را ثابت كنيد.  97
  
  

  
( ) :P   97 97 2 97 1  

    97 2 97 1 0    
  ( )   297 2 97 1 0    

  ( ) 297 1 0    
)گزارة  ،بله )P )درست است؛ زيرا  97 ) 297 1   اي درست است.   گزاره 0
  

  

  تان را بنويسيد.  گيريم كه شما بايد به صورت زير اثبات بعداً ياد مي
)چون  ) 297 1 ابرايندرست است، بن 0  97 2 97 1 0.   
پس  97 2 97 )گزارة. درنتيجه، درست است 1 )P   درست است.  97

  
  

  ، هنوز يك عدد خاص است.  97اما اين عدد 
  
  
  
  

ع بمر؛ يك عدد طبيعي است 97كاري نداشتيد، مثلاً از اينكه  97عدد  خاص هاي ويژگيشما در اين اثبات، واقعاً به 
عددي حقيقي و  97اي نكرديم. فقط از اينكه  و غيره هيچ استفاده عددي اول است؛ فرد است عددي؛ كامل نيست

عضـوي از عـالم سـخن     aدهـيم كـه    را قـرار مـي   a، مـا عـدد   97نامنفي است استفاده شده است. حالا بـه جـاي   
[ , )A  0  .ان دهيمخواهيم نش مياست( )P a ؛ يعنيa a  2   درست است. ،1
)چون )a  21 aبه ازاي  0 0 بنابراين:  ،درست استa a  2 1 aبه ازاي هر؛ درنتيجه 0 0 :داريم  

a a  2 1  
)، همان عضو دلخواه از عالم سخن است. يعني يكباره، براي همة عناصر عالم سخن نشان داديم aاين عدد  )P a  .درست است  

  هاي باسور عمومي اضافه كنيم.  اجازه دهيد نكات زير را در مورد گزاره
sinاننـد  هاي با سور عمـومي، م  در بعضي از گزاره 1 cosx x 2 2 نوشـته  » x«يـا  » xبـراي هـر   «، عبـارت  1
sinشود، اگرچه واقعاً منظورشان از نوشتن  نمي cosx x 2 2 sinگزارة  1 cosx x x   2 2 1  است. گزارة

a,«زير هم يك گزارة با سور عمومي است كه قسمت  b  « .نوشته نشده است  
( )a b a ab b   2 2 22  
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» x«يـا  » xبه ازاي هـر  «د، بدون اينكه عبارت نشو هاي با سور عمومي به صورت شرطي بيان مي گاهي گزاره 2
nيك عدد صحيح باشد، آنگاه nاگر «آورده شود. مثلاً گزارة  n23 ، را در نظر بگيريد. اين گزاره،  »عددي زوج اسـت.  5

  در واقع گزاره با سور عمومي زير است. 
( ).SwH Z»p n n23 5 n   

آنهـا نوشـته   » n«يـا  » x«هاي با سور عمومي هستند، كه قسـمت   ها، گزاره ها را نگاه كنيد؛ همة اين مثال اين مثال
  نشده است.  

  x x  23 9   
   .SwH Z»p .SwH Z»p n n 2   

  شما گزارة الف را بايد به صورت زير بخوانيد:
   تر است. بزرگ 9اش از  ، مربع3هر عدد حقيقي بزرگتر از  

  شود.  گزارة ب به صورت زير خوانده مي
   هر عدد صحيح زوج است اگر و تنها اگر مربعش زوج باشد. 

  
  

  وجودي با سور هاي گزاره
  

)هاي از نوع كرديم گزاره هايي كه بررسي مي گزاره ،تا به حال )x P x هاي با سور وجودي يعنـي   خواهيم گزاره بوده است. اكنون مي
( )x P x گويد: عضوي در عالم سخن وجود دارد كه به ازاي آن خاصيت اين گزاره ميكنيم.  را مطرح( )P x .برقرار است  

  ها ساده نيست. به مثال زير توجه كنيد.  گاهي تشخيص اين نوع گزاره

xمعادلة «گزارة    2 3   اين گزاره يك گزاره با سور وجودي است.  را درنظر بگيريد.» رد.جواب دا در 0
  

  توان فهميد كه اين يك گزاره با سور وجودي است؟ از كجا مي
  

  

)يك معادله )f x 0  جواب دارد، يعنيx  اي از دامنة تابعf كند؛ به عبارت ديگر وجود دارد كه در معادله صدق مي  
x  وجود دارد به طوري كهتابع  ةاز دامناي( )f x 0  بنابراين معادلـة .x  2 3  اي در  xجـواب دارد، يعنـي    0

xوجود دارد به طوري كه  2 3 x. درنتيجه، اين گزاره به صورت0 x   2 3 0 شود كه يك گزاره بـا   ان ميبي
  سور وجودي است. 

  

  

  شود؟ هاي با سور وجودي چگونه ثابت مي درستي گزاره
  
 
  

)براي اثبات گزارة )x P x   
 عضو x a كنيم.  از عالم سخن را مشخص مي  
 كنيم  ثابت مي( )P a ت. درست اس  


