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) نـــــــــمـآآــــــــمزآ

)هماهنگ استانی( 1 f را رسم کنید و مشخص کنید این تابع در چه بازه ای صعودی و در چه بازه ای نزولی است؟  x(x) | |== ++ −−2 تابع 1

)مشابه کار در کلاس14 کتاب درسی( 2 با توجه به جدول زیر، مقادیر خواسته شده را در صورت امکان به دست آورید: 

fog( )−− ==2

gof ( )−− ==2

fof ( )0 ==

gog( )1 ==

)هماهنگ استانی( 3 g داده شده اند:  x(x) == −− 1 f  و  x
x(x) == −− 1 دو تابع 

الف( دامنۀ تابع fog را با استفاده از تعریف محاسبه کنید.

ب ( ضابطۀ تابع fog را تشکیل دهید.

ππ رسم کنید. سپس دامنه و برد هر کدام را مشخص کنید. 4 ππ,[[ ]] y را در بازۀ  x== 3sin y و  x== sin نمودار توابع 

f یک به یک است. ضابطۀ تابع وارون آن را به دست آورید. 5 (x) (x )== −− 5 2 ، x ≥≥ 5 می دانیم تابع 

مجموعه ای از داده های مربوط به موضوعی متناوب با دورۀ تناوب 20 داده شده است، به طوری که بیش ترین و کم ترین آن ها به ترتیب 24  6

y برای این داده ها مناسب باشد، این تابع را به دست آورید. a c== ++cos(bx) 7 است. اگر تابع  5/ و 

معادلات زیر را حل کنید. 7
2 )الف 3 0sin x −− == sin )ب  sin4 5x x==

5 سانتی مترمربع باشد، چند مثلث با این ویژگی ها وجود دارد؟ 8 2 اندازۀ دو ضلع مثلث 4 و 5 سانتی متر است. اگر مساحت این مثلث 

)مشابه تمرین 4 صفحه 48 کتاب درسی(

حاصل حدهای زیر را به دست آورید. 9

lim )الف
x

x
x x→→−−∞∞

−−
−−

==1 4
4

2
2 lim )ب 

x

x x
x→→

++ −−

−−
==

1

2

3
2 3

1

با استفاده از نمودار روبه رو، عبارت خواسته شده را )در صورت وجود( محاسبه کنید. 10

limf limf f
x x

(x) (x) ( )
→→ →→−− ++

−− ++ ==
1 1

2 1

) نـــــــــمـ)2ــــــــمزآ
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) نـــــــــمـآآــــــــمزآـآوتموـنـ(4ـ ـــــنمـــمآــمآآـ

درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.  1
نادرستدرست الف( تابع ثابت در یک بازه، هم صعودی و هم نزولی محسوب می شود. 
نادرستدرست x مشتق پذیر است.  f در نقطۀ 0== x(x) == ب( تابع 

 
در جاهای خالی عبارت مناسب بنویسید.  2

g(x) است. ...== f و  x(x) x== −− ++2 5 12 h(x) به صورت ترکیب دو تابع  ( x x )== −− ++2 5 12 3 الف( تابع 

x برابر  است. →→ −− ∞∞ g وقتی 
x x

x x
x

x
(x) ==

>>

−−
−− ++

≤≤










1 0

5 3
1

0
2
2

ب( حد تابع 

) برابر  است. g f) ( )2 2−− ′′ ′′ باشد، آنگاه حاصل عبارت  ==g ( )2 5 ′′ و  ==f ( )2 3 پ( اگر 
ت( شکل حاصل از دوران یک دایره حول یکی از قطرهای آن برابر  است.

 
g(x) را درنظر بگیرید. دامنۀ fog را با استفاده از تعریف به دست آورید.  3 x== −−3 f و 1 x

x(x) == ++ 3
2 الف( توابع 

g را به دست آورید. of−− −−1 1 5( ) g(x) باشد، مقدار  x== 3 f و  x(x) == −−1
8 3 ب( اگر 

 
⋅⋅ را رسم کنید.  4 == −−y f x( )2 با استفاده از نمودار تابع f نمودار تابع 2

 

 
y را به دست آورید.  5 x== −−2 3 4sin الف( دوره تناوب و مقادیر ماکزیمم و مینیمم تابع 

f را به دست آورید.  (x) tan( x)== 2 ب( دامنه تابع 
 

sin را حل کنید.  6 cos xx −− ==2 معادلۀ مثلثاتی 0
 

حد توابع زیر را به دست آورید.  7
)الف lim [x]

x x→→

−−
−−3

3
3  

lim )ب 
x

x
x→→

−−
++ −−3

2 9
1 2

 

 
f با توجه به شکل، مختصات نقاط B، A و C را بیابید.  8 ( )4 24== ′′ و  ==f ( )4 1 5/ برای تابع f در شکل زیر داریم
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) نـــــــــمـآآـــــــــزآ

]]−− رسم کنید. سپس مشخص کنید در چه بازه ای صعودی و در چه بازه ای نزولی است؟ 1 ]]ππ ππ, y را در بازۀ  x== cos نمودار تابع 
 

2 : g x x( ) == −−2 5 f و  x x( ) == ++1 با توجه به 

) را بیابید. )( )gof x ) و  )( )fog x الف( ضابطه های 

) را به دست آورید. )( )fog −−3 ب( مقدار 

( )( ) ( )gof f10 5== پ( نشان دهید 
 

دامنه و برد توابع زیر را به دست آورید. 3
y )الف x== −−3 2sin( )ππ y )ب  x== −− ++2 4 3cos( )ππ  

 
)مشابه تمرین 3 صفحه 48 کتاب درسی( 4 معادلات زیر را حل کنید. 

2 )الف 3 1 02sin sin−− ++ ==x cos )ب  x sinx2 0−− ==  
 

f را در نظر بگیرید. 5 x x x x( ) == ++ −− −−3 23 4  چند جمله ای 12

) بخش پذیر است؟ چرا؟ )x ++ 2 f بر x( ) الف( آیا 

ب( با انجام تقسیم، درستی ادعای خود را بررسی کنید.
 

)هماهنگ استانی( 6 حدهای زیر را محاسبه کنید. 

lim )الف x
xx→→

−−
−−4

2
4 )ب  lim x

x
x→→ −− −−

5
5  

 
x بنویسید. 7 == x بررسی کنید، سپس معادلۀ خط مماس بر منحنی را در نقطه 2 = 2 f را در  x x( ) == 3 مشتق  پذیری تابع 

 
در شکل های زیر ، با ذکر دلیل مشخص کنید که هر تابع در کدام نقطه یا نقاط مشخص شده مشتق پذیر نیست؟ 8

ب(  الف(  

 
)  را به دست آورید. 9 ) ( )fg ′ 1 ) و  ) ( )g f−− ′′ 1 ′′  ، مقدار  ==g ( )1 7 g و  f f( ) , ( ) , ( )1 2 1 1 1 4== ′′ == −− == اگر f و g توابع مشتق پذیر باشند و 

 

f است. سرعت متوسط این متحرک را در  فاصلۀ زمانی  10 t t t( ) == −− ++2 5 12 معادلۀ حرکت یک متحرک روی یک خط مستقیم به بصورت 

)هماهنگ استانی( t2 تعیین کنید.  3== t1 و  0==
 

f را به دست آورید. 11 x x x( ) == −− ++2 4 الف( طول نقاط بحرانی تابع 1

ب ( تابعی مثال بزنید که حداقل یک نقطۀ بحرانی داشته باشد که نقطۀ اکسترمم آن تابع نباشد.

) نـــــــــمـ)8ـــــــــزآ
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) نـــــــــمـآآآـــــــــزآـآوتموـنـ(4ـ ــنوـمـنمـــمآـآمآآـ

در جاهای خالی گزینه مناسب داخل پرانتز را انتخاب کنید.  1

)صعودی، نزولی( است. y در دامنۀ تعریف خود  == ++(x )1 3 الف( تابع 

ب( هرچه خروج از مرکز بیضی  )کوچکتر، بزرگتر( شود شکل بیضی به دایره نزدیکتر خواهد شد.

پ( دو پیشامدی که با هم رخ ندهند، دو پیشامد  )مستقل، ناسازگار( هستند.

 

درستی یا نادرستی جملات زیر را مشخص کنید.  2
نادرستدرست g وارون یکدیگرند.   x(x) == −− −−7

2 3 f و  x(x) == −− ++2 6
7 الف( دو تابع 

نادرستدرست 2ππ⋅⋅ است.   y برابر  == tanx ب( دورۀ تناوب تابع 
نادرستدرست پ( شکل حاصل از دوران یک مثلث قائم الزاویه حول یکی از اضلاع قائمه به صورت مخلوط توپر می باشد.  

 

g را درنظر بگیرید. دامنۀ تابع gof را با استفاده از تعریف به دست آورید.  3
x

(x) ==
−−
1
12 f و  x(x) == −− 4 دو تابع 

 
y را رسم کنید.  4 f== 1

2 4( x) ، نمودار  y f== (x)با استفاده از نمودار تابع

 
 

y را به دست آورید.  5 == −− −−1 2 3sin x( )ππ الف( مقادیر ماکزیمم و مینیمم تابع 

cos را حل کرده، جواب های کلی آن را بنویسید.  sin2 1 1αα αα−− ++ == ب( معادلۀ مثلثاتی 
 

الف( حد توابع زیر را در صورت وجود بیابید.  6
lim )الف sinx

x
x→→ −−

==
0

 

lim )ب (x )(x )x
x x

→→
−−

−− ++
==

1 1 2  

y ، حدهای خواسته شده را بنویسید.  f== (x) ب( با استفاده از نمودار تابع 

lim )الف (x)
x

f
→→++∞∞

==  

lim )ب (x)
x

f
→→−− ++

==
1

 

 

x به دست آورید. 7 == f را با استفاده از تعریف مشتق در نقطه ای به طول 1−− (x) x== −−3 2 مشتق تابع 
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) نـــــــــمـآآآـــــــــزآـآوتموـنـ(4ـ ــ) ووـ ـنمـــمآـآمآآـ

دوازدهـم تجربی  ریاضی 

x بررسی کنید. 9 f را در نقطۀ 1== x x x
x x

(x) == ++ ≥≥
−− <<





2 1
3 1 1

مشتق پذیری تابع 

y را به دست آورید. )ساده کردن مشتق الزامی نیست( 10 x x== −−1 2 1 4( ) مشتق تابع 

x2 تغییر می کند به دست آورید.  11 7== x1 به  2== f را وقتی متغیر از  x(x) == ++ 2 آهنگ تغییر متوسط تابع 

f را رسم کنید و نقاط اکسترمم نسبی آن را در صورت وجود مشخص کنید. 12 x(x) x== −− ++3 3 4 الف( جدول تغییرات تابع 

] در صورت وجود تعیین کنید.  , ]−−21 g را در بازۀ  x(x) x== ++ −−3 2 ب( اکسترمم های مطلق تابع 5

2 و حاصل ضرب آن ها بیشترین مقدار ممکن گردد.  13 60a b++ == دو عدد حقیقی a و b را طوری بیابید که داشته باشیم 

x مشخص کنید.  14 y x2 2 2 3 0++ −− −− == x را نسبت به دایره  y++ == 3 وضعیت خط 

b در این صورت اندازه فاصله کنونی این بیضی را محاسبه کنید.  15 == 3 a و  == 5 اگر در یک بیضی داشته باشیم 

دو ظرف یکسان داریم. ظرف اول شامل 7 مهره آبی و 5 مهره قرمز است و ظرف دوم شامل 6 مهره آبی و 8 مهره قرمز است. از ظرف اول  16
به تصادف یک مهره انتخاب کرده و در ظرف دوم قرار می دهیم. سپس یک مهره از ظرف دوم انتخاب می کنیم. با چه احتمالی این مهره 

آبی است؟
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پاسخ نامه آزمون )1( نوبت اول ریاضی )3(

1 
ب( نادرست الف( نادرست 

− ≤ ≤ − ≤ ≤ − ≤ − ≤==> ==>
× −1 1 2 2 2 3 2 1 12 1

sin sin sinx x x  
2 

الف( در هر بازه با داشتن دو نقطه، نمودار آن قسمت رسم می شود.

: صعودی  − ∞ +( ], 1 ب( تابع در بازۀ 
: نزولی 1, + ∞( ) تابع در بازۀ  

: ثابت −[ ]3 1, تابع در بازۀ  
3 

الف( به ازای هر کدام از دامنه های 1 و 3 از تابع g، بررسی می کنیم، آیا 
fog وجود دارد؟ x( )

x fog f g f
x fog f g f fog= ⇒ = = =

= ⇒ = = = } ⇒ =1 1 1 2 2
3 3 3 5 5 1( ) ( ( )) ( )

( ) ( ( )) ( ) ( ,, ), ( , )2 3 5{ }  

gof g f g( ) ( ( )) ( )3 3 3 5= = = ب( 
4 

، عددی که وارد تابع f می شود، باید در  f x( ) الف( با توجه به دامنۀ تابع
2xنیز باید این گونه باشد: ] باشد؛ پس  , ]−3 5 بازه 

− ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤3 2 5 3
2

5
2x x  

   f x x x( ) ( )− = − + = − +2 1 2 ب( 1

5 
f و تابع کارت تخفیف  x x( ) = تابع تخفیف نقدی به صورت 250000−

است. g x x( ) = 85
100 15 درصدی به صورت 

اگر از راه )الف( استفاده کند، تابع خرید محمد به صورت زیر است:

f g f x x( (x)) = = −( )85
100

85
100 250000  

= − × = −
85
100

85
100

250000 85
100

212500x x  

و اگر از راه )ب( استفاده کند، تابع خرید محمد به صورت زیر است:

g f x g x x( ( )) ( ) ( )= − = −250000 85
100

250000  

از  زیرا  است؛  محمد  نفع  به  )الف(  راه  می کنید،  مشاهده  که  همان طور 
قیمت خرید گوشی، مقدار بیش تری را کم می کند. 85

100
6 

باید ثابت کنیم ترکیب دو تابع f و g برابر تابع همانی است:

fog x f g x f x x x x Dg( ) ( ( )) ( )= = − = − + = ∈( ) ( )5
2 2 5

2 5  

gof x g f x g x x x x Df( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )= = + = + − = ∈2 5 2 5 5
2  

بنابراین دو تابع g, f  وارون یکدیگرند.
7 

مقدار  دارای  y a bx c y a bx c= + = +cos , sin توابع  می دانیم 
2π است.

b
− و دوره تناوب   +a c a و مقدار مینیمم  c+ ماکزیمم 

= ماکزیمم + =2 5 مینیمم، 7 =− + =2 5 = دوره تناوب، 3 =2

4
8π

π
الف( 

دوره تناوب =
−

=2
1
2

4π π ماکزیمم، = + − =3 1 2( ) مینیمم، =− + − =−3 1 4( ) ب(

8 
sin cos ( ) cos2 2 2 21 3

5 1α α α+ = ⇒ + =  

⇒ = − = ⇒ = ±cos cos2 1 9
25

16
25

4
5α α  

است.  cosα = + 4
5

α زاویه تند است؛ نتیجه می گیریم  با توجه به این که 

cosα را جای گذاری کنیم: sinα و  حال کافی است در روابط زیر، مقادیر 

sin sin cos2 2 2 3
5

4
5

24
25α α α= = =( )( )  

cos cos sin2 4
5

3
5

7
25

2 2 2 2α α α= − = − =( ) ( )  
9 

4 1 4 1 1
4

2 2 20sin sin sinx x x− = ⇒ = ⇒ = الف(  

⇒ = + − ⇒ = −sin sin sin( ) sin( )x x1
2

1
2 6 6I@@@@Ä I@@@@Äπ π  

و   x k= +2 π α به صورت   sin sinx = α معادلۀ کلی  جواب های 
k∈ بنابراین:  x است که  k= + −( )2 1π α

Â±¨ÁIÀïJH¼]= + + − − + +2 6 2 6 2 6 2 61 1k k k kπ π π π π π π π,( ) , , ( )  

⇒ ± + ±2 6 2 1 6k kπ π π π, ( )  

 x k= ±2 π α به صورت  cos cosx = α معادلۀ  کلی  جواب های  ب( 
k∈ بنابراین: است که 

cos cos3 2 3 2 2
3 2 2

2
5 2

2
5x x x k x

x k x
x k
x k x k= ⇒ = +

= −{ ⇒ =
=

⇒ ={π
π

π
π

π  
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دوازدهـم تجربی  ریاضی 

10 

) بخش پذیر است. )x a− بر f (x) f باشد؛ آن گاه (a) الف( می دانیم اگر 0=
f ( ) ( ) ( )1 3 1 5 1 8 03 2= + − = ⇒ ) بخش پذیر است.  )x −1 بر  f x( )

3ب(  5 8
3 3
8 8
8 8
8 8
8 8
0

1
3 8 8

3 2

3 2

2

2

2
x x
x x
x
x x
x
x

x
x x

+ −
− −

−
− −

−
− −

−
+ +( )

( )

( )

 

f x x x x x x( ) ( )( )= + − = − + +3 5 8 1 3 8 83 2 2 پ( 
11 

x برابر صفرند، باید عامل  =2 الف( چون مقدار صورت و مخرج به ازای 
) را در صورت و مخرج ظاهر کرد: )x − 2

lim lim ( )( )
( )( )

lim
x x x

x
x x

x x
x x

x
x→ → →

−
+ −

=
− +
− +

= +
+

=
2

2

2 2 2
4
6

2 2
2 3

2
3

4
55  

به صفر نزدیک می شوند: 1
3 x

و  1
x

، مقادیر  +∞ ب( در حد 

lim
x

x

x
→+∞

−

+
= −

+
=

1 1

2 1
1 0
2 0

1
2

3

 

12 

lim به این معناست که می توان مقدارهای  (x)
x

f
→ −

= − ∞
1

الف( عبارت 

با   x که  به شرطی  کرد،  کوچک تر  دلخواهی  منفی  عدد  هر  از  را  f (x)
مقادیر کوچک تر از 1 به قدر کافی به 1 نزدیک شود.

به   lim (x)
x

f
→ +

= +∞
1

عبارت  و 

این معناست که می توان مقدارهای 

را از هر عدد مثبت دلخواهی  f (x)

با   x که  شرطی  به  کرد،  بزرگ تر 
مقادیر بزرگ تر از 1 به اندازه کافی 

به 1 نزدیک شود.
ب( مسئله بی شمار جواب دارد.

13 

2012-4-شیب

EADCBنقطه

خط مماس بر منحنی در نقطه D، موازی محور xها است؛ بنابراین شیب 
آن صفر است.

شیب خط مماس بر منحنی در نقاط B و C مثبت است که با توجه به 
این که زاویۀ خط مماس در نقطۀ B با جهت مثبت محور xها از زاویه در 

نقطه C بیش تر است، پس شیب خط B از C بیش تر است.

شیب خط مماس بر منحنی در نقاط A و E منفی است؛ زیرا از چپ به 
راست به صورت سرازیری است زاویۀ خط مماس در نقطۀ A با جهت 
 مثبت محور xها از زاویۀ خط مماس در نقطه E  با جهت مثبت محور xها

بیش تر است، پس مقدار شیب خط A از E بیش تر است.
14 

f x x x f( ) ( )= − + ⇒ =4 2 3 352 الف(  

′ = + − = + − + + −
→ →

f f h f
h

h
hh h

(x) lim ( ) ( ) lim ( ) ( h)
0 0

23 3 4 3 3 2 35  

= + + − − + − = +
→ →
lim lim
h h

h h h
h

h h
h0

2

0

236 24 4 3 2 35 23 4  

= + =
→
lim( h)
h 0

23 4 23  

= شیب خط در نقطه ای به طول 3 ′ =f ( )3 23  

y :معادله − = − ⇒ = −35 23 3 23 34(x ) y x ب( 

پاسخ نامه آزمون )2( نوبت اول ریاضی )3(

1 

x را رسم کرده و سپس نمودار را 1 واحد به سمت  + 2 ابتدا نمودار 

پایین می  آوریم:

: نزولی ( , ]−∞ − 2 تابع در بازۀ 

: صعودی [ , )− + ∞2 تابع در بازۀ 

2 

fog f g f( ) ( ( )) ( )− = − = =2 2 5 ½kzº þÄo÷U  

gof g f g( ) ( ( )) ( )− = − = =2 2 0 3  

fof f f f( ) ( ( )) ( )0 0 1 2= = = −  

gog g g g( ) ( ( )) ( )1 1 2 5= = − =  
3 

D)الف Df g= − = + ∞r { } , [ , )0 1  

D x D Dfog g f= ∈ ∈{ }| g(x)  

= ∈ + ∞ − ∈ − { }{ } = + ∞x x[ , ) | ( , )1 1 0 1r  

. x ≠ ⇐10 −x باشد،  ≠1 0 یعنی  x− ∈ − { }1 0r توجه: عبارت 

) )ب )(x) ( ( )) ( )
( )

fog f g x g x
g x

x
x

= =
−

=
− −

−
1 1 1

1
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14 

، همان طول شعاع  − + − =3 4 10 0x y )C تا خط مماس  , )−1 3 فاصلۀ نقطۀ
دایره است.

½oÄHj ÌI÷{ =
− − + −

− +
= =

3 1 4 3 10

3 4
5
5

1
2 2

( ) ( )

( )
 

معادلۀ دایره : (x ( )) ( ) ( ) ( )− − + − = ⇒ + + − =1 3 1 1 3 12 2 2 2 2y x y  
15 

P P P( ) ( ) . ( )|ÂºI¶o¿¤ ÏILU¼Î ÂºI¶o¿¤ ÏILU¼Î=  

+ +P P P P( ). ( ) ( ). ( )| |ÏILT§vM ÂºI¶o¿¤ ÏILT§vM ÂTz¨ ÂºI¶o¿¤ ÂTz¨  
= + + =( )( ) ( )( ) ( )( )0 2 0 3 0 3 6 0 5 0 45 0 4650/ / / / / / /   

0 در این دوره مسابقات قهرمان می شود. 465/ پویا به احتمال 

پاسخ نامه آزمون )6( نوبت دوم ریاضی )3(

1 
مطابق شکل، یکنوا و صعودی است: y g xlo= −3 تابع لگاریتمی 1

2 
( )( ( ( )) ( ))fog f g f− = − = =2 2 02  
( )( ) ( ( )) ( )gof g f g0 0 0 4= = =  

3 
y x

x
y x x xy y x=

−
+

⇒ + = − ⇒ + = −
5

2 3
5 2 3 52 3( )  

⇒ − = − − ⇒ − = − −2 5 3 2 1 5 3xy x y x y y( )  

⇒ =
− −

−
=

+
−

⇒ =
+
−

⇒ =
+
−

− −x y
y

y
y

f y y
y

f x x
x

5 3
2 1

5 3
1 2

5 3
1 2

5 3
1 2

1 1( ) ( )  

4 
J»I¹U ½n»j = = ⇒ =

2 2π
π

b
b  

´µÄq¨I¶ nHk£¶ ´µÃ¹Ã¶ nHk£¶= + = − = − + = −

⇒ =
− − −

=

a c a c

a c

1 5
1 5
2

2

,
( ) ( ) , ==

− + −
= −

( ) ( )1 5
2

3  

ÂUIX±X¶ ÍMIU : sin( )y x= −2 2 3  
5 

cos cos cos cos2 3 2 0 2 1 3 2 02x x x x− + = ⇒ − − + =  
⇒ − + = ⇒ − − =2 3 1 0 2 1 1 02cos cos ( cos )(cosx )x x x  

⇒ = =cos cosx x
1
2

1I@@@Ä  

cos cos cosx x x k= ⇒ = ⇒ = ±
1
2 3

2
3

π
π

π k∈ و   

cos cos cosx x x k= ⇒ = ⇒ =1 0 2 π k∈ و   
6 

)الف lim ( )
x

f x
→ +

=
1

2 )ب  lim ( )
x

f x
→ −

=
1

1  

 ، x  پ( با توجه به مقادیر متفاوت حدهای چپ و راست در نقطۀ1=
وجود ندارد. lim ( )

x
f x

→1
نتیجه می گیریم که 

7 

lim )الف lim ( )

( )( )x x

x

x

x
x

x

x x→ →

− +

−
×

+ +
+ +

=
− +

− + +1 2 1 2
2 3

1
2 3
2 3

4 3
1 2 3

 

=
−

− + + +
=

−
+ + +→ →

lim
( )( )( )

lim
( )( )x x

x
x x x x x1 1

1
1 1 2 3

1
1 2 3

 

=
−

+
= −

1
2 2 4

1
8( )( )

 

)ب lim lim
( )x xx x x

→−∞ →−∞−
=

−

3
2

3
2 1

 

=
−

= ×
−

=
→−∞ →−∞

( lim )( lim )
x xx

x

3 1
2 1

0 1
0 1

0  

8 
خط مماس بر منحنی در نقطۀ E، موازی محور xها است؛ بنابراین شیب 

خط یا همان مشتق در نقطۀ E صفر است.
شیب خط مماس بر منحنی در نقاط B، A و D، مثبت است که زاویۀ این 
خط ها با جهت مثبت محور xها، به ترتیب از A، D و B از زیاد به کم 
تبدیل می شود؛ پس به ترتیب شیب خط مماس بر منحنی در این نقاط 

)یا همان مشتق( برابر 4، 3 و 1 است.

30134-5-شیب

FCEBADنقطه

شیب خط مماس بر منحنی در نقاط C و F، منفی است که زاویۀ این 
خط ها با جهت مثبت محور xها، به ترتیب از C و F از  زیاد به کم تبدیل 
می شود؛ بنابراین به ترتیب شیب خط مماس بر منحنی در این نقاط )یا 

5− است. 3− و  همان مشتق( برابر 
9 

)الف g x
x x

g x x x x x
x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

=
+

⇒ ′ =
′ + − + ′

+

3
4

3 4 4 3
42

2 2

2 2  

⇒ ′ =
+ − +

+
=

− −

+
g x x x x

x x
x

x x
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )
0 4 2 4

4
6 12

4

2

2 2 2 2
3  

)ب  k x x k x
x

( ) ( )= + ⇒ ′ = ×
+

3 2 1
2

3
3 2
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16 

A2 و پیشامد  پیشامد انتخاب ظرف های اول و دوم را به ترتیب با A1 و 
B نمایش می دهیم: خارج شدن مهره قرمز را با 

P A P B A P A P B A(B) P( ) ( | ) ( ) ( | )= +1 1 2 2  

P B( ) = × + × =1
2

4
10

1
2

5
15

11
30  

پاسخ نامه آزمون )10( نوبت دوم ریاضی )3(

1  
الف( با توجه به تبدیل روبه رو و نمودار رسم شده، مشخص می شود که 

تابع در همۀ بازه ها، اکیداً صعودی است.

g x x x
x x

x x
( ) = =

≥

− <







2

2
0
0

ب( با توجه به نمودار رسم شده، تابع در بازه 
اکیداً  [ , )0 + ∞ ، تابع ثابت و در بازه  ( , ]−∞ 0

صعودی است.

2 
D Df g= =r r,  الف( 

Dgof x D f x D x xf g= ∈ ∈{ } = ∈ + ∈{ } =| ( ) | ( )r r r1  

( )( ) ( ( )) ( )fog f g f1 1 2 1 1 1 1 1 22= = × − = = + = ب( 

( )( ) ( ( )) ( )gof g f g1 1 1 1 2 2 2 1 72= = + = = × − =  

⇒ ≠( )( ) ( )( )fog gof1 1  
3 

y x y x x y x= − ⇒ + = ⇒ =
+

 →≥2 1 1 2 1
2

2 2 2 0 الف( 

x y f y y f x x
=

+
⇒ =

+
⇒ =

+− −1
2

1
2

1
2

1 1( ) ( )  

y x x y x y x y= −
+

⇒
+

= − ⇒ + = − ⇒ = −1 1
3

1
3

1 1 3 3 2 3 ب( 

⇒ = − ⇒ = −− −f y y f x x1 12 3 2 3( ) ( )  
4 

دورۀ تناوب = = = =T
b
2 2 2π π

π
الف( 

´µÄq¨I¶ = + = − + =a c π π
π

2
3
2

2  

´µÃ¹Ã¶ = − + = − − + =a c π π
π

2
3
2

 

= دورۀ تناوب = = =T
b
2 2

6 3
π π π ب(  

´µÄq¨I¶ = + = + − =a c 4 31( )  

´µÃ¹Ã¶ = − + = − + −( ) = −a c 4 1 5  
5 

sin cos sin cos cos2 3 0 2 3 0x x x x x− = → − =  

⇒ − =cos ( sin )x x2 3 0  

⇒

= ⇒ = ⇒ = ± ∈

= ⇒ =

⇒ = +

cos cos cos ,

sin sin sin

x x x k k

x x

x k

0
2

2
2

3
2 3

2
3

π
π

π

π

π
π



,, ( ) ,x k k= + − ∈
















2 1
3

π
π



 
6 

راه اول برای محاسبۀ مقدار m: باقی ماندۀ تقسیم باید 2 شود:
2 2
2 2
2 2
2 2

2 2
2 2

4

4 3

3

3 2

2

2

x mx

x x

x mx

x x

x mx

x x
m

+ +

− +

− + +

− − −

+ +

− +
−

( )

( )

( )
( 22 2

2 2
4

1
2 2 2 23 2

)
(( ) )

( )

x
m x m

m

x

x x x m

+
− − + −

−

+

− + + −

 

m است. = 2 ) شد که همان 2 است، پس  )4 −m باقی  ماندۀ تقسیم 
x برابر  +1 P بر  x( ) راه دوم برای محاسبۀ مقدار m: باقی ماندۀ تقسیم 
P m m( )− = − + = ⇒ =1 2 2 2 2 )P است:  )− =1 2

2 2 2
2 2
2 2 2
2 2
2 2 2
2 2
4 2

4

4 3

3

3 2

2

2

x x

x x

x x

x x

x x

x x
x

+ +

− −

+ +

− −

+ +

− −
+

−

( )

( )

( )

(( )

( )

4 4
6

1
2 2 2 4

1 0 1 1 6

3 2

x

x

x x x

x x P

−

−

+ + +

− = ⇒ = ⇒ =IÄ  

7 
þ²H) lim ( )

x x→+∞
− = − =7 3 7 0 72  

J) lim lim
( )

( )x x

x
x

x
x

x
x

→−∞ →−∞

−
+

=
−

+
=

−
+

=
15 9
12 1

15 9

12 1
15 0
12 0

15
12
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8 

′( ) =
−
−

=
−
−→ →

f a f x f a
x a

x a
x ax a x a

lim ( ) ( ) lim
3 3

 

=
− + +

−
⇒ ′( ) = + + =

→
lim

( ) ( )
( )x a

x a x ax a
x a

f a a a a a
2 2

2 2 2 23  

A y x y x( , ) : ( )11 1 3 1 3 2¾õ£º nj nHj¼µº oM ´GI¤ ôi ¾²jI÷¶ − = − ⇒ = −  
9 

þ²H) f x x

x x
( ) =

−

− +

2 3
6 52  

⇒ ′ =
− ′ − + − − + ′ −

− +
f x x x x x x x

x x
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 3 6 5 6 5 2 3
6 5

2 2

2 2  

⇒ ′ =
− + − − −

− +
f x x x x x

x x
( ) ( ) ( )( )

( )

2 6 5 2 6 2 3
6 5

2

2 2  

J) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (( ) ) ( )g x x x g x x x x x= − ⇒ ′ = ′ − + − ′1 1 12 2 2  

⇒ ′ = − + −g x
x
x x x( ) ( ) ( )

1
2

1 2 12  
10 

m m( ) ( ) ( ) ( )3 2 81 2 3 24 2 2 57 2 3 2 2− = + − + = + − الف( 

m t t t m t t
t

t
t

( ) ( )= + ⇒ ′ = + × = +3 2 9 2 1
2

9 13 2 2 ب( 

t = ′ = + =4 4 9 4 1
4

144 52nj ÁoT¨IM k{n ÁHï¾Êd² ª¹ÀA : m ( ) ( ) /  

11 

f x x x f x x( ) ( )= − + ⇒ ′ = − +3 23 3 3  
′ = ⇒ = ⇒ = ±f x x x f( ) 0 3 3 12 ÂºHodM óI£º  

ماکسیمم   ، x = 1 با طول  نقطۀ  و  نسبی  مینیمم   ، x = −1 با طول  نقطه 
نسبی تابع f است.

12 

بنابراین  بود،  24 خواهد  2− x x و طول عرضش  ارتفاع مکعب حاصل 
V x x x( ) ( )= −24 2 2 حجم قوطی برابر است با: 
⇒ − + = − + ∈x x x x x x x( ) , ( , )576 96 4 4 96 576 0 122 3 2  

V(x) را مشخص می کنیم. نقاط بحرانی 
′ = ⇒ − + = ⇒ − + =V x x x x x( ) ( )0 12 192 576 0 12 16 48 02 2  

⇒ − − = ⇒
=
= ∉





12 4 12 0 4
12 0 12

( )( )
( , )

x x
x
x

ÂºHodM ¾õ£º  

 ، x = 4 ازای  به  تابع  V، مشخص می شود  تغییرات  به جدول  توجه  با 
حجم قوطی حداکثر مقدار ممکن می شود.

13 

) یک بیضی قائم است. , )2 11 ) و  , )2 5 الف( بیضی با نقاط کانونی 

ÂñÃM q¨o¶ =
+

=( , ) ( , )2 5 11
2

2 8  

است؛ زیرا از دو نقطۀ کانونی  x = 2 معادلۀ قطر بزرگ بیضی به صورت 
عبور می  کند. معادله قطر کوچک بیضی که بر قطر بزرگ عمود است 
عبور   2 8,( ) مرکز  نقطۀ  از  و  دارد(   y k= به صورت  معادله  )یعنی 

خواهد بود. y = 8 می کند به صورت 
Âº¼ºI¨ ¾±ÅIÎ = − = ⇒ = ÷ =11 5 6 6 2 3c ب( 
©nqM oõ¤ = ⇒ = ÷ =10 10 2 5a  

a b c b b2 2 2 2 2 25 3 4 2 4 8= + ⇒ = + ⇒ = ⇒ = × =¦a¼¨ oõ¤

ÂñÃM q¨o¶ pH Z»oi = =
c
a

3
5

 
14 

) عبور می کند عمود  , )−2 4 ) و  , )1 5 خط مماس بر خطی که از نقاط 
است؛ زیرا خط مماس در نقطه تماس بر شعاع دایره عمود است.

k¹¨ïÂ¶ n¼Lø » óI£º pH ¾¨ Âõi KÃ{ (  ( , , :
(

) )
)

−
−

− −
=2 4 1 5 5 4

1 2
1
3

 

⇒ = −tIµ¶ ôi KÃ{ 3  
) عبور می کند برابر است  )−3 ) با شیب  , )1 5 معادله خطی که از نقطۀ 
y x y− = − − ⇒ = − +5 3 1 3 8( ) با: 

15 

 فرض کنید کودک و نوجوان را با k ، میانسال را با M، سالمند را با S و 
به بیماری مبتلا بودن را با B، نمایش دهیم:

P B P K P B K P M P B( ) ( ) ( | ) ( ). ( | M) P(S).P(B | S)= + +  

P(B) ( )( ) ( )( ) ( )( )= + +30
100

4
100

60
100

2
100

10
100

5
100  

= =290
10000 0029/  

16 

اگر B و R به ترتیب پیشامد آبی و قرمز بودن مهره خارج شده از ظرف 
اول باشد و پیشامد انتخاب مهرۀ آبی از ظرف دوم A باشد، آن گاه داریم:

P A( ) P(B) P(A | B) P(R) P(A | R)= +  
⇒ × + × =6

14
10
16

8
14

9
16

132
224  

پاسخ نامه آزمون )11( نوبت دوم ریاضی )3(

1 
ب( کوچکتر  الف( صعودی 

پ( ناسازگار 
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2 
ب( نادرست   الف( درست  

پ( درست  
3 

 D x D f x D x xgof f g= ∈ ∈ = ≥ − ≠±{ = +∞{ | ( ) } | } [ , ) ( , )4 4 1 4 5 5
4 

  

5 
الف( صفحات: 40 و 48  
 max | | , min | |= − + = =− − + =−2 1 3 2 1 1

ب(

 

1 2 1 1 2 1 0
1
1
2

2

2 2− − + = ⇒ + − = ⇒
=−

=







⇒
=

sin sin sin sin
sin

sin
α α α α

α

α

α kππ π

α π π α π π

−

= + = + −









∈2

2 6 2 1 6k k
k

, ( )
; 

6 
الف( 

 − =+∞
−
1

0
آ(  

 ) x x+ ب( )ضرب صورت و مخرج در 

 lim
( )( )( )

lim
( )

( )( )( )x x
x x

x x x x
x x

x x x x→ →

−
+ − +

=
−

+ − +
=+

1

2

12 1
1

2 1
1
6

 +∞ ب(    −2 ب(آ( 
7 

 
′ − =

− −
+

= − +
+

=
+

→− →−

→−

f f x f
x

x
x

x
x x

x

( ) lim ( ) ( ) lim

lim ( )(

1 1
1

2 3
1

1
1 1

3

1

xx x
x

2 1
1 3− +

+
=
)

8 
x گوشه ای و مشتق ناپذیر است. الف( شکل تابع در0=

 ′ =
<
>





f x
x

x x
( )

;
;

2 0
2 0

ب(  

ج(  

9 
 ′ = − −f x x x x( ) ( ) ( )5 3 4 34 4 3 الف(  

 ′ =
− − −

−
g x x

x x

x
( )

( ) ( )

( )

1
2

1 1

1 2 ب(  

10 

= آهنگ توسط
−
−

= − = ′ = −
f f f t t( ) ( ) , ( )4 0

4 0
28 0
4 7 4 1

⇒ − = → =4 1 7 2t t

11 

 
′ = + ⇒ = + ⇒ =−

= ⇒ = + ⇒ =− =
f x ax b a b b a
f a b a b
( )
( ) ,

2 0 2 2
1 7 7 7 14

12 

 

′ = + − ⇒ ′ = + − =

⇒
=− ∉ −
=




=−

f x x x f x x x
x
x

f

( ) ( ) ( )
[ , ]

( )

6 6 12 6 2 0
2 1 3

1
1 7

2 2

,, ( ) , ( )f f− = =1 13 3 45
) ماکزیمم مطلق , )3 45 ) مینیمم مطلق و نقطه  , )1 7−

13 

1 و ارتفاع x ایجاد می شود: 2− x 1، عرض  2− x جعبه ای به طور 

 

ν

ν

( ) ( )

( ) x x ,

x x x x x x

x x x

= − × = − +

′ = − + = ⇒ = =

1 2 4 4

1 8 12 0 1
2

1
6

2 2 3

2

x قابل قبول است.  = 1
6

x باعث می شود طول و عرض جعبه صفر شوند وحجم جعبه  = 1
2 )مقدار 

نیز صفر شود.(
14 

دو دایره متخارج هستند. 
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,

2 2 7c= فاصله کانونی
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 p A( )= × + × + × =1
3

4
9

1
3

3
10

1
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270

پاسخ نامه آزمون )12( نوبت دوم ریاضی )3(

1 
ب( درست  الف( نادرست  

ج( نادرست
2 

ب( استوانه   −∞  الف( 
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دوازدهـم تجربی  ریاضی 

  به نمودار شکل زیر دقت کنید.

a ثابت است و درجا می زند.  b,[ ] ) اکیداً نزولی و در بازۀ  ,a] [ , )− ∞ +∞ b این تابع در بازه های 

به این گونه توابع، نزولی می گوییم و به زبان ریاضی می نویسیم:

x x D x x f xf1 2 1 2 1 2, , ( ) f(x )∈ < ⇒ ≥  

و اگر رابطه ای به صورت زیر تعریف شود به آن تابع صعودی می گوییم: 

x x D x x f xf1 2 1 2 1 2, , ( ) f(x )∈ < ⇒ ≥  

 تابع f را در یک بازه ثابت می گوییم، اگر برای تمام مقادیر x در این بازه، مقدار f ثابت باشد. باتوجه به تعاریف بالا، تابع ثابت در یک بازه، هم 
صعودی و هم نزولی محسوب می شود.

 توابع یکنوا و غیریکنوا:

ابتدا به نمودار زیر دقت کنید که بعد با توضیح کامل این نمودار مفهوم توابع یکنوا و غیریکنوا را 

درک می کنیم:

] اکیداً صعودی و ... است. , ]− π π
2 2 ] اکیداً نزولی و در بازۀ  , ]− −3 2 2

π π این تابع در بازۀ 

به این توابع که گاهی صعودی و گاهی نزولی اند، نه صعودی و نه نزولی یا غیریکنوا می گوییم.

به توابعی که در دامنه شان همواره صعودی یا همواره نزولی باشند، یکنوا می گویند.

 برای تشخیص صعودی یا نزولی بودن یک تابع در بازه های مختلف، ساده ترین کار رسم شکل است. 

 نمودار تابع زیر را رسم کنید و بازه هایی را که در آن ها تابع صعودی، نزولی یا ثابت است را مشخص کنید.

f x
x x

x
x x

( ) =
− + < −

− ≤ <
− ≥







3 3
5 3 4
2 1 4

پاسخ: برای هر ضابطه ، نمودار تابع را مطابق شکل می کشیم و مشخص می شود که: 

: تابع  x ≥ −3 تابع ثابت و در بازۀ  − ≤ <3 4x : تابع نزولی، در بازۀ  x < 4 در بازۀ 

صعودی است. 

  درس دصم: ترکیب تولبع

fog نشان می دهیم x( f را به صورت ( g x( (  اگر f و g دو تابع باشند، به طوری که اشتراک برد g و دامنۀ f غیرتهی باشد، تابع ((
و آن را ترکیب f با g می نامیم.

fog را می توان به صورت روبه رو نمایش داد: مراحل ساخت تابع مرکب 
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gof را در صورت امکان  باشند، تابع  f = −( ) ( ) ( ) −( ){ }0 2 3 4 41 15, , , , , , , g و  = ( ) −( ) ( ) −( ) −( ){ }2 1 3 2 10 2 5 4 6, , , , , , , , ,  اگر 
بنویسید.

gofپاسخ: به ازای هرکدام از مقادیر دامنۀ f به جای x، تابع مرکب را می نویسیم: g f g
gof g f g
gof g f

( ) ( ( )) ( )
( ) ( ( )) ( )
( ) ( ( ))

0 0 2 5
3 3 4 6
4 4

= = − =
= = = −
= == =

− = − = − =










⇒ =g
gof g f g

gof( )
( ) ( ( )) ( )

( , )1 0
1 1 1

0 5
½kzº þÄo÷U

,, ( , ),( , )3 6 40−{ }

f در دامنۀ g قرار داشته  x( ) gof مجموعه xهایی است که در دامنۀ f قرار داشته باشند، به شرطی که   دامنۀ تابع مرکب: 1- دامنۀ تابع مرکب 

D x D f x Dgof f g= ∈ ∈{ }| ( ) باشد؛ به بیان دیگر:  

در دامنۀ f قرار داشته باشد؛ به بیان دیگر: g x( ) 2- دامنۀ تابع مرکب fog مجموعه xهایی است که در دامنۀ g قرار داشته باشند به شرطی که 

D x D g x Dfog g f= ∈ ∈{ }| ( )  

g باشد، دامنه و ضابطه تابع gof را بنویسید. x x( ) = −2 f و 1 x x( ) = −1   اگر 
پاسخ: ابتدا دامنه f و g را به دست می آوریم تا بتوانیم دامنۀ gof را بنویسیم.

D Df g= +∞[ ) =1, , r

D x D f x Dg

x x R
gof f= ∈ ( )∈{ }

= ∈ + ∞[ ) − ∈{ } = + ∞[ )
|

, | ,1 1 1
x درست است. x یعنی 1≤ − ≥1 0 به ازای  x − ∈1 r دقت کنید که عبارت 

 دامنۀ توابع مرکب را همیشه با توجه به تعاریف آن به دست می آوریم، )نه از روی ضابطه!( زیرا از روی ضابطه ممکن است دامنه 
نادرست به دست آید )مانند همین مثال!( اما محاسبۀ ضابطه: 

( )( ) ( ( )) ( ( )) ( )gof x g f x f x x x x= = − = − − = − − = −2 21 1 1 1 1 2 r به دست آمده که نادرست است.  دامنۀ 

g را بخواهند، به ترتیب مراحل زیر را طی می کنیم. x( ) f را بدهند و  x( ) ) و  )( )fog x  اگر
fog به دست آید. x( ) g را در تابع f قرار می دهیم تا  x( ) 1( به جای x، عبارت 

g مشخص می شود. x( ) ) داده شده در مسئله،  )( )fog x ) به دست آمده با  )( )fog x 2( با مقایسۀ 

g را بیابید. x( ) ) باشد، ضابطۀ تابع  )( )fog x x=
−
2
1

f و  x x
x( ) =

+1   اگر 

( )( ) f(g(x)) ( )
( ) ( )(g(x)) (g(x)fog x g x
g x x x= =

+ −
⇒ − = +1

2
1 1 2

ÆoÎ ¢Lö
11) پاسخ:  

⇒ − = + ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =
−

xg x g x g x xg x g x g x x g x x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 3 2 3 2 2
3

 

f را بخواهند، به ترتیب مراحل زیر را طی می کنیم: x( ) g را بدهند و  x( ) ) و  )( )fog x  اگر 
f را جایگذاری می کنیم. x(g( )) g را به جای آن در  x( ) 1( ضابطۀ 

2( عبارت داخل پرانتز را t فرض می کنیم.
x )3 را برحسب t پیدا می کنیم.

4( به جای همۀ xها در عبارت مقدار آن برحسب t را جایگذاری می کنیم.



50

دوازدهـم تجربی  ریاضی 

y را به دست آورید. x= −1 y و  x= − +2  ضابطۀ تابع وارون توابع 1

y x x y x y f y y f x x= − + → = − ⇒ = − ⇒ ( ) = − ⇒ ( ) = −− −2 1 2 1 1
2

1
2

1
2

1 1 پاسخ: 

y x y x x y f y y f x x= − ⇒ = − ⇒ = − ⇒ ( ) = − ⇒ ( ) = −− −1 1 1 1 12 2 1 2 1 2
 

D Rf f
= −1  1( دامنۀ تابع برابر برد تابع وارون و برد تابع، برابر دامنۀ تابع وارون است:  

R Df f
= −1  

(fof )(x) x , (f of)(x) x− −= =1 1 f وارون آن باشد، آن گاه:   2( اگر f وارون پذیز باشد، و 1−

f همان دامنۀ f است. of−1 f و دامنۀ  همان دامنۀ 1− fof −1 هم چین دامنۀ 

( ) ( ) ( )fog x g of x− − −=1 1 1 3( در توابع رابطۀ زیر همواره برقرار است:  

f را بیابید. of x−1 ( ) fof و  x−1( ) f باشد، حاصل  = −{ }( , ),( , ),( , )12 3 1 4 5  اگر 

f − = −{ }1 21 1 3 5 4( , ),( , ),( , ) f را به دست می آوریم:  x−1( ) پاسخ: زوج های 

fof می دهیم و y ها را پیدا می کنیم. x−1( ) حالا به ترتیب xها را از این تابع به 

f f

f f

f f

( ( )) f( )

( ( )) f( )

( ( )) f( )

−

−

−

= =

− = = −

= =










⇒

1

1

1

2 1 2
1 3 1
5 4 5

ffof − = − −{ }1 2 2 1 1 5 5( , ),( , ),( , )  

f f

f f

f f

− −

− −

− −

= =

= − =

= =






1 1

1 1

1 1

1 2 1
3 1 3
4 5 4

( ( )) f ( )

( ( )) f ( )

( ( )) f ( )







⇒ = { }−f of1 11 3 3 4 4( , ), ( , ), ( , )  

 مرور کردن دامنۀ تابع:

همان طور که گفتیم تابعی وارون پذیر است که یک به یک باشد. گاهی بعضی از توابع یک به یک نیستند، اما می توان با محدود کردن دامنۀ آن ها، آن ها 

را به تابع یک به یک تبدیل کرد و سپس وارون آن ها را به دست آورد.

y یک به یک نیست، زیرا شکل این تابع سهمی است و خط موازی محور x ها این نمودار را در بیش از یک نقطه قطع می کند.  x= 2 می دانیم که تابع 

y یک تابع یک به یک می شود. x= 2 ) محدود کنیم، آن وقت تابع  , ]+∞ 0 ] و یا  , )0 +∞ اما اگر دامنۀ آن را به صورت 
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تتشملوا چ ارم

  درس لصف: آشنایی با مف وم مشتق

m است و شیب خط مماس بر منحنی  f B f
B AAB = −

−
( ) (A) می گذرد برابر  ( , (B))B f ) و  , ( ))A f A  شیب خط: شیب خطی که از نقاط 

′ است. = −
−→

f a f x f a
x ax a

( ) lim ( ) ( ) ′ و یا  = + −
→

f f a h f
hh

(a) lim ( ) (a)
0 Aبرابر  a f a( , ( )) f در نقطه 

: f x x x( ) = −2 3   با توجه به تابع 
B عبور می کند چه قدر است؟ f( , ( ))4 4 Aو  f( , ( ))1 1 الف( شیب خطی که از نقاط 

ب( معادله خط مماس بر منحنی تابع f در نقطه ای به طول 1 چه قدر است؟
m)الفپاسخ:    f f

AB = −
−

= − − =( ) ( ) ( ) ( )4 1
4 1

4 2
2 3  

)ب ′ = + − = + − + − − =
→ → →

f f h f
h

h h
h

h
h h h

( ) lim ( ) ( ) lim ( ) ( ) lim( )1 1
0 0

2

0
1 1 3 1 2 22

0
1 1− = − = −

→

h
h

h h
hh

lim ( )
 

f′ را محاسبه می کنیم: ( )1 و یا به طریق زیر 

′ =
−
−

=
− − −

−
= − +

→ → →
f f x f

x
x x

x
x x

x x x
( ) lim ( ) ( ) lim ( ) lim1 1

1
3 2

1
3 2

1 1 1

2 2

xx xx−
=

− −
−

= −
→1

1 2
1 1

1
lim

(x )(x )
( )  

1 Ï¼ö ¾M ¾õ£º nj tIµ¶ ôi KÃ{ : ( )′ −f 1 1  
y f f y y x− = ′ − ⇒ − − = − − ⇒ = − −( ) ( )(x ) ( ) ( )(x )1 1 1 1 1 12  

  درس دصم: مشتق پذیری ص پیوستگی

 ′ = =
+ −

→
f x

f x h f x
hh

( ) lim
( ) ( )

0
0 0

0
′ یا  =

−
−→

f x
f x f x
x xx x

( ) lim
( ) ( )

0
0

00
به یکی از دو صورت  x0 در نقطه ای به طول f 1( مشتق تابع 

است.
پیوسته نباشد، آن گاه f در a مشتق پذیر  x a= مشتق پذیر باشد، آن گاه f در a پیوسته است، بنابراین اگر تابع f در  x a= 2 ( اگر تابع f در 

نیست.

را بررسی کنید. x h در 1= x x
x

g x f x(x) , (x) , (x)= + <
≥

−{ = −1 1
3 1 1 12   مشتق پذیری توابع 

x پیوسته نیستند، زیرا کافی است به شکل آن ها توجه کنید: h در نقطۀ 1= x x x
x

( ) =
+ <

≥




1 1
3 1

g و  x x( ) = −1 پاسخ: توابع 

پیوسته است،  x f که در 1= (x) پیوسته نیستند، بنابراین در این نقطه مشتق پذیر هم نیستند؛ اما برای تابع  x در 1= h x( ) و  g(x) توابع
مشتق چپ و راست در این نقطه را به دست می آوریم:

lim (x) ( ) lim
( ) lim l

x x
xf f

x
x
x

f
x
x

→ →

+
→−

−
=

− −

−
⇒

′ =
−

−
=

+

1 1

2
1

2

1
1

1 0
1

1
11 iim lim

( )( )
( )

( ) lim

x x

x

x
x

x x
x

f
x
x

→ →

−
→

+ +

−

−
−

=
− +

−
=

′ =
−

1

2

1

1

2

1
1

1
1 2

1

1

1
−−

=
− −

−
=

− − +
−

= −













→ →− −1
1
1

1 1
1 2

1

2

1
lim ( ) lim

( )( )
( )x x

x
x

x x
x

 

مساوی نیستند، پس تابع f در این نقطه مشتق پذیر نیست. x چون مشتق چپ و راست تابع f در 1=
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دوازدهـم تجربی  ریاضی 

  درس لصف: تفکر تصسمی ص آشنایی با مقاطع مخرصطی

 دوران
1( از دوران یک مستطیل حول طولش، استوانه ای به ارتفاع مساوی با طول و شعاع قاعدۀ مساوی با عرض مستطیل ایجاد می شود. 

2( از دوران مثلث قائم الزاویه ای به اضلاع قائم b و c حول ضلع قائمۀ b، مخروطی به ارتفاع b و شعاع قاعده c ایجاد می شود. 
3( از دوران یک دایره حول یکی از قطرهایش، کره ای به شعاع مساوی با شعاع دایره  ایجاد می شود.

 بیضی: مجموعه نقاطی از صفحه است که مجموع فواصل آن ها از دو نقطه ثابت واقع در صفحه )یعنی کانون های بیضی(، برابر با مقداری ثابت است. 
 اگر قطر بزرگ بیضی افقی باشد، آن را بیضی افقی و اگر قطر بزرگ عمودی باشد، آن را بیضی قائم می نامند.

 با توجه به بیضی افقی روبه رو: 
، مقدار ثابتی است که برابر است با طول قطر  ′F F و  1( مجموع فواصل هر نقطه از بیضی، از دو کانون 

. ( )AA a′ = 2 بزرگ بیضی 
 c اندازه نیم قطر کوچک و b ،اندازه نیم قطر بزرگ a( .در هر بیضی برقرار است a b c2 2 2= + 2( رابطۀ 

نصف فاصله کانونی( 
e را خروج از مرکز بیضی می نامند. c

a= 3( مقدار 

2 است. 3 2 5, , ,−( ) ( )   کانون های یک بیضی نقاط 
الف( فاصله کانونی، مختصات مرکز بیضی و معادله  قطرهای بزرگ و کوچک بیضی را بنویسید.

ب( اگر اندازه قطر بزرگ بیضی 12 باشد، اندازه قطر کوچک و خروج از مرکز بیضی را پیدا کنید.
پاسخ:   

فاصله کانونی = − −( ) =5 3 8 الف( با توجه به مؤلفه های طول یکسان کانون ها، نتیجه می گیریم، بیضی قائم است: 
مرکز بیضی در وسطه فاصلۀ کانون ها قرار دارد:

O = + + − =( )2 2
2

5 3
2 2 1, ( ) ( , )  

x می باشند، بنابراین معادلۀ قطر  = معادلۀ قطر بزرگ همان معادلۀ خطی است که از کانون های بیضی عبور می کند و چون معادلۀ کانون ها 2
x است. = 2 بزرگ نیز 

Oبر روی قطر کوچک قرار دارد، نتیجه  2 1,( ) باشد که چون  y k= قطر کوچک بر قطر بزرگ عمود است، پس معادلۀ آن باید به صورت 
است. y می گیریم که معادلۀ قطر کوچک 1=

اندازه قطر بزرگ = ⇒ = ÷ =12 12 2 6a ب( 
فاصله کانونی = ⇒ = ÷ =8 8 2 4c

a b c b b b2 2 2 2 2 2 26 4 20 2 5 2 2 5 54= + ⇒ = + ⇒ = ⇒ = ⇒ = × =¦a¼¨ oõ¤ ½pHkºH
:خروج از مرکز بیضی e = =ca

4
6

  درس دصم: دلیره

است.  ( ) ( )x y r− + − =α β2 2 2 )Oو شعاع r برابر  , )α β  معادلۀ استاندارد دایره ای به مرکز 
 وضعیت نقطه و دایره:

صدق می کنند، روی محیط دایره  قرار دارند. ( ) ( )x y r− + − =α β2 2 الف( نقاطی که در معادله 2

) صدق می کنند، درون دایره قرار دارند. ) ( )x y r− + − <α β2 2 2 ب( نقاطی که در نامعادله 

) صدق می کنند، خارج دایره قرار دارند. ) ( )x y r− + − >α β2 2 2 پ( نقاطی که در نامعادله 
دایره  شعاع  و   O a b( )− −

2 2, دایره  این  مرکز  مختصات  می باشد،   x y ax by c2 2 0+ + + + = صورت  به  دایره  یک  گسترده  معادله   

r است. a b c= + −1
2 42 2
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ل شتبالوا هفف

  3 رلبطه م ف:

1( P A B P A P B P A B
B A

( ) ( ) ( ) ( )∪ ∩= + − ============>
k¹{IM nI¬pIwIº  » o¬HH

k¹{IM nI¬pIwIº  » o¬HB A
P A B P A P B( ) ( ) ( )∪ = +

P :احتمال شرطی )2 A B P A B
P B P B( | ) ( )
( ) ( )= ( ) ≠ 0  

A مستقل )3 B, :پیشامدهای  P( ) ( ). ( )A B P A P B =   

Aو... پیشامدهایی باشند که بر روی فضای نمونه ای S یک افراز تشکیل دهنده و B یک پیشامد دلخواه باشد،  A A3 2 1, ,  قانون احتمال کل: اگر 

رابطۀ زیر برقرار خواهد بود.

P B P A P B A P A P B A P A P B A( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ...= + + +1 1 2 2 3 3  

 ,A , ,3 2 1A A مهم ترین رابطه ای که در این فصل با آن کار داریم همین »قانون احتمال کل« است که برای حل مسئله های مرتبط با آن؛ اولاً باید 

را به درستی تشخیص دهید )که معمولاً همان ظرف های مختلف مسئله یا همان کیسه های مختلف با همان جنسیت زن و مرد و ... هستند( و سپس 

B که خواستۀ شرطی اصلی مسئله است.

با حل یک مثال، این روش را تمرین می کنیم.

 3 ظرف یکسان داریم. در اولین ظرف 10 مهره قرار دارد که 3 تای آن ها  قرمز است. در دومین ظرف 8 مهره قرار دارد که 6 تای 

آن ها قرمز است و در سومین ظرف 12 مهره قرار دارد که 9 تای آن ها قرمز است. با چشم بسته یکی از ظرف ها را انتخاب کرده و از آن یک 

مهره بیرون می  آوریم. احتمال این که مهره انتخابی قرمز باشد چه قدر است؟

و پیشامد خارج شدن مهره قرمز را با B نمایش می دهیم. A3 Aو A2 1, پاسخ: پیشامد انتخاب ظرف ها را به ترتیب با 

می دانیم احتمال انتخاب هر یک از ظرف های یکسان است:

P A P A P A( ) ( ) ( )1 2 3
1
3= = =

در آن ظرف است:  q¶o¤ ÁIÀï½o¿¶ jHk÷U
IÀï½o¿¶ ®¨ jHk÷U و احتمال انتخاب مهره قرمز از هر ظرف برابر 

 P B A B A P B A| , P( | ) , ( | )1 2 3
3
10

6
8

9
12( ) = = =

P برابر است با: B( ) بنابراین احتمال خارج شدن مهره قرمز یعنی 
P B P A P B A P A P B A P A P B A( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | )= + +1 1 2 2 3 3

P(B)= + + = + + =( )( ) ( )( ) ( )( )1
3

3
10

1
3

6
8

1
3

9
12

1
10

1
4

1
4 06/
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